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Die singuliren Lésungen der partiellen Differentialgleichungen 
mit 3 Variabeln. 


Von 


Epuarp v. WEBER in Miinchen. 


Die Umhiillungsfliche einer zweigliedrigen Flachenschaar des ge- 
wohnlichen Raums stellt bekanntlich eine singulire Lésung derjenigen 
partiellen Differentialgleichung dar, welche jenes System von oo? Flachen 
zum vollstindigen Integrale hat. Indem wir nun fragen, welche Gestalt 
die damit bezeichnete Theorie im Falle héherer partieller Differential- 
gleichungen annimmt, ergiebt sich das folgende Problem, welches den 
Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet: Es sei ein vollstdndiges 
Integral einer partiellen Differentialgleichung n. O. gegeben; welcher, 
auf dasselbe anzuwendende Process ist als Verallgemeinerung desjenigen 
zu betrachten, der im Falle n= 1 au der singuliiren Lisung der eu- 
gehorigen Gleichung I. O. fiihrt? 

Unsere Behandlung dieser beiden Aufgaben stiitzt sich im Wesent- 
lichen auf den Lie’schen Begriff des Fildchenelements. Nachdem wir 
in dem vorbereitenden § 1 die Entwickelungen durchgefiihrt, die zur 
Verwerthung jener Begriffe fiir partielle Differentialgleichungen néthig 
sind, geben wir in § 2 zuniichst im Anschluss an die von Herrn 
Darboux*) erhaltenen Resultate, doch in theilweise neuer Form, einen 
Ueberblick iiber die Hauptsitze aus der Theorie der sing. Lésung 
einer Gleichung I. O. Beim Fortgang zu den Gleichungen héherer O. 
(§ 3—5) zeigt es sich dann, dass in dieser Theorie dem Begriff des 
Flachenelements eine fundamentale Rolle zufallt: die Analogie zwischen 
den Fallen »=1 und » > 1 lisst sich namlich nur dann aufrecht 
erhalten, wenn wir nicht nach singuliren Lésungen, sondern nach singu- 
laren Elementenschaaren fragen. 


*) Solutions Singuliéres etc. Savants Ktrangers XXVII 1883, 


Mathematische Annalen, XLVI. 1 











2 E. v, Weser. 


I. Theil. 
Vollstiindige und allgemeinere Lésungen. 
§ 1. 


Die Charakteristiken des vollstandigen Integrals. 
1. In der vorliegenden Abhandlung werden die nachstehenden 
Abkirzungen gebraucht. 


Sind xyz rechtwinkelige Coordinaten, und z eine Function von 
z und y, so setzen wir 


ok 
al’) = ¢ Pens 
i oa*—* ay 
doch benutzen wir statt a... a) wie tiblich die Bezeichnungen 


2,p, 4,7, 8, t, u,v, w, @ bez. 
Bedeutet ferner 


(1) F™(cyzp... a) =0 
eine partielle Differentialgleichung ». Ordnung, so schreiben wir 


aFr™ " RF) 
A) Te ar xX a= or ete. 
Oa; 


Wir bezeichnen endlich mit (f)* das Resultat, das erhalten wird, 
wenn man eine Function f von xyz k—i mal nach 2 und i mal 
nach y unter der Annahme differentirt, dass ¢ eine Function von x 
und y sei. So ist 


(fo = fs +++ Po? = fry + 2afye t+ Ohss + tf, ete. 


2. Wir setzen t= MTS) und denken uns ein vollstindiges 


Integral der partiellen Differentialgleichung n. O. (1) in der Form 
(2) V(ayza,a, ... a) =0 


gegeben, unter den a; t, wesentliche Parameter verstanden. Dahbei 
machen wir natiirlich die Annahme, dass diese Gleichung innerhalb 
eines endlichen Werthgebiets der a; analytische Flichen darstelle. Die 
Gleichung (1) wird aus (2) erhalten, indem wir die a; aus (2) und 
den t, Gleichungen 


(3) (Vk—=O G@—0,1...k; KH 1,2...0) 


eliminiren. Die Mdglichkeit dieser Elimination sowie das Auftreten 
einer einzigen resultirenden Gleichung (1) nehmen wir unter die Voraus- 
setzungen tiber die Flichenschaar (2) auf. 
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3. Die Gleichungen 
(4) (Vii? =0 =—0,1... +41) 


bestimmen zusammen mit (2), (3) zu jedem Werthsystem der x...«("), das 
(1) befriedigt, ein einziges System der Gréssen a("+), ... a(t, welches 
wir uns somit in der Function jener Variabelen ausgedriickt denken 
kénnen. Die Functionen a+) befriedigen identisch die durch Diffe- 


rentiation von (1) erhaltenen Gleichungen 


M+ As” ot oe 0), 
(5) 
N+ >) Aalti? =0, 


i=0 


worin zur Abkiirzung 


n—1 k 

M=X+ AP, 
n—1 k 

N=Y¥+ >) > aPalt” 
k=0 i=0 


gesetzt ist. 


4. Haben die «+ die in der vor, Nr. angegebene Bedeutung, 
so ist das Pfaff’ sche System 


(6) da = att Vda + afk) dy 
(¢=0,1...h; Kom 0,1...0), 


worin die z...a@™ durch die Bedingung (1) aneinander gebunden 
sind, unbeschriinkt integrabel; (2) stellt eben das Integral des Systems 
dar. Die Thatsache der Integrabilitiét driickt sich andererseits durch 
das identische Bestehen der Bedingungen: 


(7) Da (ei) — Dye) — 0 
(k=0O,1...m) 
aus, wobei die Symbole: 


g n k se 
DA) = E+ DD, tt ey 


k=0 i=0 
n k 
, of of 
D,(f) = ay + > a of 54) 
k=0 i=0 . 
gebraucht sind. 


Aber auch das Umgekehrte ist richtig: Jedes in einem endlichen 
Werthebereich der Variabelen x... a”) holomorphe Functionensystem 


1* 
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a(*tt)... att), das die Relationen (5), (7) identisch befriedigt, macht, 
in (6) substituirt, dieses Pfaff’sche System unbeschriinkt integrabel, 
und die Integration des letzteren liefert unter Beriicksichtigung der 
Bedingung (1) ein vollstiindiges Integral der partiellen Differential- 
gleichung (1); zugleich erkennt man, dass jedes vollstiindige Integral 
von (1) im dieser Weise erhalten wird. 

Wir bemerken noch, dass jede unter den Gleichungen (7) als 
eine Folge der n iibrigen und der Relationen (5) erscheint; substituirt 
man also fiir 2 der »-+ 2 Functionen a("+» ihre Werthe aus (5) in 
(7), so ersieht man, dass die Bestimmung eines vollst. Integrals von 
(1) auf die Ermittelung einer particuliren Liésung eines Systems von 
nm linearen partiellen Differentialgleichungen 1.0. mit  unbekannten 
Functionen hinauskommt. 

5. Indem wir den Begriff des Flaichenelements ». O. in diese 
Betrachtung einfiihren, kénnen wir das durch (6) gegebene Integrations- 
problem so aussprechen: Jedem Elemente E(x... al), das (1) 
geniigt, soll ein Element BO) (~...0, ot)... at) so zu- 
geordnet werden, dass sich die so erhaltenen -- Elemenie 
n+ 1.0. zu oc” ™ Flichen zusammenordnen lassen. Ist nun 
E™ (x...) ein Element von (1), so giebt es oo! benachbarte 
Elemente «+ dxz...a + da, welche mit ihm vereinigt liegen, 
d. h. den Relationen: 


Dal) <= att) Ox + oft) dy 
(¢=0,1...k; k=0,n—1) 


geniigen und zugleich auf dem Element » + 1. 0. gelegen sind, das 
dem FE) zngeordnet ist, also die Gleichungen 


Dal”) == atNdx + alttNdy 
(¢—== 0,1...) 


befriedigen. Die Relationen (5) enthalten dann die Forderung, dass 
diese oo' Elemente gleichfalls der Differentialgleichung geniigen. 


Erinnern wir nun daran*), dass 2 vereinigt liegende Fliachen- 
elemente n. O. 


BOO. at) ond BOOMs + or... th? + dat!) 


zusammen ein %-Tripel von Schnittrichtungen bestimmen, das durch 
die Gleichung 








*) Vgl. meine Arbeit: Theorie der Flichenelemente des Raumes von 3 
Dimensionen (diese Annalen Bd, 44, pag. 458 ff.). 
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Singulire Lésungen der part, Diff. Gl. mit 3 Var, 


n+l 


(8) > 4 . ") dal) darH-i dyi = 0 


gegeben ist. Jedem der oben betrachteten oo! Elemente n. 0., die 
auf (x...at)) gelegen sind, und mit (2... a(*)) vereinigt liegen, 
entspricht ein Element » + 1.0., fiir das man hat: 


dat?) = D, (alt) da + D, (alr) dy 
(¢=0,1...n+1). 


Die Gleickung (8) stellt dann zwischen der Fortschreitungsrichtung 
da: dy und den Schnittrichtungen dx: dy eine Correspondenz (n, 1) 
her, und die Bedingungen (7) enthalten offenbar die Forderung, dass 
diese Correspondenz eine Polarbeziehung sei, d. h. dass die Gleichung 
(8) mit der ersten Polare der Richtung dxv:dy in Bezug auf eine 
binire Form m+ 1. QO. identificirt werden kénne. Diese Auffassungs- 
weise wird uns spiter von Nutzen sein. 

6. Um die Ideen zu fixiren, setzen wir n = 2, also rt, = 5. Die 
zu dem Integral 


(2a) . V (wyea,a,...a;) =0 


gehérige partielle Differentialgleichung F'?)(2...¢) == 0 wird durch 
Elimination der a; aus den Gleichungen (2a) und: 


(9) V.tpV.=0, V,+qV.=0, 
(10) Vaste--+7rV,=0, Vayt---=0, Vyy+--- +tV,—=0 


erhalten. Es giebt dann co! Flachen unserer Schaar, die durch einen 
beliebigen Punkt wyz¢ einer bestimmten Fliche (2a) mit den Para- 
metern a@,...a; hindurchgehen, und insbesondere oo* zur letzteren 
benachbarte; die Parameter a;-+ da; derselben erfiillen die Relation 


(11) >, Veda; = 0. 


Des Weiteren giebt es co? Fliichen, welche ein Element 1. O. 
(cyzpq) der Fliche (2a) enthalten, darunter oo! benachbarte; fiir sie 


hat man: 
Dd (Vue + PVs) dai = 0, 


> (Vay + 4Vaj:) dai = 0, 


worin p und g aus (9) zu entnehmen sind. 
Bezeichnen wir mit 0 die Variation einer auf (2a) beziiglichen 
Grésse beim Uebergang zu einer benachbarten Fliche, so folgt: 


(12) 
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i (Va,2x + 2pVa,2: ote P Vases LE 1 Va;s) da; -e V,0r = 0, 
(18) >) (Vasey + °° + 8 Vas) da; + V.0s = 0, 
> (Vary +°* + tVo,:) da; + V,dt = 0. 


Die Elimination der da; aus (11), (12), (13) fihrt auf eine lineare 
Relation zwischen den dr, ds, dt, die mit 


(14) Ror + Sds+ Tdt=0 

— ; », one 

aiquivalent ist, wo R fiir ap CO SW gesetzt ist. 
Ta 


7. Verlangen wir stationdre Beriihrung zwischen den benachbarten 
Flichen, so hat man 
Or=y "dt, ds=—y' dl," 


wenn y’ die Tangentenrichtung der stationiren Beriihrung festlegt; 
die Elimination von dt, da, ... da, aus (11), (12), (13) fihrt dann 
auf die folgende Gleichung fiir y’: 


0 Va Vas Va 
0 Vaz + Pp Vas : 
Vay + QV ays 


(15) ae y? Vases + 2pVa,xe2 + p Vase + Vas 
toed Va,zy + QVayes + = 
| ] Vayy + prea 


Es giebt also 2 benachbarte Flichen, welche die urspriingliche 
Fliche im Punkte xyz stationir beriibren; die zugehérigen Richtungen 
y’, welche als Tangentenrichtungen der Schnittcurve unserer Fliiche 
mit je einer der beiden benachbarten doppelt zihlen, sind durch (15) 
oder auch durch 

Ry’? — Sy +T=0 


gegeben und haben daher eine von der Wahl des vollstandigen Integrals 
ganz unabhingige Bedeutung, die wir sogleich fiir partielle Differential- 
gleichungen ». O. aussprechen wollen. 

8. Wir schicken voraus, dass 2 Elemente n. O. 


~1 a n—1) Gn) a 
@...ato)... a) und 2... a8 7 am... aie) 


die 2 zwei aufeinanderfolgende Elemente » — 1. O. gemein haben, ein 


Schnitt-n - tupel 
a (7) (ai) ai a) dar dy on 
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bestimmen, das eine vollstiindige ne Potenz ist, und umgekehrt. In 
der That zieht jedes der beiden Gleichungssysteme 


da-) = al dx + at") dy = @™ dz + am) dy 


k+-1 

; (k=0,1..."—1) 
unc 
(ai), — ai"),) (a), _ a") = (a) — an)? = (0 


(@=21,2..."—1) 
das andere nach sich. Wir sagen in diesem Falle: die beiden Flichen- 


elemente ». O. gehen miteinander eine stationdre Beriihrung ein. 

Der in Aussicht genommene Satz lautet dann so: 

»dedes Element E™ der Gleichung F™ =O geht mit n benach- 
barten Elementen derselben Gleichung eine stationdre Beriihrung ein. 


Die Richtungen der stat. Beriithrung heissen charakteristische Richtungen 
und sind gegeben durch 


(16) > (- 1 A yf = 0. 


i=0 
Beiliufig sei bemerkt, dass die Schnitt-n-tupel, die auf E™ 
durch alle benachbarten Elemente 
wm... a0, of) + dal)... af) + dalr) 


bestimmt werden, wegen 
> AN" das” = 0 
i=0 
zu den charakteristischen Richtungen apolar sind. 


9, Ein etwas anderer Weg, Gleichung (16) zu erhalten, ist 
folgender: Irgend 2 vereinigt liegenden Elementen » — 1. O. ordnet 
die Gleichung F) =O eine endliche Anzahl von Elementen n. O. 
zu, auf denen sie beide gelegen sind. Verlangt man nun, dass zwei 
dieser E™) wunendlich benachbart seien, d. h. substituirt man in 
Fo) =0 fiir die o™...a™, ihre aus 


(17) dae) = al dx + af), dy 
(¢(—=0,1...9—1) 
entnommenen Werthe und differentiirt das Resultat nach der Variabelen 
a), so ergiebt sich (16). Eliminirt man aus F'”) = 0 sowie aus (16) 
und (17) die Gréssen a, so kommt eine Relation der Form: 
da») dai*—») 
(18) @(a--- amp, Y, “H_... S) , 


ml? daw’? da 
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Es existiren also zu jedem Elemente E\-» des Raumes co" be- 
nachbarte mit ihm vereinigt liegende Elemente » — 1. 0., deren jedes 


mit E—) zusammen 2 unendlich benachbarte E™ der Differential- 
gleichung bestimmt; die letzteren haben jene beiden benachbarten 3 
Elemente » — 1.0. gemein, beriihren sich also stationiir, was mit ; 


dem Vorigen iibereinstimmt. 

10. Eine dritte Art der Ableitung ergiebt sich endlich durch die 
Frage nach Streifen ».0. C™ von der Beschaffenheit, dass alle oo! 
Elemente E+), die 2 benachbarte Elemente E™ von C™ enthalten, 
der vorgelegten Gleichung, i. e. den Bedingungen (3) § 1 Gentige 
leisten. Man erhalt solcherweise*) als ,, Definitionsgleichungen der 
charakteristischen Streifen C™ des r-Systems“ die folgenden: 


d 
(19) 32 = Ay, 
¢ dai (k+1) (k-+1) 
(20) ia 7" % > ae XY A,, 


(¢=0,...k; Kk=O,...n—1), 


n—l 
>) i da) 
M+ D(- WB Ge = 9, 
i=0 
(21) sr = 
; R Orr) 
v4 Says, Bo 
i=0 


worin A, eine Wurzel der Gleichung 


(22) o(\) = > (— 0 a a = 0 
bedeutet, und ns 
n—1 
(A) ss > n—l—é 
(23) OK =D) Bw 


gesetzt ist. 
Fiir (21) kénnen wir auch schreiben 


da”) 


(24) dag tt) + at A,, 

(¢=0,1...), . 
unter den ai) die allgemeinsten Functionen von « ... a) verstanden, i 
die (5) befriedigen. Bedeuten die «"+) jedoch insbesondere jene ‘ 


Gréssen, welche durch successive Differentiationen der Gleichung (2) 
des vollst. Integrals als Functionen von z... a erhalten werden, so 


definiren uns die Gleichungen (19), (20), (24) ,,die dem v. System an- 





*) Vgl. meine oben citirte Arbeit 
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gehirenden charakteristischen Streifen n. O. oder kureweg die Charakte- 
ristiken des vollstiindigen Integrals“; die ,,Trigercurven“ dieser 
Streifen, oder, wie wir sagen wollen, die charakteristischen Curven, 
werden auf jeder Fiche (2) durch eine der Relation (15) ganz analog 
gebaute Differentialgleichung 1.0. und n. Grades bestimmt.*) 

11. Aus diesen Ueberlegungen folgt der Satz: 


Eine Fliiche (2) des volistindigen Integrals wird lings einer jeden 
charakteristischen Curve von je einer benachbarten, ebenfalls dem voll- 
stiindigen Integral angehdrenden Fliche n — 1-fach beriihrt. 

Vermége der Gleichungen (19), (20), (24) der Charakteristiken 
des vollstiindigen Integrals ist durch jedes Element ». O. von F'”) =0 
eine einzige Charakteristik des v. Systems festgelegt. Die Differentiation 
der letzten unter den Relationen (20) liefert 


da") da™ = =— da”) dh, 
F cite: i ee ttl fp. a 2. 
(25) dz a t+ a tS 


(n) 

Ersetzen wir hierin die ws durch ihre Ausdriicke (24), ferner die 
a) durch ihre aus F'™ = 0 und den » letzten Gleichungen (20) ent- 
nommenen Werthe (wobei nach Nr. 9 das doppeltzihlende Werth- 
system zu wiahlen ist), so stellen uns die Gleichungen (19), (25), 
sowie die noch nicht benutzten Relationen (20) ein System von Diffe- 
rentialgleichungen 2. O. fiir die Trégerstreifen n — 1. O. der Charakte- 
ristiken des v. Systems dar, und man erkennt unmittelbar, dass durch 
2 aufeinanderfolgende vereinigt liegende Flichenelemente » — 1. O., 
welche die Bedingung (18) erfiillen, ein solcher Triigerstreifen ein- 
deutig festgelegt ist. Bestimmen wir daher durch Integration des 
Gleichungensystems (19), (20), (24) zu 2 Elementen n. O., die sich 
stationar beriihren , die zugehérigen Streifen n. O., so haben die letzteren 
einen Streifen » — 1.0. gemein, mit andern Worten: ,,Haben zwei 
benachbarte Flachen des vollstindigen Integrals zwei aufeinanderfolgende 
E-» gemein, so haben sie lings einer Charakteristik die Elemente E\-») 
gemein“, da doch jede von ihnen aus charakteristischen Streifen n. O. 
aufgebaut ist. 

Die Gleichung (11) stellt mithin ein Integral der gewdhnlichen 
Differentialgleichung (15) dar, wenn man die da; aus (11), (12), (13) 
fiir irgend ein specielles, der Relation (15) geniigendes Werthsystem 
Xo YoYo berechnet. Dieses Integral liegt freilich nicht in einfachster 
Form vor, da es die betr. charakteristische Curve doppelt zahlend liefert. 


*) S. die Gl, (6) des § 6, 
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§ 2. 
Die singuliren Lisungen der partiellen Differentialgleichungen I. 0. 


12. Ehe wir die Frage nach dem Vorhandensein singulirer Lésungen = 
bei partiellen Differentialgleichungen héherer Ordnung in Angriff 
nehmen, wollen wir die wichtigsten Resultate zusammenstellen, die 
sich nach dieser Richtung fiir Gleichungen I. O. ergeben haben *), 

Sei eine gegebene zweigliedrige Flichenschaar 


(1) V(ayzab) =0 
ein vollstindiges Integral der Gleichung 
(2) FO (cyzpq) = 0, 


so sind die charakteristischen Curven auf jeder Fliche (1) durch die 
folgende gewéhnliche Differentialgleichung definirt: (vgl. (15) § 1) 
| 0 Va, V, | 
(3) | y Vaet pVas Vowot pVss | 
| —1 Vay+QVas Voy + Vo: 


worin die Differentialquotienten von V wiederum durch untere Indices 
bezeichnet und die p, qg durch ihre Werthe aus 


(4) Vz+pV,=0, V,+¢qV.=0 
zu ersetzen sind. 
Schreibt man (1) in der Form 


1 2) 
(5) B— &y = Py (L— 2X) + A (Y—Yo) + 5 %(@—H)? +--> 
WO %), P,--- als Functionen von a, b aufzufassen sind, so wird (3) 


Oz OPo é 0 02 | 
| 0, a Fa (@—%) + 5 A =) 


| 


(3a) | y, Pe 4 ae ro (ae — mm) + —a)--- Se a -»- Land, 


’ 





em 4 2 ty | | 
| 1, te 4 th fen 4 te (y—m%)-:- 5 +--°| 


Hat man nun ftir einen Punkt xy, 2, 


(6) Va=0, V,=0 
oder 

Oz O20 

Ja =~, 


so erhalt man fiir kleine Werthe von x — a, y— y) aus (3a) in 
erster Anniherung: 


é é ‘0 7 lo 7 4 
Fe Be Be PeNly (@—%) — (y—w)] = 9. 


*) Vgl. Darboux |, c. I, Theil, 
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Nach bekannten Sitzen iiber die singuliren Stellen der gewéhnlichen 
Differentialgleichungen I. O. gehen also durch einen Punkt der Fliche (1), 
der den Relationen (6) Geniige leistet, einfach unendlich viele charakte- 
ristische Curven und zwar nach allen Richtungen hindurch. 

13. Das Element 1. O. der Fliche (1); welches zu einem Punkt 
der besprochenen Art gehért, nennen wir ein singuliéres Element I. Art 
der Gleichung (2). 

Die singuliren Elemente I, Art, welche somit durch die Rela- 
tionen (1), (4), (6) definirt sind, bilden eine Fldche U, deren Punkt- 
gleichung durch Elimination von a, 6} aus (1) und (6) erhalten wird; 
U ist die Enveloppe der Flaichenschaar (1). 

Da die Gleichung (3) mit 


Py’—Q=09 


fiquivalent ist, und in einem singuliren Element EE“ 1, Art unab- 
hingig von y’ verschwindet, so muss man fiir EH“) haben: 


(7) P=0, Q=0. 


Nun wird die linke Seite von (2) mit der von (1) proportional, wenn 
man die a, b durch ihre aus (4) entnommenen Werthe ersetzt denkt; 
daraus folgt mit Riicksicht auf (6), dass die Ableitungen X, Y, Z 
von F bez. den Gréssen V,, V,, V, proportional werden, so dass 
man hat: 


(8) M=X+Zp=0, N=Y¥+4+2Zq=—0, 


ohne dass X, Y, Z im allgemeinen verschwinden. 

Haben umgekehrt die Gleichungen (7), (8) fiir alle Punkte einer 
Fliche U eine gemeinsame Lésung p, q, die (2) befriedigt, ohne dass 
Z verschwindet, so sind jene Gréssen p, gq die Ableitungen von U'*), 
und von jedem Elemente dieser Fliiche laufen — und zwar nach allen 
Richtungen — oo! Charakteristiken aus**), welche eine Fiche bilden, 
so dass U als Enveloppe von co? Integralfliichen der Gleichung (2) 
erscheint. 


in doppelter Weise ein Paar besonderer Richtungen definiren: erstens, 
die ,,Doppelberiihrungsrichtungen“, lings welcher E“) den Elementen- 
kegel beriihrt, der dem Punkt Zy% vermdge (2) zugeordnet ist, und 
zweitens die ,, Schmiegungsrichtungen““***), d. h. die beiden Tangenten- 





*) Darboux 1. c, p. 67. 
**) lc. p. 153 u. f. 
***) Ueber diese Bezeichnung vergl. meine p. 4 citirte Arbeit. 
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richtungen, welche die Schnittcurve von U mit der zugehérigen 
Fiche V im Beriihrpunkt %y7 beider Flaichen besitzt. Diese beiden 
Paare von Richtungen sind aber identisch, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Wir setzen die Gleichung von V wieder in der Form (5) und die 
von U in folgender Gestalt voraus: 


(9) ¢—F=p@e—2)+G9-9+--- 
Die Annahme 2 = 2%, 2%) = 2%, y = ¥y liefert dann die oo! Flichen V, 


welche durch den Punkt £92 hindurchgehen. Ist xz, y, 2 der Punkt, 
wo sich die Flichen (5), (9) beriihren, so folgt: 


Po(%# —Z) + Q(y—y) H+ =p(e—%) +ay—-¥) +-°+, 
Po + 1) (%—Z) + 5 (y—y) =p + 7(@—z)+-->, 
do + 8 (4—%) + ty (y—y) =F + 8(@—%)+>-+ 
Sind nun die Werthe von z— %, y—y sehr klein, so kénnen wir 


die Gréssen 7,s,¢, mit denjenigen identificiren, welche der im Punkte 
Zyz2 beriihrenden Fliche V zukommen, und es folgt: 


(P—Po) (t@—Z) + G—-H) Y-y) = 9, 
(Pp — Po) + (F¥ — %) (@—2%) + (8 — 5) (Yy—y) = 9, 
(@ — qo) + (§ — 5) (@—%) + (&—t) (y—y) = 9, 
und durch Elimination von «— 2%, y — y in erster Anniherung die 


Gleichung des dem Punkte %¥2% zugeordneten Elementenkegels in 
der Form 


0 = (t¢—t) (p—p)* — 26-8) (» —P) (Q—D + F—%) (Q—-O 


wo p,q fiir po, q) geschrieben ist. 
Daraus erhilt man fiir die Doppelberiihrungsrichtungen des singu- 
laren Elements %...q: 


(r¥—r,) da? + 2(s—s,)da dy + (t—t) dy? = 0, 
womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
15. Auf jedem Element %y2 pq von (2) definirt die Gleichung 
Mdz+ Ndy=0 


die ausgezeichnete Richtung, a. h. die Tangentenrichtung an jene Curve 
K, lings welcher die Ebene 


(10) #—%=p(e#-—-z)+ q(y—y) 


mit Elementen der Gleichung (2) belegt ist. Da M, N in einem 
sing. Element verschwinden, so entsteht die Frage nach dem Ver- 
halten der Curve K an einer solchen Stelle. 
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Wir lésen sogleich das folgende allgemeinere Problem: 

Bestimmt man die oo' Fliichen der Schaar (1), die eine beliebige 
Fliche U’ beriihren, so bilden die zugehérigen Beriihrpunkte auf U’ 
eine Curve, deren Beschaffenheit in der Nahe eines Beriihrpunkts 
zyz2 von U und UV’ zu untersuchen ist. 

Sei 

6—§=p(e—2) + Gy—9) +3" (@—3 +-- 


die Gleichung von U’; sind dann wyz, 2,y,2, die Punkte, wo die 
Flaichen U U’ bez. von einer Fliche V beriihrt werden, so folgt, indem 
wir © —Z%, y— ¥, u%, —Z%, y, —y bez. durch &, y, &,, y, ersetzen: 


= = le te 1 

a+pé +40 + SFE = a + pb + % +58 +s, 
= - _ tr 1 9 

2+ ps tan + 57réet+ = £9 + Pods + om +508? + ee 


DFE PIn tee) mtn tan te 
Ptr&t+smt+::: = Py + 98) + 5% +++) 
q+s& +ty al =O tm +5y +°-°', 
q+s& +i yt+-:-:: = +8°§ thm tes 


Wiederum kénnen wir fiir kleine &..., die Gréssen r)s)¢, mit den- 
jenigen Werthen identisch setzen, welche der in “y@ beriihrenden 
Fliche V zukommen. Schreiben wir dann a,a,a, fiir r— 1), § — S, 
¢t—t, und 8, b, b, fiir x — r, etc. so folgt aus den vorigen Relationen 


Gy 8? | 2a, Eq + ayy? = b 8, + 20,8, 0, + bom”, 
Ay§ + an = bb, + dm, 
a§ + a,y = b,&, + b.m,. 
Setzen wir 
Dy, = Ay dq — 4,?, Diy = ayb, — 241d, + aqb9, Dyp = bob. — 0,’ 
so ergiebt die Elimination der & 7, dass §,:, der folgenden quadratischen 
Gleichung geniigt: 
(11) (Dy.—D,,)bz — Daz = 0. 
Indem wir die Fliche U'’ durch die Ebene (10) ersetzen, erhalten wir 
den Satz: 

Ist das Element %...q singuliir der I. Art, so hat die zur Ebene 
(10) gehérige Curve K daselbst einen Doppelpunkt, dessen Tangenten- 
richtungen durch die Covariante (11) der ,,Schmiegungsrichtungen a2 = 0 
und der Asymptotenrichtungen b2 = 0 von V =O dargestellt werden. 


16. Auf jeder Flaiche (1) giebt es ausser den durch (6) definirten 
Stellen noch eine andere Kategorie von Punkten, fiir welche die 
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Gleichung (3) der charakteristischen Curven unabhingig von y’ ver- 
schwindet, namlich die durch 
12 | Va Var+pVas Vay +9 Vas|| 
| | 

— | Vo Vor tpVeo: Voy +@Vo: |) 
d. h. durch das Verschwinden aller zweigliedrigen Determinanten der 
linksstehenden Matrix gegebenen. Die zugehérigen Elemente 1. O. 
von (1) bezeichnen wir als die singuliiren Elemente II. Art der Glei- 
chung (2). Die Flache (1) wird in jedem ihrer sing. Elemente Il. Art 
von je einer benachbarten Flaiche derselben Schaar beriihrt, deren 
Parameter a+ da, b+ db z. B. aus 
(13) Vida+ Vidb=0 
bestimmt werden. 

Ist xy) % eine sing. Stelle unserer Art, so wird die Gleichung (3a) 
der Charakteristiken in erster Anniherung 
(14) by +u=90, 


worin 


= 0 


§ = a,(% — a) + b,(x—y), 
H = a,(%— Xp) + b,(y—Y%), 
Ay = by = (2959), 0, = (Zot), ay = (Zo%o) 
wenn allgemein (fp) = fags — Pafo gesetzt wird. 
Durch (14) wird also zwischen den Fortschreitungsrichtungen y’ 


und y—% eine involutorische Beziehung hergestellt; die Doppelstrahlen 
= eo 


dieser Involution sind durch 
(15) (Zyty)y’? + 2(298y)y’ + (20%) = 9 
gegeben; es sind dies augenscheinlich die Tangentenrichtungen der 
Schnittcurve, welche V mit der benachbarten sie beriihrenden Flache 
V+ V.da+ V,db =0 bestimmt. Sind y,’y,’ die Wurzeln von (15), 
so wird das allgemeine Integral von (14): 

7’ = const. 


wo 
¢ 


5 =y9¥—vtn(e—%), 

1 =y¥ — % + ¥2(e€—%). 
Im Falle reeller y,’ y., gehen also*) durch a)y,2, 2 charakteristische 
Curven, die daselbst die Geraden — —0, »' = 0 bez. beriihren; die 
iibrigen verlaufen in der Nihe dieses Punktes ahnlich wie ein System 
von Hyperbeln, welche jene Geraden zu Asymptoten haben; im Falle 


complexer y,'y, erhalten wir ein System concentrischer Ovale um den 
Nallpunkt. 


*) Poincaré, Liouville’s J. sér. Ul. t. 7, p. 390. 
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17. Da die 2. Ableitungen rs¢ der Fliche V = 0 den Gleichungen 
M+ Pr+ Qs=0, 
N+ Ps + Qt=0 
geniigen, so folgt wegen (7) sofort: 
(16) M=0, N=0O. 
Suchen wir X YZ aus (1) zu berechnen, indem wir wieder die a, b 
durch ihre Werthe aus (4) ersetzt denken, so kommen wir auf un- 
bestimmte Ausdriicke. Nehmen wir aber der Einfachheit halber an, 
dass V eine ganze rationale Function seiner Argumente sei und ver- 
stehen wir unter (2) das Resultat der auf rationalem Wege auszufiihren- 
den Elimination der a, b aus (1), (4), so ist F@) ebenfalls ein ganzes 
rationales Polynom, dessen Ableitungen also bestimmte endliche Werthe 
besitzen; es ist leicht zu zeigen, dass fiir singuliire Elemente 2. Art 
diese Werthe mit Null identisch sind. Andernfalls wire nach Nr. 13 
die Fliche W, deren Gleichung die Elimination der a, b aus (1), (12) 
folgt, ein singulires Integral von (2) und sonach die linke Seite von 
(14) mit ya — y proportional, was nicht der Fall ist. 

Indem wir die Hauptresultate dieses Paragraphen zusammenfassen, 
erhalten wir den Satz: 

Ist (2) eine Differentialgleichung, welche eine beliebig gegebene 
Fliichenschaar (1) zum vollstiindigen Integrale hat, so zerfillt die Fliche, 
deren Gleichung durch Elimination von p, q aus (2), (7) erhalten wird, 
in 2 Bestandtheile; der eine liefert das singulére Integral U, und man 
hat fiir die Punkte desselben 

P=Q=M=—N=(, 
worin p, q die Ableitungen von U bedeuten; fiir die Punkte des andern 
Bestandtheils W hat man 
(17) X=Yu Zu P= Q=—I, 
worin aber p,q nicht die Tangentenebenen von W definiren. 

Ist die Differentialgleichung (2) beliebig vorgegeben, so sind diese 
Siitze nicht richtig. 

Es braucht kaum erwihnt zu werden, dass die Resultate dieses 
Paragraphen nur im Allgemeinen gelten; fiir specielle Flichenschaaren 
(1) kann es z B. eintreten, dass die Gleichungen (2), (7) in Bezug 
auf p,q nicht unabhingig sind. Beziiglich weiterer Details verweisen 
wir indess auf die schon citirte Abhandlung von Darboux.*) 


*) Daselbst finden sich die Ergebnisse der Nr. 27 und 28, sowie die Existenz 
von Elementen, die (17) befriedigen, zuerst angegeben; die aus (3) gezogenen 
Schliisse, sowie die tibrigen Resultate dieses Paragraphen, riihren vom Verf. her. 
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§ 3. 
Die singuliren Elemente I. Art. 


18. Wie in § 1 legen wir unserer Betrachtung eine t,-gliedrige 
Flachenschaar 


(1) V (xy2a,a,... Gz,) = 90 


zu Grunde, die wir aber nunmehr ausdriicklich nicht als vollstindiges 
Integral einer gegebenen Differentialgleichung irgendwie bestimmt, 
sondern wie im vorigen Paragraphen selber willkiirlich gewéhlt denken. 
Dies berechtigt uns zu der Annahme, dass die Flichen (1) an allen 
den besondern Stellen, die wir im Folgenden betrachten werden, sich 
vollkommen regular verhalten, eine Voraussetzung, die bei den Integral- 
flichen einer gegebenen partiellen Differentialgleichung im Allgemeinen 
nicht zutrife. 

19. Wir werfen nun die Frage auf: 

Welches ist der auf die t,-gliedrige Flichenschaar anzuwendende 
Process, welcher der Enveloppenbildung im Falle n = 1 entspricht? 

Durch eine sing. Stelle I. Art einer Fliiche V der zweigliedrigen 
Schaar (1) § 2 gehen, wie wir sahen, einfach unendlich viele zu V 
benachbarte Fliichen, wiahrend durch einen beliebigen Punkt von V 
nur eine benachbarte Fliche gelegt werden kann, d. h. die zu den 
singuliren Elementen I. Art gehérigen Punkte von V sind dadurch 
charakterisirt, dass durch sie unendlichmal mehr benachbarte Flichen 
hindurchgehen, als durch einen beliebigen ihrer Punkte. 

Betrachten wir nun eine Fliche (1) und die zu ihr benachbarten 
Flachen, welche ein Element »—1. O. mit ihr gemein haben; es giebt 


deren im allgemeinen oo"~'; ihre Parameter a; + da; geniigen den 
Gleichungen : 


(2) > (Va) day = 0 (GanO, 1...8; Bao Q, 2...8—1). 


j=1 


Existirt nun auf der Fliche V ein Element E™-"), durch das n-fach 
unendlich viele benachbarte Flichen der Schaar (1) hindurchgehen, fiir 
das also die Gleichungen (2) von einander linear abhiingig werden, 
so bezeichnen wir dasselbe, bez. das zugehirige Element n. O. der Fliiche 
V als singuldres Element E™-) bez. E™ I. Art der zur Schaar (1) 
gehorigen partiellen Differentialgleichung 


(3) F(x... a”) = 0. 
Die singuliren E™ I. Art sind also definirt durch die Bedingungen 
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vo Fa Te » 


} 


|| 
(Tanto aad | 
(4) | (Va,)s' | =0. 
|: 
De Baas ee 


Diese Matrix besteht aus t, Colonnen und t, — » Zeilen; wegen der 
Allgemeinheit der Gleichung (1) diirfen wir also voraussetzen, dass die 
in (4) enthaltenen Gleichungen mit » + 1 unabhiingigen Bedingungen 
iiquivalent sind, wenn es auch nicht gelingt, dic letzteren explicite zu 
erhalten. Die Elimination der xyz zwischen (1) und (4) liefert dann 
n — 1 Bedingungen zwischen den a; allein, mit andern Worten: 

Innerhalb der Schaar (1) ewistirt eine besondere nord + }- 
gliedrige Schaar von Flidchen, die singuliire Elemente I. Art snillitlias 
es giebt sonach a+) + 1-fach unendlich viele solche Elemente; die 
sugehdrigen E\— 4) Ten wir durch eine Gleichung 
(5) Fe (a... a,"7”) = 0 
gegeben denken, wenn es auch im allgemeinen nicht gelingt, dieselbe 
explicite darzustellen. Wir nennen (5) die singulére F“@- der vor- 
gelegten Gleichung (3). 

20. Wir gehen dazu iiber zu untersuchen, in wie weit die im 
vorigen Paragraphen aufgezihlten Kigenschaften der singuliren E“) 
I. Art einer F'@) sich auf unsere singuliren E™. iibertragen lassen. 
Durch einen analogen Process wie in Nr. 7 erhalten wir als Definitions- 
gleichung der auf einer Fliche V = 0 verlaufenden charakteristischen 
Curven: 


0 Re «33 es 
0 ( Va 
: | 
O ( v)" sae eave | 
6) ; | P = (), 
Ly (Vale | 
| 
} —y ’n-1 ( Va ae oe | 
| | 
} 
FG 1)" (Ve) n oe ( Varn 


In dem sing. iii E™, das wir betrachten, mégen nicht all 
Determinanten der Matrix 


| Vo, (Vay)o' (Va,);" om (Va,)n ! 


| Ya, (Vor,)o" } a (V. t ) 


Mathematische Annalen. LXVI. 


(7) 


18 E. v. Weser, 


verschwinden, Man erkennt sofort, dass die Gleichung (6) in einem 
sing. Element Z“) unabhiingig von y’ verschwindet, woraus sich mit 


Riicksicht auf (16) § 1 sofort ergiebt, dass fiir ein solches Element 
die Gleichungen 


(8) AM —0 (i=0,1...n) 
gelten. 

21. Um die Beschaffenheit des Systems der Charakteristiken in 
der Nahe dieser singuliren Stelle zu untersuchen, setzen wir n = 2 
und nehmen (1) wieder in der Form an: 


(9) 2 — By = Py(@—X%) + W(Y—Y%) +° °° 
wobei unter zp)... Functionen von a,...a,; zu verstehen sind. 
Die Gleichung (6) wird dann 


0 B+ Restos 
0 Bt ee (way) +22 (y—yy) Foes - 
| 0 cae 4. fee eae yy a re 
y* ca + 5% (w@—a) + - (yo) +-++5 °°: 
iw ati oe » (ae — a9) + FE* (y—Yo) Every s+ | 
1 Be dG to 
Die Bedingungen (4) werden hier 


|| Oa, 0a; | 
| Op } 
(11) Se. e . ] == (). 
2% Bes | 
| 3a, 
Setzt man zur Abkiirzung 
of, .. ef, 
| Oa Oa, 
(12) ih-.-f)= : 
| Ofe oh, 


} Oa, 0a, 


und lasst man in (10) bei den Coefficienten der einzelnen Potenzen 
von y’ die Glieder 2. und héherer Ordnung in a, y bei Seite, so ergiebt 
sich mit Riicksicht auf (11) ein Resultat der Form 


(13) (a,x + b,y) y’? + (a, + by) y’ + (aga4+ b,y) = 0 
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worin der Kiirze wegen x = y, = 0 und 
a, = (erqst), b, =0. 
a, = (epsrt), b, = (zsqrt), 


a, = 0 ? b, = (sptrs) 
gesetzt ist. Statt (13) kénnen wir also auch schreiben: 
(14) (y'x—y)[(zqrst)y’ + (¢prst)] = 0. 


Da diese Ueberlegung sich fiir » >2 ganz analog gestaltet, so 
schliessen wir: 

In der Umgebung eines sing. Elements I. Art werden diejenigen 
Glieder der Charakteristikengleichung (6), welche in x —2%, Y— Yo 
von der 1. O. sind, durch y'(a—2%)) — (y—y) theilbar. 

Da nun fiir ein solches Element die Gleichungen (2) zusammen 
mit den folgenden 


™ 


>) (Vu) da; + (—lfy'*-tde = 0 (i= 0,1...m) 

j=l 
(wo dt der Homogeneitiit wegen eingefiihrt ist) fiir jeden Werth von 
y’ nach den da; auflésbar sind, so schliessen wir mit Hilfe der 
Ergebnisse des § 1 weiter: 

Ist E™ ein sing. Element I. Art der Fliiche V, so giebt es oo' 
benachbarte Flichen der Schaar (1), welche V lings einer Charakteristik 
n —1-fach beriihren und dabei das zu E™ gehirige Element E™-» 
mit V gemein haben. Die zugehirigen charakteristischen Streifen n — 1. O. 
laufen von E™ nach allen Richtungen aus. 

22. Ks gilt nun der Satz: Ist H@-0(a...a\">") ein sing. 
Element I. Art, EM (a... a Va _.. a) das sugehdrige Element 
n. O., so sind alle co' Elemente n — 1. 0., die zu E™-" benachbart 
und auf E™ gelegen sind, ebenfalls sing. Elemente I. Art, oder, nach 
§ 1: E™ ,,geniigt der singuliren F\— (5). 

Setzen wir wieder » = 2 und seien 
(15) A, == (), A, a= (), A, = 0 
die 3 unabhingigen mit (4) fiquivalenten Relationen. 

Die singulire Differentialgleichung (5) kann durch 


(16) V(ayza,a,...a;)=0 
dargestellt werden, wenn man darin die a; aus (15) und: 
(17) VztpV.=0, Vi +qV.=0 


berechnet denkt. 
Indem wir wie in § 1 


ane Os, 2 [a wo Se ae 
Ds= jut Pig t" gp t 8 aqi D, = 
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setzen, die Gleichungen (15), (16), (17) mit dem Symbol D, differen- 
tiiren und die D,(a;) eliminiren, erhalten wir die Bedingung: 


(18) D,(F”) = D,(V) =0 


in der Form 


0 m +. F 
(VW)? (Va)o' 
(V),? (Va,),' 
(1) D(a) 34. |mo 
D,(A,) oa | 
| D.(As) (as + GA 


und eine tihnlich gebaute Determinante fiir die linke Seite von 

(20) D,(F) = 0. 

Da nun fiir ein Element 2. 0. der Fliche V—O die Ausdriicke 
(V),?, (V),?, (V)q? identisch verschwinden, so erkennt man unmittelbar, 


dass ein sing. Element Z®, 1. Art den Relationen (18), (20) Geniige 
leistet, womit unser Satz bewiesen ist. 


23. Die Gleichung (16) kann auch mit der zu dem gegebenen 
volistiindigen Integral gehérigen Differentialgleichung 


(21) F®)(zy...t)=—0 

identificirt werden, wenn man die a; aus 

(22) (V)yi'=90, (V)'=0, (V)?=0, (V)?=0, (V).2=0 
berechnet denkt. Man erhalt dann durch Differentiation von (16), (22) 
fir P =r folgende Gleichung: 


a Fé “a Fu 
V, ( Vado’ 
. O (Va,);' 
23 : == () 
_ (Va)e? 
(Va,),? 


(Vaa,)o* to ( Vax), 


und ahnliche Gleichungen fiir Q@, X, Y, Z. Aus der Form dieser 
Gleichungen schliesst man leicht: Wenn fiir unser singulaires Element 
E, wie wir voraussetzen, nicht alle t,-gliedrigen Determinanten der 
Matrix (7] verschwinden, so wird keine der Ableitungen XYZPQ 
fiir E® zu Null. 

Da aber andererseits die Fliche V sich der Voraussetzung nach 
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bei E®) reguliir verhalt, also endliche 3. Ableitungen wvw@ besitzt, 
so folgt aus den selbstverstindlichen Bedingungen 


M+ Ru+ Sv + To =0, 
N+ Rv +Tw+To=0 
wegen R= S=— T= 0 sofort 
M=X+Zp+ Pr+ Qs =), 
N=Y+2¢4+ Ps+ Qt =0. 

Indem wir die Ergebnisse der letzten Nummern zusammenfassen 
und verallgemeinern, erhalten wir den Satz: 

Die singuliiren Elemente I. Art der Gleichung (3) sind dadurch 
gekennzeichnet, dass fiir sie die Gleichungen: 

(24) Af’ =0 (¢=0,1...m), 
(25) M=0, N=0 
bestehen, worin M,N die in § 1 angegebenen Bedeutungen haben, ohne 
dass die Ableitungen 
X, Y¥, AM (=0,1...k; K=0,1...n—1) 
fiir sie im allgemeinen verschwinden. 

Man zeigt vermége einer Ueberlegung, die der bekannten, von 
Darboux*) bei m = 1 angewandten ganz analog ist, dass die 
Gleichungen (25) fiir ein beliebig vorgegebenes F’™ nicht eine Folge 
von (24) sein kénnen, und schliesst daraus, dass die Integralflichen 
einer willkiirlich gewihlten Gleichung (3) in den durch (24) definirten 
Elementen n. 0. Singularitiiten besitzen, deren Natur wir hier indess 
nicht weiter verfolgen. 

24, Wiéahrend so in der Theorie der singulidren Elemente die 
Analogie zwischen den Fallen »=1 und »> 1 eine vollkommene 
ist, tritt ein fundamentaler Unterschied zu Tage, sobald wir nach 
singuliiren Lisungen fragen. Sei namlich 

Ev) (a... af) al)... i) 
ein sing. Element I. Art auf der Fliche V0, so ist jedem Element 
a+dz... a(n) + dal, 
das auf E™ gelegen ist, nach Nr. 37 ein weiteres sing. Element n. O. 
zugeordnet, das mit H™ zusammen ein Schnitt-m-tupel bestimmt. 
Zwischen den Fortschreitungsrichtungen dv:dy:dz und den zu- 
gehdrigen Schnitt-n-tupeln besteht solchergestalt eine Correspondenz 
(1, m); es zeigt sich aber, dass dies keine Polarcorrespondenz ist 
(s. § 1), mit anderen Worten: 


*) Le p68 u. f 
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Die se + 1-fach unendlich vielen singuliiren Elemente I. Art 


ordnen sich nicht zu so ®) —1-fach unendlich vielen Flichen zu- 
sammen. 


Dazu wire nimlich nach § 1 erforderlich, dass fiir unsere 
“ +» + 1-gliedrige Schaar von Elementen ». O. die Relationen 
(26) D(a) — Da (af?,) = © 
(¢=—0,1...»—1) 
erfiillt seien. Sei wieder »—2 angenommen, so haben wir die Be- 


dingungen 
D,(r) — Dz(s) = 9, 
@7) ae oe 
Es sind nun r,s gegeben durch 


Vee + 2pV x: +. Pp an + i V~, =_ 0; 
Vey t+ Vez: + pVy. + pqV..+ sV,=9, 
worin die a; durch ibre aus (15), (17) entnommenen Werthe zu er- 
setzen sind. Differentiirt man die erste dieser Gleichungen mit D,, 
die zweite mit D, und subtrahirt, so folgt mit Riicksicht auf (27): 


(28) >) (Va)o? Dy(ai) = >) (Va):? De(as) = 0. 


In ganz ahnlicher Weise erhilt man noch die folgende Relation: 
(29) = (Va;);” D, (ai) _ > (Va;)2” D,; (ai) = 0. 
i=1 i=1 

Es ist nun nicht undenkbar, dass diese Relationen eine Folge von 
(15), (16), (17) sind, so dass dann auch umgekehrt die Bedingungen 
(27) fiir jedes sing. Element I. Art erfiillt wiren. Wir wollen aber 
an einem speciellen Beispiel zeigen, dass dies nicht der Fall ist. 

25. Die Gleichung (28) erfordert, dass die folgenden beiden 
Determinanten 


0 (Va,)o" at (Va,)o? | 


0 SS «ae 
0 (Vat - + + (Vad! 
(30) |D, (A, 34 | 
D(A) 9 
Bia) TO... is 


da, as 
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0 ( Va)" . : ( V.,);? 
0 Fa 
0 (Fn)! 
(31) D,(A,) 24 
1/ Oa, 
D,(A,) 
OA 
D,(As) ee ee Oa, 


einander gleich seien, vorausgesetzt, dass die aus ihnen durch Weg- 
lassen der 1. Zeile und Colonne hervorgehende Unterdeterminante nicht 
verschwindet. Wir betrachten nun die folgende 5-gliedrige Flichen- 
schaar: 

@ = ay + (ay” + a,c) & + (a,? + Aga5) yY + a,°? + a,a,%y + a,?y? 

+ ayy (a + 1) + a,e(y + 1)°. 

Diese Fliichen verhalten sich fiir jeden im Endlichen gelegenen Punkt 
regulir. Die Matrix (4) wird 


1, 2a,2-+a,y+2a,2°-+a, xy, 


(32) re—14+V!; y=—244/i——a, 


und beliebiges a, verschwinden alle 3-gliedrigen Determinanten obiger 
Matrix; wahlen wir fiir A,A,A, diejenigen unter den letztern, welche 
die ersten 2 Colonnen enthalten, so ist die gemeinsame Unterdetermi- 
nante von (30), (31) von Null verschieden und die genannten beiden 
Determinanten werden bez.: 


— 4(a;— a)? (1 + 3¢y + 1°)? 

— (a, — 2) (1+ 3(y + 1)’) 6@+ 1) (y+ 4a +4 2) — 4), 
worin fiir 2, y ihre Werthe (32) einzusetzen sind. Da diese beiden 
Ausdriicke nicht fiir jeden Werth von a; identisch sind, so sehen wir, 
dass bei unserer speciellen Fliichenschaar die Relationen (26) in einem 
singuliren Element I. Art nicht erfiillt sind. Sie kénnen es also auch 
im Allgemeinen nicht sein, womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Indem wir das Ergebniss dieser Untersuchung noch einmal zu- 
sammenfassen, kénnen wir sagen: 

Auch bei denjenigen partiellen Differentialgleichungen n. O., welche 
durch Elimination der Constanten aus einem gegebenen volistindigen 


und 


. . | 

°, 2ay+ 4a, 4+ ayy A;+ a,y ay-+ 3(a-+1)? 0 | P 

9, s+ as Z2a,+a,x7+4a3y 0 dy +3(y-+-1) | 
Fiir oe | 
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Integral erhalten werden, treten singuldére Lisungen in dem bei n=1 | wi 
geliiufigen Sinne nicht auf, sondern nur ,,singulire Elementenschaaren.“ 

Aus diesem Grunde stehen auch den Sitzen der Nr. 14 und 15 
in den héhern Fallen keine analogen zur Seite. 


Wir werden mit Riicksicht auf das Folgende die meth + 1-fach 


ausgedehnte Mannigfaltigkeit der singuliren E™ 1. Art ‘als die _,,erste 
derivirte Elementenschaar“ des vorgelegten volist. Integrals oder der 
zugehorigen partiellen Differentialgleichung bezeichnen. 


ee ie ile 


b 

I 

§ 4. 8 

Die derivirten Elementenschaaren. 

26. Betrachten wir wiederum die Gleichung (16) § 3 als diejenige ~ d 
der singuliren F), welche zu (21) § 3 gehért, indem wir die a; : 
durch ihre aus (15), (17) § 3 folgenden Werthe ersetzt denken, und | 

substituiren wir in die rechten Seiten der Gleichungen * 


or” = da, a -> V 
“oP Yo Gp «Gi 


. Oa, Oa; , . . cea 
fiir die a ae ene Werthe, welche sich durch Differentiation von 


(15), (17) §3 ergeben, so findet man mit Riicksicht auf die Relationen 


] Va ” - . Va, | 
(1) On! (Fah - * - . | 
| (Va,),' «= + + (Va)! 


die folgenden Beziehungen 
Fa eo Fan 


(Va,),' 





re 
a; 


id 
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worin D die im Allgemeinen nicht verschwindende Determinante: 


(Vado! 
| ( Vo)" 
| OA 
Oa 
~™ ... 
Oa da; 
bedeutet. Bemerken wir nun, dass fiir die Elemente unserer sing. 
F die 2-gliedrigen Determinanten der Matrix, die aus (1) durch 
Streichung der zweiten Zeile hervorgeht, mit den entsprechenden 
Determinanten jener Matrix proportional sind, die ebenso durch Weg- 
lassung der 3, Zeile entsteht, so ergiebt sich aus den obigen Gleichungen, 
dass 


9 Fil) (1) 
oa und o- 
bez. mit 
Va, Va, | ] Va, Va, 
unc ; 
(Vado? (Vado! | (Vast (Vas! | 


propotional sind. Der negative Quotient dieser beiden Determinanten, 
der somit die charakteristische Richtung der singuliren F'“) auf einem 
beliebigen ihrer Elemente 1. O. definirt, ist aber mit demjenigen 
identisch, welcher sich fiir y’ durch Nullsetzen des zweiten Factors 
auf der linken Seite von (14) § 3 ergiebt. 

Durch leichte Verallgemeinerung der soeben durchgefihrten Ueber- 
iegung erhalten wir die folgende Erginzung des Theorems der Nr. 21: 

Ist 2%) Yq 2 eine singuldre Stelle I. Art auf einer Fliche V=0 
des vollstindigen Integrals, und lésst man aus der Differentialgleichung, 
die auf der Fliiche V die charakteristischen Curven definirt, die Glieder 
2. und hoherer O. in x — 2), y — Yo weg, so zerfillt das riickbleibende 
Polynom n. Grades in y’ in 2 Factoren: der eine ist mit y’ (2 —2x,)—(y —) 
identisch; der andere stellt, gleich Null gesetet, die n — 1 charakte- 
ristischen Richtungen der singuliren F— dar. 

27. Betrachten wir nun die Punkte der Fliche UO, deren 
Gleichung sich durch Elimination der a; aus 


V =0, Va, 20... Va =O 


ergiebt. Man erkennt sofort, dass die co? Flaichen V =O, welche 
je einen Punkt von U enthalten, diese Fliche daselbst einfach beriihren. 
Es ergiebt sich ferner fiir die Elemente 1.0. von U: 

eFY aRFY 


“Gp so ; 
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: eoF® aFO aFY® A . 
da endlich oe? zufolge leichter Rechnung bez. in V,, 
V,, V, iibergehen, so hat man fiir die Elemente von U identisch 


> Wl) 5 BI) (1) p(t) 





oa | POs » “Gy 11% 





9 F(t) , . . ; “nnnuliéi 
ohne dass = verschwindet; die Fliiche U ist also eine singulére 


Lésung der singuliren F“; wir bezeichnen die Gesammtheit ihrer 
Elemente 1. O. als die zweite derivirte Elementenschaar der vorgelegten 
Flachenschaar V = 0. 

28. Die Ergebnisse der vorigen Nr. lassen sich leicht verall- 
gemeinern. Verstehen wir wieder unter der symbolischen Gleichung: 


H a a bs . Vag. |! 
( Va,)o' ee Pai ( Vag do 
2 = ( 
( } ( Va,) ' 7 
—k n—k 
( Va * k 4 Pode ( Vag nk | 


die Gesammtheit der Relationen, die sich durch Nullsetzen der 

(@o— b+ 1) (w—F+9) 
1.2 

Matrix ergeben, so erhalt man aus (2) jae e— ie +1 


-gliedrigen Determinanten der links stehenden 


unabhingige Gleichungen, welche zusammen mit 

(3) V=0, (Vy =O G@=—0,1... 9; gol, 2... n—k+]1) 
nm—k-+1)(n —k-+2) . ‘ 
oe toe — #7) 4 1 -fach unendlich vielen Ele- 
menten » —k + 1.0., ,,die k® derivirte Elementenschaar“, definiren; 
die zugehérigen Elemente »—k. O. kénuen wir durch eine ,,singulire 
Gleichung F-» =O“ bestimmt denken, der auch die singuliren 
E+) jin dem oft erliuterten Sinne geniigen, ohne sich jedoch zu 
Flaichen zusammenzuordnen. Man erhilt durch eine Ueberlegung, welche 
der in der vor. Nr. durchgefiihrten ganz analog ist, das Resultat: 


eine Schaar von 


Die n —k — 1” derivirte Elementenschaar ist die erste derivirte 
der n — ke", in dem Sinne, dass fiir alle Elemente n --- k. O., welche 
nach dem Obigen durch F'\-*—) = 0 bestimmt sind, die Beziehungen 

are : 

M5 = 0 Ne) — 0 =) (t= 0 1 i iT) — k) 

? ? > (n—k) ’ 
Oa; 
bestehen, wenn M“-», N@— aus F'-* ebenso gebildet sind, wie M 


und N aus F™; dabei wird .fiir die genannten Elemente keine der 
Ableitungen 


arc 
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are) are aye 
dx’ oy ? dal) 
(G—m0,...§; fm0,1...8—k—}) 
im Allgemeinen zu Null. 


Die n° Derivirte besteht solchergestalt aus den oo? Elementen 1, O. 
der Fliche, deren Gleichung sich durch Elimination der a; aus 


Var, Va=0 (6=e1,2... 45) 


ergiebt, und ist eine singulire Lésung der singuliiren F'™, 

Es sei hervorgehoben, dass das Auftreten aller singuliiren /’°-* 
nur einen Normalfall bildet, von dem in speciellen Fillen die mannig- 
fachsten Abweichungen stattfinden kénnen. Bestehen z. B. zwischen 
den Gleichungen (2) noch andere Abhiingigkeiten, als durch ihre 
Determinantennatur allein bedingt ist, so ist es méglich, dass eine 
Gleichung J’-*) = 0 nicht existirt, dass vielmehr zu jedem Element 
n —k. O. des Raumes singuliire Elemente n -- k + 1. O. gehoren. 

Schliesslich wollen wir nicht unerwihnt lassen, dass die Principien 
dieses Paragraphen sich zum Theil auch auf andere als t,-gliedrige 
Fliichenschaaren anwenden lassen. 


§ 5. 
Die singuliren Elemente II. Art. 


29. Ausser fiir die sing. Elemente I. Art der Gleichung (3) § 3 
sind die Bedingungen 


(1) A” =0 (i =0,1...n) 
auch fiir jene Elemente n. O. erfiillt, welche durch die symbolische 
Gleichung: 
Va, ( Vado’ ( Va.) ; . , F ( Via) 
Va, (Var)o' 
\| ae, (Vaz, )o' ° oe? Ss (Vaz,)n | 
auf jeder Fliche V =O definirt werden; wir bezeichnen sie als die 
singuliiren Elemente II. Art. Da die Relationen (2) mit 2 unab- 
hingigen Gleichungen iquivalent sind, so enthalt jede Integralfliche 


V = 0 eine discrete Anzahl derselben; durch jedes Element » — 1. 0. 
des Raums sind also co"—* sing. Elemente II. Art bestimmt. 


(2) 
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30. Ist 2) y 4, eine auf der Fliche V gelegene singulire Stelle 
IJ. Art und setzen wir V =O wieder in der Form (9) § 3 und ausser- 
dem der Kiirze halber x = y, = voraus, so erhilt die Differential- 
gleichung der auf V =( gelegenen charakteristischen Curven unter 
Weglassung von Gliedern 2. und héherer Ordnung in «# und y die 
Form 


(3) p (a;a + by) y"* == () 
i=0 
wo die linke Seite fiir z = y' im Allgemeinen nicht identisch ver- 


schwindet. Im Falle » = 1 wird durch diese Gleichung, wie wir 
in § 2 gesehen haben, eine involutorische Beziehung zwischen den 


Richtungen ¢ und y’ hergestellt; es ist nun leicht zu zeigen, dass 


sich diese Eigenschaft auf die héhern Fille nicht iibertragen lisst, 
dass also fiir > 1 die linke Seite der Gleichung (3) nicht mit der 


ersten Polare der Richtung e in Bezug auf eine biniire Form n+]. O. 
in y’ identificirt werden kann. 
Auf jeder Filiiche der Schaar: 
ea, + a,2 + ay + 2aa,cy + a,2x(y + 1)? + a,%y (a + 1? 


bestimmt der Punkt «= 0, y=0, 2 =a, ein sing. Element II. Art. 
Die Gleichung (3) wird hier 


y'*x(a, + 3a,2a,2) + y(a,* + 3a,2a;2) = 0, 


was offenbar keine Polarcorrespondenz darstellt; die gedachte Kigen- 
schaft kann also auch im allgemeinen Falle nicht eintreten. 


31. Die Bedingungen (2) driicken aus, dass die Gleichungen 


s Vu, da; = 0, s (V.,); da = 0 


=i i=1 


(j=mO,...k; bowel, 2,... mn) 


miteinander vertriiglich seien. In jedem ihrer singuliren Elemente 
II. Art wird also die Fliche VY =O von einer unendlich benachbarten 
n-fach beriihrt. 

Da V sich nach der Voraussetzung in der Umgebung eines solchen 
Elements regulir verhalt, so fiihrt die Betrachtung der Relationen (5) 
§ 1 wegen (1) wieder zu dem Schlusse, dass auch fiir sing. Elemente 
Il. Art die Beziehungen 


M=0, N=0 
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le | erfiillt sein miissen. Identificirt man aber F’™ =O mit VO, indem 
‘r- ; man die @; aus 

l- HB (4) (V)/§ =O (§=0,...%; B= 1,...m) 

<a entnommen denkt, so ergeben sich fiir die Ableitungen XX... A']" 


= 
@ 
ve 


unbestimmte Werthe. Diese Thatsache erklirt sich leicht. Nehmen 
wir nimlich der Einfachheit halber an, dass die linke Seite der 
Gleichung 

(5) V(xyza,...@,,)=0 


ee, 
i 


Si 


Ste 


1 ae 


eine ganze rationale Function ihrer Argumente sei, und dass sich aus 
' den t, Gleichungen (4) fiir jedes belebige Werthsystem der vy... a 
nr uw Systeme 


(1) @fl) (1) (te) qe) (u) 
en aay... af, ... aap... alt 
- der Parameter a; bestimmen lassen; indem wir dann (5) fiir F’™ — 0 
st, i gebrauchen, denken wir uns ein bestimmtes, etwa das v'* dieser 
er uw Werthsysteme in (5) eingesetzt. Eliminiren wir aber nach der 
O Poisson’schen Methode die a; aus (4), (5), so erhalten wir: 
“ 
an p™ — (k) tk) 
0= f= / / V(cyza)... ae), 
k=1 


worin £' eine ganze rationale Function der x... a) bezeichnet; be- 


rt deutet daher £ irgend eine dieser Gréssen, so folgt fiir jedes Element, 
das F') = 0 befriedigt: . 
“ or™ 
dV (ayzal... a’) 7 8 
“ a ea _— _——___-—_. 
| / / V(«yza”...) / / V(ayza\.. .) 
k=l k=r—1 


Fiir sing. Elemente II. Art unterscheidet sich nun nach der zu 
Anfang dieser Nr. gemachten Bemerkung eines der Werthsysteme 
a“)... a unendlich wenig von dem Systeme a‘)... al”); der Nenner 

nn 4 n 


des rechts stehenden Bruches verschwindet mithin, und da die linke 


4° : . 0 : 
Seite dem Vorigen zufolge unter der Form ~ erscheint, so muss man 


0 
te 5 haben at 
en _« 
fiir 4 
en ; B=az... al”, 
5) | 


Indem wir der Méglichkeit Raum geben, dass fiir specielle Flichen- 
schaaren die Relationen (2) weniger als 2 unabhiingige Bedingungen 
darstellen, kénnen wir sagen: 
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Eine Differentialgleichung 
Fo = 0, 
welche durch Elimination der Constanten aus einem gegebenen voll- 
stiindigen Integral (5) durch Anwendung der gewidhnlichen Eliminations- 


regeln erhalten wird, besitet wenigstens 20°" Elemente n. O., fiir welche 
die Relationen 


X=0, Y=0, AM? =—0, G=—0, 1...k; K=—0,1...n) 
erfiillt sind. 


Miinchen, den 10, Miirz 1894, 
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Aufstellung eines vollstindigen Systems von Differentialen 
erster Gattung in einem cubischen Functionenkérper. 


Von 


Lupwiae Baur in Darmstadt. 


im 43'" Bande der Math. Ann. habe ich gezeigt, dass man die 
Grundgleichung eines jeden cubischen Kérpers Q algebraischer Func- 
tionen einer Veriinderlichen 2 in die Form 
(1) Fly, 2)=y¥ +h@)y +h@ = 


setzen kann, wo f, und /, derartige ganze rationale Functionen von x 
1 1 


sind, dass G( ‘5, G (f,°) keinen gemeinsamen Theiler haben und 
1 

F(y, «) selbst irreducibel ist. Dabei bedeutet allgemein G(f") die- 

1 


jenige ganze rationale Iunction héchsten Grades von x, die in /” 
enthalten ist. Kbendaselbst habe ich nachgewiesen, wie dann stets auf 
rationalem Wege eine ganze algebraische Function @, so bestimmt 
werden kann, dass die drei ganzen Functionen 


a,=1, 
Oa=Y, 

nas 2 A, Bhs 9hyt y* oa * 
et oe i ae bl, 


eine Basis des Systems 9, d. h. des Inbegriffs aller ganzen algebraischen 
Functionen des Kérpers Q bilden. Mit Hiilfe dieser Basis lisst sich 
bereits eine Reihe von Fragen, die sich in der allgemeinen Theorie 
der algebraischen Functionen darbieten, fiir die Functionen des cubischen 
Koérpers beantworten und, nachdem ich am erwihnten Orte bereits 
die Verzweigungszahl und das Geschlecht des Kérpers 2 auf rationalem 
Wege bestimmt habe**), soll jetzt noch ein kurzer Abriss der Theorie 


*) Ueber die Bedeutung der hier auftretenden Functionen vergl. die 
citirte Arbeit oder das erste niher ausgefiihrte Beispiel im § 7. 

**) Mit den in meiner vorigen Arbeit behandelten Fragen hat sich auch 
Herr Hensel beschiiftigt. Bei einer Besprechung, die ich mit ihm zu einer Zeit 
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der entsprechenden Ideale gegeben, schliesslich aber eine andere Basis, 
eine Normalbasis gebildet, ein vollstdindiges System von linear wnab- 
hiingigen Differentialen I. Gattung aufgestellt, und die Untersuchungen 
an einigen Beispielen wirklich durchgefiihrt werden. Ich behalte dabei 
die Bezeichnungen der vorigen, hier kurz mit I citirten Arbeit un- 
geiindert bei mit der einzigen Ausnahme, dass die dort p. 519 mit ¢, 
und ¢, bezeichneten Zahlen jetzt beziiglich x, und x, genannt werden, 
um in Uebereinstimmung mit der Dedekind-Weber’schen Arbeit (Journal 
fiir Mathematik Bd. 92) jetzt die Zeichen ¢,, &, & fiir die zu @,, @,, @, 
complementire Basis verwenden zu kénnen. 

Ich hebe wiederum hervor, dass die vorliegeuden Untersuchungen 
eine grosse Classe von Curven umfassen, alle diejenigen nimlich, 
welche in Bezug auf die eine Coordinate von beliebigem, in Bezug 
auf die andere vom 3'° Grade sind (I, p. 520) und dass hierzu ins- 
besondere auch alle Curven vierter Ordnung gehéren, also der all- 
gemeine Fall p=3. Denn bedeuten 0b, b2, bs die homogenen 
Coordinaten eines Punktes B,, so geht die Gleichung 


F(a, Ly, 3) = LAvearLyLpLo%, = 0) (v, 0, 6, r= 1, 2, 3) 
einer beliebigen Curve 4‘ Ordnung durch die lineare Substitution 
2, = Zb,, y, (¢«, y=—1,2, 3), 


deren Determinante |b,,| nicht verschwindet, tiber in 
®(Y; 5 Yo Ys) = SBixdu WYxYryu =O (c,%, 4, u—1, 2, 3), 


a 


Birray = Laygae bir Veg bis Cue (v,@,6,t=1, 2, 3) 
gesetzt ist, sie nimmt mithin, wenn — was zuliissig ist — die Punkte 
B; z. B. so gewahlt werden, dass B, ein beliebiger nicht singuliirer 
Punkt der Curve F=—0, B, ein beliebiger Punkt der in B, an die 
genannte Curve gelegten Tangente und 3B, ein beliebiger nicht auf 
dieser Tangente liegender Punkt ist, fiir y4, —90, y,=—2, y,=—1 
diejenige Form an, von der ich in I (1) ausgegangen bin, mit der 
Massgabe, dass die dort mit a, bezeichnete Grésse jetzt eine nicht 
verschwindende Constante, © also bereits eine ganze Function von =~ ist. 


hatte, als die daselbst veréffentlichte Untersuchung bereits in ihren wesentlichen 
Ziigen feststand — ich legte Herrn Hensel damals die zuniichst unter der Voraus- 
setzung, dass f, und f, keinen gemeinsamen Theiler haben, fertig gebildete Basis 
von o, sowie den Ausdruck der entsprechenden Discriminante A(o) vor — theilte 
mir Herr Hensel mit, dass er die auf rationalem Wege zu bewerkstelligende Zer- 
legung der ,,Gattungsdiscriminante“‘ auf einem anderen Wege — damals vor etwa 
einem Jahre — hergeleitet hiitte. Herr Hensel hat versprochen, seine Resultate 
bei Gelegenheit einer allgemeineren Untersuchung auseinanderzusetzen. 
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§ 1. 
Die 20 @,, @,,@, complementire Basis. 


Die zu @,, @,, @, complementiire Basis von Q werde durch ¢,, &, & 
bezeichnet. Dann ist, wenn 


(2) Cr—=S(ajam,) (i,k =1,2,3), 
(3) E(«) = |eix| = A(@, @,, @;) = A(Q), 
; ok 
i 


gesetzt wird, &, &, &, definirt durch die Gleichungen 


0; = Lieiz & (¢,k=—=1,2, 3), 


so dass 
(4) Ea = ZE, 0; 
und | 
ndtey A(@,, @., @,) = EH? A(é,, &, &3), 
mithin 
(5) E A(&, &, &) = 1 


ist. Nun folgt (I, § 2, 3) 
é;, = S(1) = 3, 


(6) Cyn = Cy, = S(y) = 0, 
C3 = Cs, = S(w) = 0, 
Cy» = S(y?) = — 2A, A, Bh,, 


C23 = Cy. = S(wy) = oG A, Bh, S (y) — 9h,tS(y?) + LB S(y®)) 
= F (18h,tA, A, Beh, — 3.4, A,Bh,) 


3A,A, Bh 
= 3! (6 Bh, t— 1) 


=34A4,A,Bh,ks, 
und é, berechnet sich am einfachsten daraus, dass, wie die wirkliche 
Ausrechnung zeigt, 

; E = 3 (65 ¢,5 — 695) 

mithin (I, 50) 

3ey20;3 = E + 30,5 = — A, A,* BA, + 27A,2.A,? Bh,2 ke 8? 
oder (1, p. 517 unten) 

6hyes3 = A,(A, — 27 A, h,? kh? s?) 
= A,(A, — k’s*D*A, + 4A, Bh, 3k?s?), 
Da nun weiter (I, Seite 517, unten) 
1 — k's? D? = (1 — ksD)6Bh,t, 


Mathematische Annalen, XLVI. 3 
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so folgt schliesslich, wenn der Kiirze halber 








(7) (1—ks D)tA, + 5 A, Bh,2k?s? = C 
gesetzt wird, 
(8) és, = A, BC, 
und demgemiiss ist 
1 
{= 3” 
go — Can+ 3A, ykso 
(9) & =v — ti. —, 
3hyks@ 2Bh j 
& = 3 er ha ABA, (vergl. I, 48). 
Der Modul 
(10) e = [&, &, &, | 


wird der zu » complementire Modul genannt. Seine Basisfunctionen 
sind im allgemeinen gebrochene algebraische Functionen von x. Ver- 
steht man nun unter dem Hauptnenner mehrerer gebrochener alge- 
braischer Functionen von 2 diejenige ganze rationale Function von x 
niedrigsten Grades, die so beschaffen ist, dass durch Multiplication 
mit ihr jene gebrochenen Functionen in ganze algebraische Func- 
tionen von « verwandelt werden, so muss der Hauptnenner der Briiche 
&) 9, &; Wegen & jedenfalls die Factoren A,, B, A, enthalten, da ja 
J, nicht mehr durch eine ganze rationale Function von « theilbar ist 
(1,48). Was ferner den Zihler von ¢, anbelangt, so kann dieser nicht 
durch einen Factor «— a, von A, theilbar sein, denn sonst miisste 
auch der mit D? multiplicirte Zihler von ¢,, und da (I, 46, 27) 


DA, =4A,Bh, (mod. x — a), 
A,Bh,? aber relativ prim zu A, ist, auch 
6 Bh, t(ks D — 1) — Fs? D? =0 (mod. 2 — a,) 
d. i. (I, p. 517) 
(ks D+ 1) (ks D—1) —~FP’s?D=O (mod. x —a,) 
sein, was nicht stattfindet. 


Daher muss der fragliche Hauptnenner auch den Factor A, ent- 
halten d.h. der Hauptnenner der drei gebrochenen Functionen é,, &, €, ist 
(11) r(x) = A, A, BA,, 
er ist also gleich dem Product aller von einander verschiedenen in A (0) 
enthaltenen Linearfactoren. 

Da nun stets (D. W. § 10, 10)*) 


*) Durch D. W. bezeichne ich die fiir das folgende stets zu vergleichende 
Arbeit der Herren Dedekind und Weber ,,Theorie der algebraischen Functionen 
einer Verdnderlichen*' im 92'" Bande des Journals fiir Mathematik, 
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oe=—e 
und demnach auch 
ore=Pe, 
so besitzt der Modul re die eine charakteristische Eigenschaft der 
Ideale und da derselbe ausserdem bloss ganze Functionen enthilt, so 
ist der Modul 
(12) re eim Ideal. 
Daraus folgt dann weiter, dass 
A(ré, 7 &, 7&3) = const. >< N(re)?A(@,, @,, 5), 
mithin é 


1° A( 84, &2y &) 
E 


N(r e)? == const, >< == const. >< ae 


woraus dann 
N (re) = const. >< z 
oder 
(13) N (re) = const. >< A ABA} 
sich ergiebt. 
Demnach besitzt N(re) genau dieselben Linearfactoren wie A(o), 
aber von umgekehrter Ordnungszahl d. h. die ein- bezw. zweifachen 


Linearfactoren von A(o) sind zwei- bezw. einfache Linearfactoren 
von N(re). 


§ 2. 
Primideale und Verzweigungsideal. 

Die dritte Basisfunction von 0, nimlich a, = @, mége als rationale 
Function von x und y durch w(x, y) bezeichnet werden. Es kann 
dann, wie ich im 32‘ Bande dieser Zeitschrift bewiesen habe, jedes 
Primideal, dessen Norm gleich x — x, ist, in der Form 


(14) [%@ — Xp Y— Yu,» O(L, Y) — @(%q, Y)] 
dargestellt werden, wo y,, jede Wurzel der Gleichung 
(15) Fy, %) =0 


sein darf und umgekehrt ist jedes in dieser Form enthaltene Ideal ein 
Primideal. Bezeichnet man also die drei conjugirten, zu x = a, ge- 
hérigen Werthe von y durch y;,, Yz,, Ys, und setzt 


(16) pO = [w@—a2, y—y, oO, y) — O(%, y)| (¢=1, 2, 3), 
so ist 

N(ps,.) = N(pr,) = N pe) = & — %, 
und man erhiilt alle Primideale des Kérpers Q, wenn man 2, alle 
Werthe durchlaufen lisst. Da hiernach « — a, durch die drei Prim- 
3* 
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ideale p{) und nur durch diese theilbar ist, so ergiebt sich fiir das 
Hauptideal »(~—az,) sofort die Factorenzerlegung 


la “ 


(17) 0(% — %) = Pe, Pe, Pars 

Sell insbesondere x— zz, durch das Quadrat eines Primideals 
theilbar sein, so miissen zwei von den in (16) angefiihrten Primidealen 
einander gleich werden z. B. p,, und pz. Dies tritt aber immer und 
nur dann ein, wenn der grésste gemeinsame Theiler t dieser beiden 
Ideale y,, selbst ist. Nun ist aber t wieder ein Ideal, fiir das die sechs 


Basisfunctionen von y,, und pz, eine reducibele Basis bilden und es 
folgt daher: 


t= [7% — %, ¥ — Yx,, O(L,Y) — (2p, Yx,), ¥ — Xp, 
Y — Yx,, O(%, y) — @(%p, y2,)] 
= [%@ — %, ¥ — Yx,, O(2, y) — @(Xp, Ye), 
0, Yx, — Ya,» O(Ly, Y'x,) — (Lp, Y*,)]- 
Da nun 9 das einzige Ideal ist, das eine Constante enthilt (D. W. § 7), 
sO wire geradezu t=», wenn nicht die beiden in t auftretenden 
constanten Basisfunctionen verschwinden. Damit dieser Fall nicht 
eintritt, muss also 
Y2. = Yao» 
(19) © (ay; Y'z.) = a(x, Yz.) 
sein. Dies ist mithin die nothwendige aber, wie man sofort sieht, 
auch hinreichende Bedingung dafir, dass t = p,, d. h. dafiir, dass die 
beiden conjugirten Primideale y',, und yz, einander gleich werden, und 
da (D. W. § 16) 
E(@) = (2+ @,' a,” @,”")? 
so folgt weiter, dass x — 2 nur dann durch eine héhere Potenz eines 
Primideals theilbar sein kann, wenn E(a,)—=0, d. h. 2 — a ein 
Factor von E(x) ist. Da das Product aller von einander verschiedenen 
Linearfactoren von EH, welches in (11) durch r bezeichnet wurde, 
die Form 
(20) 7 (x) = T1(@—a,) (% —a,) (w—b) (2—d,) 
hat, wo das Product iiber alle Linearfactoren 
2—a; von A;, «—b von B, «—d, von A, 


auszudehnen ist, so muss nunmehr jeder einzelne dieser Factoren auf 
seine Theilbarkeit durch eine héhere Potenz eines Primideals unter- 
sucht werden. 

Bedeutet nun zuniichst 2 — ¢ einen der Factoren «— a, oder x — b, 
so folgt sofort aus der Gleichung 


y> + A, A, B2h,y + A,2.4, Beh, = 0 
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fiir y und der andern (I, p. 509, 510) 
Ys (Ys + A, Bh,)? — A, A,? Bh? =0 
fir y, = Ss dass sowohl die 3 conjugirten Werthe von y wie die 
1 
von y, fiir «= c verschwinden und dass, da A,B relativ prim zu D 
ist, das gleiche jedenfalls auch fiir die 3 conjugirten Werthe von 
o(x,y) gilt. Daher ist, wenn 
(21) Q, = ([% — a, y, @(%,y)], 
‘ b =[z—b, y), o(z,y)] 


gesetzt wird ; 7 " 
Pa, = Pa = Pa = My, 
Po = Po = po = b 
und 
0(%—a,) = a,°, 
o(z—b) = $3. 
Ebenso verschwinden auch fiir « = a, die 3 conjugirten Werthe von y; 
y, dagegen erhilt fiir «=a, einmal den Werth 0 und zweimal den 
Werth — (A, Bh,),,, und demgemiiss m einmal den Werth 3(*>”), 


und zweimal den Werth — (Ash - Wenn daher 
a 
1/A,Bh 
4 =(2—a, 9, 0 +355), |, 


, 2 (A, Bh 
Gy = [2 — is Fy @ — = =5~), | 


(23) 
3\ D 
gesetzt wird, wobei zu beriicksichtigen ist, dass D auch mit A, 


keinen Factor gemein hat (I, 46), so sind von den 3 conjugirten 
Primidealen »{ zwei gleich a,, das dritte gleich a,’, und man erhiilt 


(24) o(a@ — ay) = a4? ay’. 

Ferner fiir 2 = d, ist zu beachten, dass allgemein 

9h,ksy + 6Bh, o = ¥, 
und ¥, der Gleichung (I, 41, 42, 48) 
9,3 —3A,B*h, A, 9, — A,B? DA,? = 0 

geniigt, dass mithin fiir «—d, die drei conjugirten Werthe von %, 
verschwinden und zuniichst 
ist. 

Da ferner A(1, y, y?) =0 (mod. «—d,), so hat die Gleichung 
F(y, d;) =0 eine Doppelwurzel und diese wird geliefert durch das 
simultane System 
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y° + fo(4s)y + fa(4s) = 9, 

3y? + fe (ds) —_ 0, 

aus dem sich fiir jene Doppelwurzel der Werth 
_ f(t) — _ (Ar N) 

d, 


2fe (ta) ‘Ng 
und demgemiiss fiir die einfache Wurzel der Werth 2(4%), ergiebt. 


Auch diese Form kann nicht befremden, da h, relativ prim zu A, 
ist (I, 46). Der zur Doppelwurzel y gehérige Werth von @ ist dann 
84,htks) 

"BBIy! a 


oder gemiss (I, 27) 
—< (A, Bhyks)a 


und dementsprechend, da S(@) = 0 ist, der zur einfachen Wurzel y 
gehérige Werth von @ 


+5 (A, Bh, ks)a,. 
Nach Einfiihrung der Bezeichnung 





b= [e—aiyt (GX), otis Bika], 
(25) —e 
, € A h 4 -™ 7 
ds = E —d,,y— 25, ‘> ro) — 9 (Ar Bh ks)a, | 
schliessen wir, wie vorhin, dass 
(26) 0(x — ds) = ds? Ds . 

Wir kénnen also unser Resultat dahin zusammenfassen: 

Nur die Linearfactoren von E(x) sind durch hihere Potenzen eines 
Primideals theilbar und zwar die einfachen Linearfactoren durch das 
Quadrat, die zweifachen Linearfactoren durch die dritte Potenz eines 
Primideals. 

Die Primideale a,, a,, 6, d, — die einzigen, von denen eine héhere 
als die erste Potenz in ihrer Norm aufgeht, — nenne ich singuliir. 
Wird dann das Verzweigungsideal 3 durch die Gleichung 


(27) 3 = TTa, a,7b"d, 
definirt und das Product aller in E oder, was dasselbe ist, aller in r 


enthaltener von einander verschiedener Primideale durch ry bezeichnet, 
so ergeben sich jetzt aus (22), (24), (26) die Gleichungen 


(28) N(3) = const. >< TA, A,? B? A, = const. >< E(x), 
(29) t = TTa, 0,0, 6d3d5, 
r= TTa,? My 12° 63,7 d," 
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oder 


(30) OY = T}. 
Weiter ist aber nach (12) auch re ein Ideal und da 
N(re) = const. ><17A,? A, BA,? 


nach (11) bloss die Linearfactoren von r enthilt, so kann re bloss 
durch die in r auftretenden Primideale, und es muss re genau durch 
die ersten Potenzen von a, und 6 theilbar sein, und man erhilt daher 
fiir re zunichst die Darstellung 

re = Tagbay ay @d,%d3 %. 
Wenn man aber voriibergehend unter a eines der Ideale a, oder a,’ 


» versteht, also 


a=[z¢@—a,,y,a-+¢] 
setzt, wo ¢ eine Constante bedeutet, so ist gemiiss (9) 
Th(a,re)=—[@— a,, y, a+ ¢, 

r, —Cy+ 3A,hyks@, 3A,hksy + 2A,Bh,o] 
=[r@—a,,y,@+c¢, 0, Akks@, A, Bh.) 
=—[*%@#—a,,y, @a@+c, —A,hsc, — A,Bh,c] 
=(t—a,,y, +c] =4; 

d. h. re ist sowohl theilbar durch a, wie durch q,’, und da N(re) durch 
(a — a,)? = N(a,) + N(a,’) theilbar ist, so muss re genau durch a, a,’ 
theilbar sein. 

Ebenso lisst sich beweisen, dass re genau durch »,», theilbar 
ist und wir erhalten somit . 


re= Ta, ba, a,’ d3d,, 
oder 


(31) re=t, 
und es folgt dann 
7Cg = tg = OF; 
mithin 
(32) eZ = 0. 
Weitere Beziehungen zwischen den hier auftretenden Idealen 
ergeben sich leicht, sind indessen fiir die ferneren Entwicklungen 
nicht nothwendig. Aus (32) folgt noch 


Ee3 = 0 EF = May? 0,'0,°6%d,? d, 


oder, wenn 
(33) d = TTa,?b?a,'b," 
gesetzt wird, 
Eex = 3°, 
mithin 
Ee = 3d. 
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Multiplicirt man diese Gleichung noch mit (32), so folgt 

Ev?; = 30, 
mithin 
(34) Ec’? =», 
und hieraus zuniichst, dass die Functionen F¢;e, ganze Functionen, 
und weiter, dass gerade E der Hauptnenner fiir die drei gebrochenen 
Functionen ¢,&, & &, && ist. Denn bedeutet F irgend eine ganze 
rationale Function von a derart, dass F’e;& ganze Functionen sind, 
so muss doch Fe? und demgemiiss, wenn EF, den gréssten gemeinsamen 
Theiler von E und F bedeutet, mit Riicksicht auf (34) auch EZ, ¢? ein 


Ideal sein. Aus 
E=E,E, 


N(b) = N(E,¢’) - £,3, 
es muss also N(») durch die dritte Potenz der ganzen rationalen Func- 
tion E, von « theilbar sein, was gemiiss (33) nur dann stattfindet, 
wenn £, sich auf eine Constante reducirt, mithin F gleich EF selbst 
oder gleich einem Vielfachen von E ist, woraus das Gesagte sich ergiebt. 


folgt dann 


§ 3. 
Die Riemann’sche Flache. Darstellung linearer Functionen von x 
durch Polygonquotienten. 

Zu jedem Primideal gehdrt ein bestimmter Punkt, der sogenannte 
»Nullpunkt* dieses Primideals. Allgemein bezeichnen wir den Null- 
punkt des Primideals r. durch ¢° und insbesondere die Nullpunkte 
der singuliiren Primideale a,, a,, 6, d, d. i. die singuliren Punkte be- 
ziiglich durch &%,, A,, B, D,. Da im Nullpunkte eines Primideales 
alle Functionen dieses Ideales, insbesondere auch die Basisfunctionen 


verschwinden miissen, so bedeutet z. B. 8 den Punkt, in welchem 
ZE=%,y¥=y), O= a(x, y) ist. Um auch noch die Punkte zu 
finden, in welchen x = oo ist, miissen wir noch die Primideale in 4, 
dem System der ganzen Functionen von % = . , aufstellen. Bezeichnen 
wir den Exponenten von y durch 7,*), so ist 

(35) j—y-a 

*) Ueber die Bestimmung des Exponenten einer beliebigen Function w des 


Systems o sei folgendes bemerkt: Geniigt o unter der Voraussetzung, dass gp; ganze 
rationale Functionen von x sind, der Gleichung 


a + 9,0? + 920 + 9, = 0, 
welche in Bezug auf 2 vom Grade @ ist, so gilt fiir 


_ -—9 
@, = aX 


x eke res 4 
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eine Function in 9, Da diese Function einer Gleichung von derselben 
Form geniigt, wie y, nimlich der Gleichung 

(36) P+A@I+h@=o% 

worin die Functionen f, und /, ganze rationale Functionen yon % sind — 
dieselben gehen aus den Functionen f, und f, beziiglich durch Multi- 





plication mit 72% und 2” hervor — so bilden die ganzen Functionen 
o,=1, 
(37) 5, = 7, 
a = (§4Bh. —9ht7 +“) =S¢,3) 
3= > \3~ 2 4 a B ’ 


eine Basis von 5, wenn man den tiberstrichenen Gréssen in Bezug 

auf f, und f, dieselbe Bedeutung beilegt wie’den entsprechenden nicht 

iiberstrichenen Gréssen in Bezug auf f, und f,. Daher ist dann weiter 
[“ hs om y, @(Z,¥) — (ZX, y))] 

die allgemeine Form der Primideale in 5, und die Punkte J’, $”, P”*), 

in welchen Z = 0, erzeugen daher die Primideale 


(38) 9 = [%, J—W, ©, D) — BO, 
Da nun (vergl. I, 55) 
(39) A(3) = A, A,’ B’As, 


so ist nach dem Satze Seite 38 % durch das Quadrat oder durch die 3'e 
oder nur durch die erste Potenz eines Primideals theilbar, je nachdem 
das Product A,A, oder das Product A,B oder keines dieser Producte 
durch % theilbar ist. 

Enthalten demnach diese Producte den Factor % beztiglich x, und 
z, mal, so ist (vergl, 1, §4 unter Beriicksichtigupg des in der Ein- 
leitung zur vorliegenden Arbeit erwihnten Wechsels in der Bezeichnung) 


OL Pp yp”, wenn x, —0, x, —0, 
oe=—Pp , ” %,=1, x, =0, 
oc = jy ? ” %, = 0, x = 1, 
die andere 
me @) + 9,0)? + G2. 0, + 9; =0, 


i= gx? 
ganze rationale Functionen von % sind, Bedeutet nun g die grésste ganze Zahl 
derart, dass 2 

5; =0 mod. 2% (j=1, 2, 3), 

80 ist eben noch 

one =O 
eine ganze Function von & und r= @ — g, der Exponent von o. 
*) PM hat dieselbe Bedeutung wie p{)- 
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und man kann daher in jedem Falle 
(40) OF = put2sy, 


setzen, wenn man der Kiirze halber durch } dasjenige vollstaindig be- 
stimmte Primideal, das unter den conjugirten Primidealen jy’, »’, p” 
mehrfach auftritt, und durch u, das Product der (3—x,—2zx,) von 
einander verschiedenen in 9 x aufgehenden Primideale bezeichnet. 

Daher verschwindet Z oder es wird, was dasselbe ist, # unendlich 
gross in 3 Punkten, nimlich (x, -+-2%,)-mal in dem Nullpunkte $ 
des Primideales ), und je einmal in den Nullpunkten der (3— x, —2x,) 
in u, enthaltenen Primideale. 

Da die Variable x mithin jeden Zahlenwerth x, in drei verschie- 
denen oder zusammenfallenden Punkten $2, Pz,, $2, annimmt, so 
besitzt sie die Ordnungszahl 3. Diese drei Punkte mégen zusammen 
das Polygon € bilden, dann ist im Sinne der Herren Dedekind und 
Weber das Product aller dieser Polygone 


THE = TR"? TY, D, U,? B2, 


wo TJ die einfache Gesammtheit aller Punkte der Riemann’schen 
Fliche und 


(41) Re = PB" 1A, D, A,B? 
das Verzweigungs- oder Windungspolygon genannt wird; und es kann 
demnach diese Fliche im Endlichen sicher nur dann zweifache Ver- 
zweigungspunkte besitzen, wenn die in der Grundgleichung auftretenden 
Coefficienten einen gemeinsamen Theiler haben; sind diese Coefficienten 
theilerfremd, so giebt es im Endlichen bloss 0- oder 1-fache Ver- 
zweigungspunkte. , 

Im Anschluss an (40) werde noch das Polygon, in dem % = 0 
oder 2 = oo wird, durch 1 bezeichnet ; es ist dann 


(42) v= Fy, 

das Untereck von x, und zwar enthilt das Polygon U1, alle von einander 

verschiedenen Punkte, in denen x = oo ist, aber jeden nur einmal. 
Da ferner z — xz, in den Punkten des Polygons $2, Pz, Pz, ver- 

schwindet, so wird eben dieses Polygon das Obereck von x — a, ge- 


nannt und wir erhalten somit folgende Darstellungen durch Polygon- 
quotienten: allgemein 


Xe, Bir, Pr, 
(43) oe iy Be Te Be ? 
und insbesondere 
U2 2," 
Zt—_ a, = a a 
(44) 5 bee 
t—- = 7. 
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(44) 


Beziiglich des Zusammenhangs der iiberstrichenen Functionen mit 
den nicht tiberstrichenen mache ich noch folgende Bemerkungen. Da 


f, und f, sich von f, bezw. von f, nur durch multiplicative Potenzen von % 


unterscheiden , so muss auch der grisste gemeinsame Theiler von /, und f; 
aus dem von f, und f, durch Multiplication mit einer bestimmten 
Potenz von % hervorgehen.*) So weiterschliessend und Schritt fiir 
Schritt den genannten Zusammenhang verfolgend findet man, dann 


B=B.x | Ay = Ayz™ Bi = A, tne 
A= Ax" A; = Ag Zz” | Bg um Ag er On aty'-+-485") 
Tig — Dig BP HOY | Fig me hg TNH) | oe DZ” 

Hig — hig? FF9F) | fy me yw Om'tertee) | A, Ay x, 


wo die Exponenten lauter ganze, nicht negative Zahlen sind, zwischen 
denen gemiss I (23), (46) die Gleichungen 


«= ce,” + a,;, 


20’ + dy = Gr, — (8a; +2a,'+48)) 


bestehen. Es ist dann 


A; As = A, As patos’ ’ 
A,B = A,B y+ . 
und daher (I, § 4) 
a, + 0; + *, = a,’ + 0,,, 
a +p +x, =a, + B, 


(46) W, = a, + 95’ + 2(a,' + B) 
= 6r, — 2(a' + 6 +8). 
Demnach ist die Verzweigungszahl stets eine gerade Zahl. 


*) Aus en re 
AB =Th (fy, fh) = Th( hz”, he”) 
folgt n&imlich oo) ede 
a”. A Bt = Th (fx, fy) 


= AB? Th (Iig”, hs) 
= AB*Th(x”, hy) 


= AB.“ u. s. w. 
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Da ferner 


A(i, y, y?) 
Ba) — Ahap, 


E(x) =A A(1, y, y*).2°" 
A; B Dz . A? Bt Dt. 32a +2 +9) ’ 





so folgt noch 
(47) E(%) = E(x)z"*. 


§ 4. 
Differentiale erster Gattung. 
Ist nun @ eine beliebige ganze Function von 2 (eine Function 


: . ° ° di . ‘ . 
in 9), so wird im allgemeinen qg Keime ganze Function von @ sein; 


indessen muss das Unterideal von el in dem Verzweigungsideal auf- 
gehen (D. W. § 23, 5), so dass, wenn 

ioe 
gesetzt wird, a ein Ideal ist. Daraus folgt dann wegen (32) 

055 = ea, 
so dass, da e die charakteristische Eigenschaft (I) der Ideale besitzt, 
die Functionen a siimmtlich dem zu » complementiren Modul ¢ an- 
gehoren (D. W. § 23, 5). 

Ist weiter » eine beliebige Function in 2, so wird jeder Ausdruck 


von der Form 
ndz 


ein Differential in Q genannt und zwar ein eigentliches Differential, 
wenn 4 dz das Differential einer Function in Q, andernfalls ein un- 
eigentliches oder Abel’sches Differential; in beiden Fallen wird dasselbe 
durch d 7% bezeichnet, so dass 


dy =ndz. 
In diesem Sinne kann jede Function 7 in Q entweder als eigentlicher 
oder als Abel’scher Differentialquotient aufgefasst und in der Form 
dq 
1 da 
dargestellt werden, Ist | ein eigentlicher Differentialquotient, also 7 


eine Function in Q, so lisst sich leicht zeigen, dass =| = 7 als Polygon- 





que 


ZWwe 


Ab 
Fu 


ma 


dar 
nu 


al 


g 





5 


P.. 


n= 


kk 


ul, 
n- 
be 





Differentiale erster Gattung im cubischen Kérper. 45 


quotient in die Form a gesetzt werden kann, wo % und & irgend 
di 


zwei Polygone bedeuten. Im andern Falle, wenn niimlich Te ein 


Abel’scher Differentialquotient ist, muss doch jedenfalls st = eine 


Function in Q sein, und kann als solche, néthigenfalls durch zweck- 
miissiges Erweitern, ebenfalls in der Form 

_ mt 
dargestelli werden, worin Y% und B Polygone bedeuten, deren Ord- 
nungszahlen a und b der Bedingung 


a+6=b+w, 
oder 
(48) a=b+2p—2 
geniigen (DW. § 25). Man erhiiit demnach stets fiir a die Darstellung 
dij uu? a 


Unter Differentialquotienten erster Gattung werden dann die- 
jenigen verstanden, bei denen im Untereck bloss die Verzweigungs- 
punkte auftreten, also 8 das Nulleck © ist, so dass, wenn YW ein 
beliebiges Polygon bedeutet, der Ausdruck 
. dw WB - P* Py egy 
(50) de —"“— 3 — ra, 0,8 
alle Differentialquotienten erster Gattung und nur sie umfasst. Die 
Ordnungszahi w’ des ,,Grundpolygons“ Y ergiebt sich — wegen der 
gleichen Ordnungszahlen von Ober- und Untereck der Function win Q2—aus 

w+t6—w,=—2p+ 2, 
nimlich 
(51) w = 2p — 4. 
Da 
or (a) = oA, A, BA, => TT a4? a,’ 05” by ap°b%, 

so ergiebt sich 
TT,? Uy’ Dg? Dy A,B? 

yutatrs+des 


mi TT, Wy’ yp BOs Dy 


pu tens yatta tet? 


r(“) = 





und mithin 
UE 


r(z)-u= pete? 


wo §t das Polygon aller von einander verschiedener, im Endlichen 
gelegener Verzweigungspunkte und g den Grad von r(x) d. h, die 
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Anzahl aller von einander verschiedener Linearfactoren der Discriminante 
unseres Kérpers bezeichnet. 

Da nun andererseits das Ideal r die simmtlichen Functionen ent- 
halt, die in R verschwinden, so muss r(x).u eine Function in r=re 
und demnach u eine Function in ¢, also, wenn wiederum «,, U., Uy 
ganze rationale Functionen von x bedeuten, 

U = Uy & + U,& + Us & 
sein. Daraus folgt dann: 





u; = S(ua;). 
Da nun 
Phd | 2 2 . ” "e , ” ne 
ue BD BEB BBB” _ Wy WB’ P." Bs” 
TTY, D,%2BE*P"*?* y, TT Ul, Ds A? B* ' 


so verschwindet wa in allen Punkten, in denen x unendlich gross ist. 
Da ferner — dem System 5 angehdrt, so hat diese Function in allen 
x e 


eben genannten Punkten einen endlichen Werth; mithin muss 
oy S (ua x) a0 M& seem (—1,2,8), 
x 
und daher uw, 0 und die Grade von uw, und uw, jedenfalls beziiglich 
kleiner als r, — 1 und r, — 1 sein; d. h. 

Alle Differentialquotienten erster Gattung des cubischen Kérpers 

sind enthalten in der Form 

O . tie 6=<1,...%—1 
(52) Eewg2*-! s, + Lcgeat & et: , 
WO die €,;, Cy, . ++) C34) Cg2, --- Constante Gréssen sind. 

Damit ist aber nicht gesagt, dass bei beliebiger Wahl der Con- 
stanten ¢2g, ¢3z auch alle hierin enthaltenen Functionen wirklich Dif- 
ferentialquotienten erster Gattung sind. Diese l'rage erfordert vielmehr 
noch weitere Untersuchungen. 


§ 5. 
Normalgleichung. 


Ich habe die bisherigen Betrachtungen vollstindig durchgefiihrt 
unter Beibehaltung der in meiner vorigen Arbeit aufgesteliien Basis 
@,, @,,@, des Systems o. Nachdem man aber einmal weiss, dass die 
Gleichungsdiscriminante blos den ausserwesentlichen Factor A,?.B?D? 
besitzt (I , (50) ff), kann man in jedem gegebenen Falle rascher und 
einfacher zur Aufstellung einer solchen Basis gelangen. Da niimlich 


die ganze Function y? und daher auch die ganze Function y? — ; S(y’) 


durch A,B (I, p. 509) und weiter die unter I (41) eingefiihrte ganze 
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Function y, — die iibrigens, wie ich gleich hier erwahnen will, ab- 
const. 
A; A, B* 
nante der Grundgleichung (7) dividirt durch die nach y genommene 
erste Ableitung der linken Seite dieser Gleichung*) — durch D theilbar 

ist, so gehéren die beiden Functionen 


gesehen von dem Factor nichts anderes ist, als die Discrimi- 





a‘ 1 2 : 

s (53) a — 35s) + Ys = 5 42 Bh, + Zep 

X — 9hy + 6B 

a dem System 9 an und zwar geniigt die erste der Gleichung (vergl. die 
4 


Gleichung fiir y, Seite 7) 
y,3 — 5 Ay? B*hy2y, + 2.4, B2hy + 27 Ah? = 0, 
die letzte der Gleichung (vergl. Seite 7 unten) 
9,> — 1A, B*h, A; J, — A, B* DA,* = 0. 


Daraus folgt dann, dass auch die Functionen 


hsy } he Ys 
o/| == aaron . 
5 nhoy + 
(55) c a MY, a nN = = 
am (9 + 9% 
A= + 


algebraisch ganz sind, wenn h,, h,, 1 beziiglich die mod. D genommenen 
kleinsten Reste der mit D theilerfremden ganzen rationalen Functionen 
— 9h,, 6Bh, und nh, bedeuten, wobei m und » als ganze rationale 
Functionen von 2 so bestimmt werden, dass 

(56) mD + nh, =1; 

und wegen der Gleichung 

1 
A(1,y,4) = HA, ¥, Ys) = A(9) 

bilden die 3 Functionen 1, y, 4 ebenfalls eine Basis fiir ». Es tritt 
dann in dieser Basis ausser A,, B und D nur noch die eine Function / 


auf, deren einfachste Bestimmung am Schluss des § 6 gezeigt wird. 
Dementsprechend bilden weiterhin die Functionen 
— yt 


(57) 1,9, 4 


eine Basis fiir 5, wenn 1 aus f, und f/, gerade so abgeleitet wird, 
wie / aus f, und f;. Dabei ist 
(58) y, —_ Ys , gen 8 


>») 


*) Diese Thatsache lisst sich leicht verificiren, erscheint im tbrigen aber 
als specieller Fall eines viel allgemeineren Satzes, auf den ich demniichst zuriick- 
zukommen hoffe, 
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Aber auch diese Basis wird im Allgemeinen nicht beibehalten 
werden; es wird vielmehr zunichst eine ,,Normalgleichung“ des Koérpers 
Q gebildet werden miissen. Hierzu schicke ich folgende Bemerkungen 
voraus. 

I) Bedeutet w eine beliebige Function des Kérpers Q, die nicht 
eine rationale Function von 2 allein ist, so bilden die 3 Functionen 
1, @, @* eine Basis von Q. 

In der That, der Grad derjenigen Gleichung niedrigsten Grades 
fiir @, die rationale Functionen von x zu Coefficienten hat, muss 
wegen der vorausgesetzten Irreducibilitiit der Grundgleichung ein Theiler 
des Grades dieser Grundgleichung d.h, ein Theiler von 3 sein; es 
kann also o, da es keine rationale Function von 2 allein ist, keiner 
Gleichung von niedrigerem als dem 3'" Grade geniigen und es sind 
mithin die 3 Functionen 1, @, w* rational unabhingig, woraus das 
Gesagte folgt. 

Ist hiernach 

o® + g, (x) @* + g,(x) @ + 9, (x) = 0 
die in Rede stehende Gleichung, so muss dieselbe irreducibel sein und 
kann ebenfalls zur Definition des Kérpers Q benutzt werden. 

II) Setzt man, unter ¢ eine Constante verstehend, x= x, —c¢, 
so ist jede ganze Function @ von @ gleichzeitig eine ganze Function 
von x,, und der Exponent r von # in Bezug auf x ist zugleich der 
Exponent von @ in Bezug auf z,. 

Der erste Theil dieser Behauptung ist ohne Weiteres klar und 
ergiebt sich auch unmittelbar aus der eben aufgestellten Gleichung 


fiir m, in welcher jetzt g,, g., g, ganze rationale Functionen von x 
bedeuten. Fiir die zu » gehérende Function 


8= ax’ 

besteht dann die Gleichung 
@° + 9,(Z) @* + 9, (x) @ + 9,(%) = 0, 

wo 

ie = gin" (i= 1,2, 3) 
ist und in Folge der Bedeutung des Exponenten nicht etwa fiir alle 
3 Werthe von ¢ zugleich die Congruenz 9; = 0 mod. Z%‘ stattfindet, 
Demnach iiberschreitet zwar der Grad von g, die Zahl ir nicht, aber 
er ist auch nicht fiir die 3 Werthe von i zugleich kleiner oder ebenso 
gross wie i(r — 1). 

Durch die genannte Transformation geht nun die Gleichung fiir 
@ tiber in 
w® + gy, (21) @? + Jo, (2) @ + G3, (",) = 0, 

wo die ganzen rationalen Functionen g;, von demselben Grade wie 
die g; sind, und es geniigt daher die Function 
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@,° + 91,(%,) @? +---=0, 


der Gleichung 


in welcher 

Ga = 9%’ (= 1, 2, 3) 
ganze rationale Functionen von 2%, sind. Es ist mithin @, eine ganze 
Function von %, und demnach der Exponent von w in Bezug auf z, 
jedenfalls nicht grésser wie r. Derselbe kann aber auch nicht kleiner 
wie x sein, denn sonst miisste @, durch Z, d. h. 9;; durch 7,‘ theilbar, 
mithin der Grad von gj: oder, was dasselbe ist, der Grad von g; 
<i(r—1) sein, und zwar fiir i—1, 2, 3, was nicht stattfindet. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Nunmehr bilden wir eine Normalgleichung des cubischen Kérpers 
nach folgender fiir die Praxis geeigneten Vorschrift: 

Die gegebene Grundgleichung 
(1) FY, 2)=—P +h@)y+h@ —0 
ging durch die Substitution 
(35) yo" = y 
iiber in 
(36) FY, 2)=9 +h@y +hs(@ =. 

Enthalt nun die in dem ausserwesentlichen Theiler von A auf- 
tretende Function D, die eine ganze rationale Function von Z ist und 
jetzt ausfiibrlicher durch D(¥) bezeichnet werden soll, den Factor 2, 
so setze man : 

E=X—c, YY 

und wihle — was immer geschehen kann — die Constante c, so, dass 
D(j%) nicht mehr durch %, theilbar ist. Hierdurch gehe die vorige 
Gleichung iiber in 

EY; 4) = 93 + far @) % + fr @) = 9, 
dann ist der Exponent von y, in Bezug auf Z, nach II) auch gleich 7,. 
Setzt man daher 

Wit =%, 

so erhilt man fiir Q eine neue Grundgleichung 
(1,) Py (yys 1) = 9 + far 1) % + far) = 9 
und es hat y, in Bezug auf z, ebenfalls den Exponenten r,,*) wiahrend 
jetzt D(¥,) nicht mehr durch Z, theilbar ist. 


*) Darin ist die Thatsache enthalten: Ist y eine ganze Function von x mit 


dem Exponenten 7, und setzt man 2 = — . 
1— Cyr, 
ganze Function von 2, und 7, die niedrigste ganze Zahl, fiir welche dies statt- 


Mathematische Annalen. XLVI, 4 


» 80 ist yy = y(l — qa,)* eine 
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Bildet man zu 1, y, als dritte Basisfunction des Systems 9, der 
gapzen Functionen von x, das zugehérige 4,—y,’, und ist der Exponent 
r’ von y, in Bezug auf 2, kleiner als r,, so bilde man die Gleichung 
fiir y,’, etwa 


(1') n> +h) W +h) =9, 
in welcher f,', f; ganze rationale Functionen von x, sind — dies ist 
die zutreffende Form, da S(y,’)—=S(4,) = 0; ausserdem ist diese 
Gleichung nach I) irreducibel, da in 4 sicher y*, mithin in y,’ sicher 
y,;> vorkommt — und sieht jetzt (1') gemiss I) als Grundgleichung 
fir Q an. Dieser steht dann vermége der Relation 


yy =i 
We + fy (%) YW + fs (1) = 0 
zur Seite, deren Coefficienten ganze rationale Functionen von 2%, sind, 


und wenn jetzt das entsprechende D(y,’) wieder durch %, theilbar sein 
sollte, so kann man durch Wiederholung des vorigen Verfahrens d. i. 
durch Substitutionen von der Form 


die andere 


Z=F,—O, W—th, We —y 
die beiden Gleichungen 


y.° + ha (Z») Y> + fae (2) — 0, 
(1,’) Yo + fo2(%2) Yo + foo (%) = 0 


herleiten, wo jetzt wiederum das entsprechende D(¥,) nicht durch 2, 
theilbar, der Exponent von y, in Bezug auf x, aber gleich r’ und 
mithin kleiner wie r, ist. Nunmehr wird (1,') als Grundgleichung fir 
Q angenommen. Bildet man nun wiederum zu 1, y, als 3% Basis- 
function das zugehérige 4, = y,', so schligt man, falls der Exponent r” 
der dritten Basisfunction y, wieder kleiner als der der zweiten Basis- 
function y, d. i. kleiner als r’ sein sollte, wiederum dasselbe Verfahren 
ein. Man kommt so zu immer neuen Grundgleichungen. Da sich aber 
hierbei der Exponent der zweiten Basisfunction fortwihrend erniedrigt, 
so kommt man jedenfalls nach einer endlichen Anzahl von Wieder- 
holungen zu einer solchen Basis 1, y,, y, fiir das System », der ganzen 
Functionen von z,, bei der der Exponent der dritten Basisfunction y,’ in 
Bezug auf die Variable z, nicht kleiner ist wie der der zweiten Basis- 


function y,, wihrend gleichzeitig das entsprechende D(y,) den Factor 2, 
nicht enthilt. Dabei ist 2, eine gebrochene lineare Function von 2, 


findet. Weiter ist der Exponent von y, in Bezng auf 2, gleich dem von y in 
Bezug auf x. Dies ergiebt sich direct nach Ausfiihrung der Substitution aus der 
Grundgleichung. Das ober auseinandergesetzte Verfahren diirfte sich aber fir 
die Praxis am Besten eignen. 
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y, eine rationale Function von x und y. Die Gleichung fir y, soll 
dann endgiiltig als Grundgleichung fiir 2 beibehalten und als eine 
Normalgleichung fiir Q bezeichnet werden. Da diese Normalgleichung 
aber dieselbe Form hat, wie die gegebene Grundgleichung, so setze ich 
von jener Grundgleichung von jetzt ab voraus, dass sie bereits durch 
die eben angefiihrten, in jedem Falle ausfiihrbaren Transformationen 
zur Normalgleichung gemacht sei d. h. ich setze voraus: 


I. dass die zur Gleichung (36) gehirige Function D den Factor 
% nicht enthalte, 

II. dass r,>r,, d.h. dass der Exponent von 4 in Beeug auf x 
nicht kleiner set als der von y. 

Zwischen diesen Exponenten r, und r, besteht nun ein einfacher 
Zusammenhang. Derselbe ergiebt sich aus der Bedingung, dass in 
Folge der Bedeutung des Exponenten 

az” =k, +h,y +h, A, 
und et eee 
ky, ky, keg 
ganze rationale Functionen von % ohne den gemeinsamen Theiler Z 
sein miissen. 
Nimmt man von beiden Seiten die Spur, so folgt zuniichst 


ky = 0, 
und aus der Thatsache, dass 1, y, y, ein System linear unabhingiger 
Functionen bilden, weiter mit Riicksicht auf (55) und (58) 


ks z Te— a — B' ‘ 


| 
Py 


d. i. wegen (45) 
1 
J ae piete'tete’—an gt ate 


und schliesslich 





i 
ntr—-Z Wy 





Die Gleichung fiir %, sagt aus, dass 
ry + —5W2> 0 
sein muss, Ferner muss der Bedeutung von 1 nach der Grad dieser 
Function kleiner wie der von D, mithin zufolge (45) jedenfalls auch 


kleiner wie 8’ sein, zudem ist r,>r,; der Zahler des vorstehenden 
Bruches ist demnach eine ganze rationale Function von Z, und da 


4* 
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auch &, eine ebensolche Function ist, so folgt, dass jener Zihler 
durch D theilbar und demnach zwischen 7? und 7 eine Gleichung von 
der Form 
r a nbn iwe on 
IZ? te” __ TZ 2 == (1 + 2g) 2” D 
bestehen muss, wo ¢ eine Constante, g eine ganze rationale Function 
von % und y eine ganze, nicht negative Zahl bedeutet. Demgemiiss 
ist dann 
k, = e(1 + 2g) 2”. 

Nun kénnen 2 Fille eintreten: 

1) k,=0Omod.%, dann darf k, nicht durch % theilbar, es muss 
vielmehr 


1 =_ 
Hb = 523 k=l 


sein. 

2) k, ist nicht congruent 0 mod, Z, dann muss 
y = 0, 
k, = c(1 + 79), c= 0 


und 


1 
= wtn—> wy 
Iz? +e” _ Tz ** = c(1+ 29) D 


sein, und daraus ergiebt sich die Congruenz 


—_ - nin — te, 
cD=—1e# *™ (mod. 2), 


die — da D nicht congruent 0 mod, Z — jedenfalls nur dann bestehen 
kann, wenn auch jetzt 
1 
m+, = 3 Wx 

ist. 

Diese wichtige Gleichung besteht daher in jedem Falle und aus 
ihr folgt a 

ks = Zz 


Normalbasis und vollstindiges System von Differentialen erster Gattung. 
Setzt man jetzt der Bequemlichkeit wegen 
4,=1, 4 =1, 
(59) A,=Y; A, = 1,2" = ¥, 
A, =A, A, = 4,2" = k,y+ 2, 
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so ist 

AA, Ay, 45’) = A(1 »Y A) = A(0) 
und demgemiiss bilden die Functionen 4,’, 4,’, 4,° eine Basis fiir 5. 
Wegen der hierin enthaltenen Kigenschaft der Basis 1, y, 4 soll diese 
jetzt eine Normalbasis genannt werden.*) 

Bezeichnet man weiter von nun an durch ¢,, &, & nicht mehr 
die zu @,, @,, @,, sondern die zu 4,, 4,, 4, complementére, durch 
&;', &), €5. die zu A,’, 4,, 4,’ complementiire Basis, so ist (D. W. § 10, 5)) 

& == 8, & = 8 2%, & = &, 2% 
und es folgt gerade wie in § 4, dass alle Differentialquotienten erster 
Gattung in der Form 


o=1,...7%—1 
U = Dlg X18, + Le522*-' 8, 


t=1,...%,—1 
enthalten sind, wo die C51, Cy.) ~~ + Cy, Cg9,+.+ Constante Gréssen be- 
deuten. Umgekehrt ist aber jetzt auch jede in dieser Form enthaltene 
Function ein Differentialquotient erster Gattung. 

Da nimlich e3 =o, d. h, jede Function in e, insbesondere also 
auch w, multipliciert mit jeder Function in 3 eine ganze Function ist, 
so kann « im Endlichen blos in den Punkten oo gross werden, in 
denen 3 verschwindet, d.i. in den Punkten des Polygons TT %, 2,?B?Dj. 
Da ferner 


= —— a 
wax? = & Deeg dE "+8, Dey." * ( 


ocr 


t=l,...%—1 

so gehért wa? dem Modul % an, und es kann daher wz? im Unend- 
lichen blos in den Punkten oo gross werden, in denen 3 verschwindet, 
d. i. wegen (27) und (39) in 93*'t®”, im Endlichen aber blos in den 
Punkten in denen « selbst unendlich gross wird. Daher sind die 
Unendlichkeitsstellen von uz? alle enthalten in dem Polygon 


ais TT, W,?B*D, _ 3 
und es kann daher, wenn & ein gleich niher zu bestimmendes Polygon 
bedeutet, 
uc? = g 


8 
gesetzt werden, woraus sich zuniichst wegen (43) 
oe .. ee 
(PoRo Po * 3 
ergiebt. Da aber jede Function des Moduls w3 eine ganze Function 
ist und demgemiiss an keiner der Stellen {,$, $," oo gross wird, 


U 


*) Es lasst sich leicht direct beweisen, dass 1,y,4 auch eine Normalbasis 
im Sinne der Herren Dedekind und Weber ist. 
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und da ferner das Polygon U1 relativ prim zu $$, PB,” ist (42), so 
muss © durch (},f, $y")? theilbar sein, so dass, wenn Y ein neues 
Polygon bedeutet, € = (P, P,’ B,")? W, mithin 


panne nv? B 
gesetzt werden kann, und demnach wirklich ein Differentialquotient 
erster Gattung ist, w. z. b. w. 
Die Werthe von ¢,, &, &, lassen sich leicht angeben. Nach 
D. W, § 10, 8) heisst nimlich die zu 1, y, y? complementire Basis 
in unserem Falle 
ee a ie A 
Fly)’ Fy)’ Fy)’ 
wobei 
(60) Fy) =" 


gesetzt ist, und der Satz von Nr.5 desselben Paragraphen liefert, da 


2 f, 1 1 
A= aED t+ DY + zED" 


die Gleichungen 
a = em 
F’@) = §, + 3 ABD &35 


y ae 1 
P@ ~2 tp 
2 
F@ ~ ABD * 
woraus 


(61) 


sich ergiebt. 
Wir kommen also zu dem Resultat: 
Die Differentiale 
dwe= BPD gor de ef 
(y) 
(62) 


dW, 144 = ae x dz *+* %— 1) 


bilden ein vollstiindiges System von linear unabhiingigen Differentialen 
erster Gattung. Die Anzahl derselben ist 
1 
(2 — 1+ (73-1) = 32 —2—p, 


sie ist gleich dem Geschlecht des Kérpers Q. 


Jedes andere Differential erster Gattung dw kann, wenn ¢,¢))..+Cp 
Constanten bedeuten, in der Form dargestellt werden: 
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(63) dw=c,dw,+c,dw,+-+-+¢ dwy,, 
und da nach den Euler’schen Formeln 

8(¢,) = S(¢,) = 0 
ist, so gilt stets die Gleichung 


(64) s (=) n®, 


d. i. das Abel’sche Theorem fiir Differentiale erster Gattung. 
Damit sind denn auch die Riemann’schen g-Functionen fiir den 
cubischen Kérper fertig gebildet. Setzt man 


9, = A, BD, 
9. =y —A, Bl, 
so bilden die p Functionen 


Pry Prt, «+ YU’, 
Por Pry +++ Qa 
ein vollstindiges System von Riemann’schen g-Functionen und jede 
andere Function @ ist in der Form enthalten: 


P= ( + eg e+ +++ + 10") 
Ht Po (Cy) + C2’ @ +++ + G12"), 
derart, dass auch umgekehrt bei beliebiger Wahl der Constanten ¢,, cz 
der vorstehende Ausdruck eine » Function liefert (vergl. Riemann, 
Theorie der Abel’schen Functionen, ges. Werke, II. Aufl., Seite 117). 
Bemerkenswerth ist noch die Form dieser Functionen. Es ist 
nimlich g, nichts anderes als die Quadratwurzel aus dem ausser- 
wesentlichen Theiler der Discriminante der Normalgleichung, der ja stets 
ein volles Quadrat ist, niamlich (vergl. I, Seite 518 und diese Ab- 
handlung Seite 16) 
A(l,y,y 
(67) = A, BD=/ Few. 
Was ferner gm, angeht, so kommt darin ausser den bereits in dem 
gemeinsamen Theiler der Gleichungscoefficienten f, und f, auftretenden 
Factoren A, und B nur noch die auch fiir 4 charakteristische Function 
l vor. Dieselbe geniigt, wie die Betrachtung der Seite 17 auftretenden 
Functionen zeigt, der Congruenz 


6 Bh, l= hgl = henh, =h, = — 9h, (mod. D) 
2Bh,l + 3h,=0 (mod. D) 


(65) 


(66) 


oder 


oder auch 
(68) 2R(Bh,) 1+ 3R(h,) =0 (mod. D), 
wenn man jetzt der Anschaulichkeit halber durch R(Bh,) und R(A,) 
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die nach dem Modul D genommenen kleinsten Reste von Bh, bezw. 
h, bezeichnet. 

Umgekehrt ist auch 7 vollkommen bestimmt durch die Bedingung, 
dass es diejenige ganze rationale Function von x sein soll, die der 
Congruenz (68) geniigt und von niedrigerem Grade wie D ist. Die 
Bestimmung von / erweist sich demnach als unabhingig von den friher 
eingefiihrten Hiilfsfunctionen. Beiliufig folgt noch aus (68), da h, 
theilerfremd zu D ist, dass auch / mit D keinen Factor gemeinsam hat. 


§ 7. 
Beispiele. 


Zur Veranschaulichung der vorstehenden Entwicklungen will ich 
dieselben nun fiir einen speciellen Fall, bezw. fiir 2 concrete Beispiele 
durchfiihren. 

Der specielle Fall, den ich wegen seines hiiufigen Vorkommens 
besonders hervorheben will, ist der, dass der ausserwesentliche Theiler 
A,? B? D? der Discriminante der Normalgleichung keine anderen Factoren 
enthilt, als solche, die bereits in dem gemeinsamen Theiler der Coeffi- 
cienten f, und f,; jener Gleichung auftreten. In diesem Falle ist D=1, 
mithin 7 = 0, die 3 Functionen 4, =—1, 4, =y, 4, =y, bilden eine 
Normalbasis, und die p Differentiale 


de = Fy ge! dx eee ¥, — 1), 


dW,,-142 = Po at3tde  (¢c=—1,...7,—1) 
ein vollstindiges System von Differentialen I, Gattung, mit der Mass- 
gabe, dass jetzt r, einfach den Exponenten von y, oder, was dasselbe 


ist, den von y, = 5 bedeutet, und demgemiiss den Werth 
2r, — a, — B’ 

hat. Hierher gehért z. B. die bekannte Curve 4'* Ordnung 

y+ ey+ac=—0, 


fiir welche — 
,=2, ,=3, D=1, D=!1 


p=("%,-)+0,—1))=3 
ist, was mit den Betrachtungen von Riemann und Clebsch insofern 


stimmt, als die vorliegende Curve weder Doppel- noch Riickkehrpunkte 
besitzt und dementsprechend das Geschlecht 


und 


3.2 





Differentiale erster Gattung im cubischen Kérper. 57 
haben muss. Die zugehdrigen Differentiale erster Gattung heissen 


dx xv dx dx 
dw, = Fw)’ dw, =e Fy)’ dw, = Pw 
Die Rechnungen sind indessen zu einfach, als dass ich sie hier, 
namentlich mit Rticksicht auf die folgenden Beispiele, im Einzelnen 
ausfiihren sollte. 
Ich betrachte jetzt den Fall, dass D eine lineare Function von x 
ist. Dies findet z. B, statt bei der Gleichung 


Fly, z) = y® — 3zy + 26(9a2 — 11) = 0, 


Dieselbe ist irreducibel, Denn wiire sie reducibel, so miisste F(y, 2) 

einen Factor von der Form y — R(x) enthalten, wo R(x) eine 

ganze rationale Function und zwar ein Theiler von 2°(9x% — 11) sein 

miisste. Man sieht aber leicht, dass ein solcher Werth R(x), fir y 

gesetzt, der Gleichung F'(y,x) =O nicht geniigt. Die Gleichung 

F(y, <) = 0 kann daher als Grundgleichung eines Kérpers Q an- 

genommen werden. Ihr steht dann vermége der Relation 

y = yx* 

die andere 
y® — 32°59 + 27(9 — 11%) = 0 


zur Seite und es ergeben sich dann folgende Resultate: 
h=—32, f= 2°(9x — 11), 
AB°’=Th(f,,f,)=—2, Bel, A=z, 


[a ae © = 4. = «(92 — 11), 


A,=Th(A,hy)=2, A,=—4=1, b= ® = w(92—11), 
1 


1 4 ‘ P 
1 A=AAS + h2—— 4a + a%(Ox — 11), 


A, = A°.4,2B4 = 2, 


dA 
4+ «(94 —11)%, So? = 28(9e— 11) (w— 1), 
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Schliesslich ist 7 bestimmt durch die Congruenz 
(68) 2R(Bh, 1+ 3R(h,) = 2-—314+3-—2=0 (mod. e—1), 


also 
[=— 1 
und 
27-3 
Ferner entsprechend: 
y=y.Z, r, = 3, s 
f,=——3%5, fp=—7z2(9—112), a 
AB =z, Bat, f-0, «,—1, p’—1, a 
A=1, h=—32%, h,—9—112, . 
A, = » &=1, a=, A,=1, a, =0, 4 


A= —47%+4+24(9- 117), A, =F! 


? 


+ A= —43"4(9—112%, D=—z—1, 8’ =1, 





27 
‘ 1—- —42z"'+(9—112)' 
7 4;= = ae 1)" a, 6:=9, «=0, 
=> 
= ax ¥. — 934 
Ys x x 


Aus = sake . 
D=Z—1, R(Bh,) = — 3, R(h,) = —2 


folgt dann wie vorhin 


l—=-—1 und Se ET. 
za—1 


Nach I, (56) ergiebt sich demnach 
We = a + 5 +m, + 2(ay + B+ m) = 14+942-1— 12, 


p= ; W,—2=—4 
oder in Uebereinstimmung hiermit nach (45) 


We = Gr, — 2a,’ +B’ +o’) —6-3—2A1+1+4 1) —12. 
Da 
= A (3) — 2°4,, 
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so besitzt der Kérper im Endlichen 10 einfache, im Unendlichen 
1 doppelten Verzweigungspunkt (vergl. I, p. 519). — 
Weiter folgt 


—o 
= y= — 254 my, ze 
ax 
und ae 
229 an —29 TH WG + I 
& =e ¥ + 4; 
der Exponent von 4 ist mithin nicht kleiner wie der von y — es ist 
rs = 1, = 3 —; ausserdem enthilt D den Factor % nicht. Die vor- 
liegende Gleichung erfiillt daher die Bedingungen einer Normal- 
gleichung. Und in der That ist auch 


(2-1) + (3; —1l) =24+2—4—p; 
und die 4 Differentiale 





x(%— 1) x? (a@ — 1) 
dw, = FD) dx, dw, ad Fw dz, 
dws Fy @: dw, = wy)” dx 


bilden ein vollstindiges System von Differentialen erster Gattung. 
Zum Schlusse noch ein Beispiel, wo D eine ganze rationale 
Function 2" Grades ist. Dazu benutzen wir die Gleichung 


Fly, w) = 
y? + 3(a + 1)'- {a(@— 1) (88a — 1) — 4} y— 16(9¢—1) = 0. 


Auch diese ist irreducibel — dies ergiebt sich auf ganz dieselbe Weise, 
wie bei dem vorigen Beispiel — und bildet daher ebenfalls die Grund- 
gleichung eines cubischen Kérpers. Durch die Substitution 


geht dieselbe tiber in 
g? + 32(1 + ) {(1 — %) (83 — %) — 42) 9 — 1628(9 — 2) = 0. 
Es ist daher jetzt 
2 =3, A= A—BeA, —1, h=f, h—hs; 
A,—A=4f3+21f3,. «mapa d 


A und a4 verschwinden gleichzeitig blos einmal fir z= 0 und 
“x=1, so dass 
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D= xu(% a 1), 


A, 0; = 11. 


x (@ — 1)” 
Ferner ist 


R(Bh,.) = — 12(82+1), Rh.) = R(f,) = — 16(92 — 1), 
mithin nach (68) 7 definirt durch 


— 24(3” + 1) 1— 48(92 — 1) =0 (mod. «(# — 1)) 
oder 
(3a + 1)1+ 2(92 — 1) =0 (mod. x(x —1)), 
so dass 
[= 2(1 — 32) 
und 


dee 2L— Bey +H, 
x(a — 1) 





Entsprechend ergiebt sich 


B=1, A,=%, A,=—1, x,—1, x, =0, 
mithin gemiss I (56) 
We = a, +9, + % + 2(e +6 +m) = 1 +1—12, 
p= 5w,—2—4; 


und weiter 


Ww, = 6-3 — 2(1 + 2) = 12. 
Aber aus 


Yy=Y,° 5 
folet: adlilians 


sa(o—2)9+% 9 9943, 


1—z 





also 
r, = 3. 
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Wiederum erfiillt die Grundgleichung die beiden Bedingungen 
einer Normalgleichung: r,>~7,, D nicht theilbar durch Z, und dem- 
gemiiss bilden die p = (r, — 1) + (r, — 1) —4 Differentiale 
x (% — 1) — %(# — 1) 

ry %* a, =“ FG) 

_ y— 2(1— 32) 
day = "—F'G) 
ein vollstiindiges System von Differentialen 1‘ Gattung. 


Darmstadt, Mai 1894. 


dw, = xdx, 


y — 2(1— 32) 
Fy) dz, 


du, = xdx, 








Die geometrische Theorie der Schwarz’schen s- Function fir 
complexe Exponenten. 


(Erste Abhandlung. *)) 
Von 


Fritz Scurume in Wilhelmshaven. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit schliesst sich eng an die in diesen Annalen 
Bd. 44, pag. 161 ff. verdffentlichte Abhandlung an:  ,,Beitrdge zur 
geometrischen Theorie der Schwarz’ schen s- Function“ und stellt sich 
als wesentliche Aufgabe die Lésung des dort noch unerledigt ge- 
bliebenen Problems, den Fundamentalbereich der genannten Function 
auch fiir complexe Exponenten geometrisch in voller Allgemeinheit zu 
construiren. Die erwaihnte Abhandlung werde ich in der Folge kurz 
als ,,Beitrige“ citiren. Die allgemeinen Gedanken, die hier in Betracht 
kommen, sind insbesondere im § 2, sowie in den §§ 21 und 22 daselbst 
angegeben worden. Es sei sogleich vorweg bemerkt, dass wir in der 
That, wie in den ,,Beitragen“ angenommen ist, dem Fundamental- 
bereich die Gestalt eines Kreisbogenvierecks geben wollen, Die im 
Folgenden gebrauchten Bezeichnungen sind genau dieselben wie in 
den ,,Beitrigen“. 


§ 1. 
Aufstellung zweier Hiilfssiatze. 


Ehe wir uns zu der Construction der Fundamentalbereiche wenden, 
wollen wir gwei Hiilfssiitze vorausschicken , die uns hierbei wesentliche 
Dienste leisten werden. 

Der erste kniipft direct an den Kern der drei Fundamental- 
substitutionen an, Wir wiinschen den Werth des Doppelverhdiltnisses 
der 4 Punkte a,,b,, ¢,, cy’ durch die Exponenten 4, u, v auszudriicken. 


*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Gittinger Nachrichten vom 
August 1894, 
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Diese 4 Punkte a,, b,,¢,, ¢,’ haben bekanntlich gerade deswegen 
fiir uns besonderes Interesse, weil sie allgemein die vier Eckpunkte 
unseres gesuchten Kreisbogenvierecks bilden werden. Es sei daran 
erinnert, dass der Punkt ¢,’ — derselbe ist natiirlich willkirlich be- 
vorzugt; das Analoge gilt auch fiir die Punkte a,’ und b,’ — aus dem 
Fixpunkt c, des Kernes entsteht, indem wir um die Gerade 3 desselben, 
d. h. um den inneren kiirzesten Abstand der Axen I und II eine halbe 
Umdrehung ausfiihren. 

Wir gehen aus von der identischen Relation: 





DV (ab) = Dy eats) t= DV aed? 

deren Richtigkeit sich sofort ergiebt, sobald wir fiir einen Augenblick 
a4 =0, aa=o, b—1 

annehmen, Nun ist 

DV (a,a,¢,'b,) = DV (a, 4, ¢,b) = pV amas 
da die 4 Punkte a,, a,, ¢,, b, durch eine halbe Umdrehung um die 
Gerade 3 des Kernes entsprechend in die 4 Punkte a,, a,, c,, b, tiber- 
gehen, Setzen wir nun fiir die Doppelverhiiltnisse (a,a,c,b,) und 
(a, @¢,b,) ihre Werthe aus den Cosinusformeln der Formelgruppe I 
des § 10 der ,,Beitriige“ ein, so ergiebt sich: 


DV (a,b, 6, ¢,) = DEN cstely -1 


DV(a,a,¢,0)' 





gntak 4 Aen 
ef #4 4 gt a(u—y) = 
F bel ® eA —#) 








eins + tH) 


Nach leichter Vereinfachung des Ausdrucks der rechten Seite, wobei 
wir an Stelle des dort auftretenden negativen Vorzeichens in dem 
Exponenten iz hinzugefiigt haben, nimmt diese Gleichung die ein- 
fache Form an: 

DV (a,b, ¢, c,’) = ef * #44), 
Ks sei noch ausdriicklich bemerkt, wie ein Riickblick auf die Ableitung 
dieser Formel zeigt, dass letztere sich als eine unmittelbare Folge der 
symbolischen Gleichung ABT = 1 erweist. Wenn wir nun noch 

DV (a,b, ¢,¢,') = @ - 9" 

setzen, wo —1<qm<-+1 sein mige, so zerfallt die letzte Gleichung 
in die beiden Theile 


e~a"'—n"-2") — 9, 


v—p —-V+1—gpt2n, 
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wo » eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Besonders die zweite 
Gleichung ist fiir unsere spiitere Betrachtung von grosser Wichtigkeit. 
In Worten besagt sie: Der reelle Theil v’ des den verdoppelten Ecken 
C,, C, entsprechenden Exponenten vermindert um die reellen Theile der 
beiden anderen Exponenten ist bei gegebenem Doppelverhiiltniss der 4 
Punkte a,, b;, ¢,, ¢,’ nothwendig gleich einer bestimmten Constanten, 
abgesehen von einer positiven oder negativen geraden Zahl. 

Wir wollen dieses Resultat noch durch eine geometrische Betrachtung 
erginzen und uns damit anschaulich vor Augen fiihren. Wir denken 
die vier Punkte a,, 0,, ¢,, ¢,’ irgendwie in der Ebene gegeben und 
dann durch vier beliebige (sich nicht durchkreuzende) Kreisbogen so 

verbunden, dass ein schlichtes Kreisbogenviereck 

entsteht (Fig. 1). Dies ist allemal méglich, wie 

auch die spiatere Betrachtung unmittelbar er- 

kennen lisst. Wir setzen nun die Summe der 

Winkel an den Ecken ¢, und ¢,' gleich 2’ z, 

den Winkel der Ecke a, gleich 24’, den der 

Tie. Ecke b, gleich 2u’x. Lassen wir dann, von 

der Figur 1 ausgehend, z. B. den Kreisbogen 

a@,¢, beliebig nach aussen oder auch innerhalb gewisser Grenzen nach 

innen sich drehen unter Festhaltung seiner Endpunkte a,, c,’, genau 

wie es bei dem geometrischen Processe I im § 14 der ,,Beitriige‘‘ ge- 

schieht, so nehmen die Winkel 2v’x und 24’z je um denselben Betrag 

zu oder ab. Das Analoge ist der Fall, wenn wir einen der drei 

anderen Kreisbogen in derselben Weise nach aussen oder innen drehen. 

Diese Betrachtung lisst unmittelbar erkennen, dass eben der Ausdruck 

v’— pw’ —2 fiir alle in solcher Weise aus einem vorliegenden Kreis- 

bogenviereck entstehenden neuen Vierecke mit denselben Ecken ay, b,, ¢, Cy’ 

gleich einer Constanten ist und zwar gleich derjenigen Constanten 9, 

abgesehen von + 2n, die sich aus der obigen Doppelverhiiltnissgleichung 

ergiebt. Dies letztere ist der Fall, weil alle die einzelnen Kreisbogen- 

vierecke unmittelbar auch functionentheoretisch als Fundamentalbereiche 

brauchbar sind und damit fiir sie die Bedingung AB[=1 in bekannter 

Weise gilt. Wie sich andererseits die Constante @ fiir die zu zeichnenden 

Vierecke beliebig um 2” vermehren oder vermindern lisst, wird die 
spitere Betrachtung zeigen. 

Der zweite in Aussicht genommene Hiilfssatz steht in naher Be- 
ziehung zu der obigen Gleichung e-*’—“"—*") = @ des ersten Hiilfs- 
satzes. Er ist bereits in § 21 der ,,Beitriige“ angegeben worden: 
Jedes als Fundamentalbereich seiner geometrischen Gestalt nach brauch- 
bare Kreisbogenviereck stellt uns eine zweifach unendliche Manniogfaltigkeit 
verschiedener F'undamentalbereiche vor, die durch die verschieden migliche 
Zuordnung jedes Seitenpaares sich unterscheiden. Bei dieser verschiedenen 


a a. a. Aa. @ at @ & 2 tet Oe 
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Zuordnung &ndern sich nur die imaginiren Theile der zugehdrigen 
Exponenten 4, u, v, da ja die Winkel des Vierecks unverindert bleiben, 
und swar wird durch die Gesammtheit aller méglichen Zuordnungen 
auch die Gesammtheit aller Werthecombinationen der imagindren Theile 
ia’, iw”, iv” erschipft, welche der Relation e—*"—#—*') = @ geniigen. 
Denn sei irgend ein die letzte Gleichung erfiillendes Werthetripel 
id”, iw”, iv” den reellen Theilen 4’, w’, v’ der Exponenten, wie sie 
die geometrische Gestalt des Vierecks liefert, zugeordnet. Damit sind 
dann zugleich drei Fundamentalsubstitutionen A, B, [ mit der Be- 
dingung ABT —1 festgelegt. Fiir diese miissen die Punkte a,, b,, 
¢,,¢, ihre charakteristische Bedeutung haben, da ja die Gleichung 
DV (a, by ¢, C9’) = &'*°—-"-4+) nur ein Ausfluss der Bedingung ABI = 1 
ist. Durch Anwendung der Substitution A geht also der Kreisbogen 
a,¢, in den Kreisbogen a,c,’ tiber, wobei der Punkt a, sich selbst, 
der Punkt c, dem Punkte ¢,’ entspricht. Demgemiiss muss umgekehrt 
diese Substitution A auch durch eine bestimmte Zuordnung eines dritten 
Punktepaares der beiden Kreisbogen herauskommen. Das Analoge gilt 
fir die Substitution B in Bezug auf die Kreisbogen b,c, und b,c,’ und, 
da die Substitution [ durch die Substitutionen A und B eindeutig be- 
stimmt ist, so ist hiermit unsere obige Behauptung erwiesen. Unser 
zweiter Hiilfssatz ergiebt hiernach das wichtige Schlussresultat: Gilt 
es den Fundamentalbereich fiir ein gegebenes Werthetripel 4, w, v zu 
construiren, so geniigt es ein brauchbares Kreisbogenviereck zu zeichnen, 
welches einmal das den Exponenten 4, w, v entsprechende Doppelver- 
hdltniss der vier Eckpunkte und iiberdies den reellen Theilen der Grossen 
4, w, v entsprechende Winkel darbietet. Denn durch richtige Zuordnung 
der einander enisprechenden Seitenpaare, ohne dass die geometrische 
Gestalt des Vierecks zu findern ist, lisst sich dieses Kreisbogenviereck 
allemal zu dem Fundamentalbereich erheben, welcher auch den imagi- 
niren Theilen der Gréssen 42, uw, v richtig entspricht. Mit anderen 
Worten: Auf die imagindren Theile id”, iw”, iv” der Exponenten 
brauchen wir bei der Construction der Fundamentalbereiche nur noch inso- 


fern Riicksicht zu nehmen, als sie das Doppelverhiiliniss (a,b,c, ¢,’) 
bedingen. 


§ 2. 
Vorbemerkungen allgemeiner Natur. 


Wir denken uns eine beliebige Auswahl complexer Exponenten 
4,4, v gegeben. Es wird verlangt, den Fundamentalbereich der zu- 
gehorigen s-Function zu zeichnen. Wir wollen die Fille, dass einer 
oder mehrere der Gréssen 4, u, v rein imaginiir sind, oder dass die- 
selben der Gleichung +4+u-+v = 2n+1 geniigen, fiir das 


Mathematische Annalen, XLVI. 
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Folgende ausschliessen. Dem ersten Vorkommniss werden wir spiiter 
noch eine besondere Betrachtung widmen; das zweite ist in den ,,Bei- 
trigen“ § 24 ff. ohnehin bereits erledigt. Hierbei ist dann insbesondere 
auch ein Zusammenfallen zweier der Ecken a,, b,, ¢,, ¢,) ausgeschlossen. 

Gemiiss § 12 der ,,Beitriige“‘ werden wir bei gegebenen Werthen 
4, u,v zuniichst den functionentheoretisch in Betracht kommenden 
»Kern“, d.h. die 3 Axen der zugehérigen Fundamentalsubstitutionen 
A, B, fF construiren. (Von den beiden bei der Construction sich er- 
gebenden Kernen wird gerade derjenige auszuwihblen sein, fiir dessen 
Fixpunkte die Cosinusformeln I der ,,Beitriige“ § 10 gelten). In diesem 
Kern seien mit a,, b,, ¢, diejenigen drei Fixpunkte bezeichnet, welche 
als Ecken des Fundamentalbereiches aufzutreten haben. Wir denken 
die Punkte a,, b,, ¢, nun durch lineare Transformation der s-Ebene 
entsprechend in die Punkte — 1, +1, 0 verlegt, was stets méglich 
ist. Der Punkt ¢,’, den wir als vierten Eckpunkt des zu zeichnenden 
Fundamentalbereiches auswihlen, wird dann irgendwo in der Ebene 
gelegen sein, wie er eben durch das bekannute Doppelverhiiltniss 
(a,b, ¢,¢,') bestimmt ist. Von dieser Lage des Punktes c,’ wollen wir 
sogleich noch sprechen. Bei der speciellen Annahme der Punkte 
a,, b,, ¢, wird 

DV (a,b, ¢,¢,°) = iF = 
oder, wenn wir hierin c,, = p+ qi setzen, 
r 1 — pt— q? 2 
PEAT § Free ae Tpre im 
Je nachdem nun die Grésse g positiv oder negativ ist, ergeben sich 
die folgenden beiden Sitze: 

Liegt der vierte Eckpunkt c,' oberhalb der Axe des Reellen, dann 
gilt —1< gp <0 und die Grisse v'’ — pp’ —2 = gy —1+2n, die 
wir abkiirzend mit w bezeichnen wollen, und die wir uns in eine reelle 
Zahlenreihe eingetragen denken kinnen, liegt in einem der Intervalle 
von 2n bis 2n-+ 1, woselbst n eine beliebige positive oder negative 
ganze Zahl bezeichnet. 

Diese Intervalle sind in der Figur 2 stark ausgezogen. 





. 
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Fig. 2. 


Liegt aber c,' unterhalb der Axe des Reellen, dann gilt 0<p<+1, 
und die Grisse w liegt in einem der iibrig bleibenden Intervalle von 
2n—1 bis 2n. (Fig. 2.) 

Dem Uebergangsfall, woselbst c, in der Axe des Reellen selbst 
liegt, entspricht, dass gm gleich +1 resp. =—0 ist, und dass die 
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Grésse ~ gerade in den Grenzpunkt zweier der angegebenen Inter- 
valle fallt. 

Alle diese Siitze gestatten tiberdies die unbeschrinkte Umkehrung. 

Wir unterscheiden nun weiter, genau wie in der Dreieckstheorie, 
zwischen Vierecken erster Art und Vierecken sweiter Art, und zwar 
werden wir von einem Viereck erster Art sprechen, wenn der reelle 
Theil jedes Exponenten kleiner oder gleich ist der Summe der reellen 
Theile der beiden anderen Exponenten, und von einem Viereck zweiter 
Art, wenn der reelle Theil des gréssten Exponenten grésser ist als 
die Summe der reellen Theile der beiden tibrigen Exponenten. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur Construction der 
gesuchten Fundamentalbereiche selbst tiber. 


§ 3. 
Construction der reducirten Fundamentalbereiche. 


Wir beschrinken uns zuniachst auf die Construction der reducirten 
Fundamentalbereiche. Gemiiss § 22 der ,,Beitriige sind dieselben da- 
durch definirt, dass von den reellen Theilen 2’, w’, v’ der Exponenten 
keiner grésser als 2 und keine zwei grésser als 1 sind. Es sei weiter 
vorausgesetzt, dass die Beziehung v'’>w’> A’ gilt, was keine Be- 
schrankung bedeutet, d. h. in den Fundamentalvierecken wollen wir 
stets diejenige Ecke (bei unserer Annahme der Bezeichnung also die 
dem Exponenten v entsprechende Ecke) verdoppelt annehmen, welche 
dem in seinem reellen Theile gréssten Exponenten entspricht. Fiir 
ein reducirtes Viereck erster Art ist dann iiberdies der Ausdruck 
»=—v’ — pw’ — 2d’ negativ oder gleich 0, fiir ein Viereck zweiter Art 
dagegen positiv. Fiir die reducirten Vierecke kénnen wir ferner so- 
gleich die Intervalle der Fig. 2 angeben, in denen der Werth von w 
gelegen sein kann. Wie eine leichte Ueberlegung zeigt, ergeben sich 
als Grenzen + 2 und —1, d.h. die Grisse » kann nur den Inter- 
vallen von —1 bis 0, von O bis +-1 und von +1 bis + 2 angehdren. 
Diese drei Intervalle werden wir jetzt nach einander behandeln und 
sodaun noch eine Specialbetrachtung fiir die p 
Grenzen derselben hinzufiigen. gs” 

Es sei erstens 0< » <1. Es liegt dann KG J 
ein Viereck 2. Art vor und der Punkt c," ist - KE Gi 
oberbalb der Axe des Reellen gelegen. Um <oCn 
unsere Betrachtung allgemeiner durchzu- ® a 'e.. 
fiihren, nehmen wir daselbsi eine beliebige i 
Lage des Punktes ¢,’ an und verbinden ihn mit a, und b,. Dann entsteht 
allemal ein geradliniges Viereck mit den Ecken a,, b,, ¢,, ¢,’, wie es in 
Fig. 3 durch Schraffirung hervorgehoben ist. Da in demselben 


5* 
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Key + Key — Ka, — Kb, — 2a(v’ — pw’ — d+) 

positiv und kleiner als 27 ist, so ist die Beziehung 0 < » < 1 gewiss 
erfillt. Doch ist dieses Viereck im Allgemeinen keineswegs der ge- 
suchte Bereich. Es kommt eben noch darauf an, demselben durch 
Hinaus- oder Hineindrehen der begrenzenden Seiten unter Festhaltung 
der Ecken auch noch die richtigen Winkel zu geben, wie sie den vor- 
geschriebenen Gréssen 4’, uw’, v’ entsprechen. Um den Nachweis zu 
fihren, dass dies allgemein mdglich ist, setzen wir: 

vote +4, 

w= 0+ h, 

V=0+4+727 
und zeigen, dass es allemal ein brauchbares reducirtes Hiilfsviereck 
giebt mit denselben Ecken a,, b,,¢,,¢, und Winkeln, wie sie Expo- 
nenten mit den reellen Theilen », —y, uw, —0, 4, =O entsprechen, 
d.h. die Winkel an den Ecken a, und 0, des Hiilfsvierecks miissen 
gleich 0 sein, die Summe der Winkel an den Ecken c¢, und ¢,' aber 
gleich 2y2. Wie wir von diesem Hiilfsviereck dann zu dem gewiinschten 
Viereck fiir die reellen Theile 4’, uw’, v’ der Exponenten aufsteigen, 
ist leicht zu erkennen. Wir drehen einfach die Kreisbogenseiten a,c, 
und a,¢,’ zusammen um den Winkel 24’x nach aussen und analog die 
Kreisbogenseiten b,c, und b,c,’ zusammen um den Winkel 2u’z. (Es 
ist hierbei gleichgiiltig, wie wir z. B. den Winkel 24’z auf die beiden 
Kreisbogenseiten a,c, und a,c,’ vertheilen; man kann etwa allein a,¢, 
um den Winkel 24’a nach aussen drehen und a,c, gar nicht oder 
umgekehrt, oder man kann auch beide nach aussen drehen, doch so, 
dass sie zusammen um den Winkel 24’a gedreht sind. Alle die ver- 
schiedenen Vierecke sind functionentheoretisch ifiquivalent.) Das in 
solcher Weise entstehende Viereck besitzt dann in der That an der 
Ecke a, den Winkel 24’, an der Ecke b, den|Winkel 2u’mz und an 
den Ecken ¢, und ¢,’ die Winkelsumme 2y’z. 

Doch wie finden wir nun unser Hiilfsviereck? Bei der Construction 
desselben werden wir vor allem darauf unser Augenmerk zu richten 
haben — und dies gilt in analoger Weise auch fiir alles folgende — 
dass jeder einzelne geometrische Process, den wir anwenden, sich 
auch allgemein ausfiihrbar zeigt, ohne dass das entstehende Hiilfs- 
viereck irgendwie unbrauchbar wird, wo immer auch der Punkt c,' 
oberhalb der Axe des Reellen gelegen sein mag. Wir nehmen jetzt 
an, es sei c,’ rechts von der Axe des Imaginiiren oder auf derselben 
gelegen. Es bedeutet dies keine Beschrinkung, indem im anderen 
Fall in unserer folgenden Betrachtung nur die Bezeichnungen a, und 
b, zu vertauschen wiiren. Man drehe dann zuniichst die Seite a,c 
um den Winkel a, nach innen; dieses kann niemals einer Schwierigkeit 
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begegnen, da das Dreieck a,c,'c,, welches durch geradlinige Ver- 
bindung von ¢,' mit ¢c, entsteht, bei a, spitzwinklig und bei c, stumpf- 
winklig oder rechtwinklig ist. Dann drehe 
man die Seite b,c, um den Winkel }, nach 
innen. In wie weit auch dieses ohne 
Weiteres modglich ist, ergiebt eine ein- 
fache Ueberlegung. Eine bei nur geringer 
Drehung der Seite b,c, sich zuniichst dar- 
bietende Configuration giebt Figur 4. Bei 
weiterem Drehen der Kreisbogenseite b,c, ; 
wandern die Schnittpunkte aund y auf dem | 
Kreise (oder der Geraden) der Seite a, c, resp. ° 
der Seite b,¢,’, wie die Pfeile es andeuten. 
Nun ist der Winkel der Ecke 6b, gewiss 
kleiner als der Winkel c, in Fig. 4, da ja in 
der urspriinglichen Figur 3 der Winkel ¢, 
gleich x, die Summe der Winkel a, und 0, aber kleiner als a war. 
Es muss dgher bei dem Hineindrehen der Seite b,c, nothwendig der 
Punkt y eher nach 6, gelangen als 2 nach ¢,. Was kann nun Singu- 
lires bei diesem geometrischen Process eintreten? Die Kreisbogen- 
seite b,c, kann héchstens an der Gegenseite 

a,¢, ein Zweieck abschneiden, wie es Fig. 5 <J* 
zeigt. Dieses Zweieck hitten wir dann als \\Y 
negativ anzusehen, so dass der vorher rein LY 
positive Bereich in zwei positive Dreiecke qa = m 
und ein negatives Zweieck zerfallen wire. , 
Doch wollen wir ausdriicklich nachweisen, 
dass dieses Zweieck nicht an die Punkte a, und c,’ heranreichen kann. 
Denn sollte dasselbe etwa an den Punkt a, heranreichen, so miisste 
ja der zweite Schnittpunkt « des Kreises der Seite c,b, mit dem Kreise 
der Seite a,c, tiber c, nach a, gewandert sein, was nicht méglich ist, 
da er nicht einmal bis ¢, gelangt. In analoger Weise ist zu zeigen, 
dass das Zweieck auch nicht an den Punkt c,’ heranreichen kann, da 
sonst der Punkt y iiber b, nach ¢, gelangt sein miisste, was wieder 
nicht méglich ist. Wir wollen nun nicht weiter erértern, ob ein 
solecher ausgearteter Bereich unmittelbar auch functionentheoretisch als 
Fundamentalbereich brauchbar ist oder nicht; vielmehr wollen wir in 
solchem Falle das Viereck der Fig. 5 so umandern, dass der negative 
Theil ganz fortfallt. Zu dem Zwecke brauchen wir nur die Seite a,c,’ 
und b,¢, je um denselben Winkel nach aussen zu drehen, bis sie sich 
gerade beriihren, und dann die beiden anderen Kreisbogen a,c, und 
b,c,’ je um denselben Winkel nach innen, was niemals irgend welche 
Schwierigkeit bieten kann. Hiermit ist gezeigt, dass wir allemal ein 


Fig. 4. 


+ 
Fig. 5. 
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brauchbares~ reducirtes Hiilfsviereck erhalten, welches an den Ecken 
a, und b, die Winkel 0, an den Ecken ¢, und ¢,' die Winkelsumme # 
darbietet. 
Wir gehen jetzt weiter zu dem Fall tiber, dass fiir den Ausdruck 
w die Bedingung —1< ¥ <0 gilt. Der gesuchte Fundamental- 
bereich stellt dann ein Viereck erster Art 
T caging | vor, und der Punkt ¢, ist unterhalb der 
a > aor 7 ) Axe des Reellen gelegen. Wir nehmen dort 
WY (\ {wieder eine beliebige Lage des Punktes c,' 
w wv, / an und verbinden ihn mit a, und 6, (Fig. 6). 
Nay, Fassen wir dann den Aussenbereich des 
We geradlinigen Linienzuges in’s Auge, so stellt 
_—- derselbe uns ein Viereck dar, fiir dessen 
Winkel in der That die Bedingung —1<y< 0 erfillt ist, wo 
immer auch ¢, gewihlt sein mag. Denn fiir dieses Viereck ist stets 
xa+x1b,>xce+xce,. Doch besitzt dasselbe im Allgemeinen 
noch nicht die richtigen Winkel, wie sie den reellen Theilen 2’, uw’, v’ 
der gegebenen Exponenten entsprechen. Um den Nachweis zu fiihren, 
dass wir von dem Viereck Fig. 6 ausgehend durch Hinein- oder Hinaus- 
drehen der Seiten stets auch ein Viereck mit den richtigen Winkeln 
construiren kénnen, gehen wir wieder auf ein brauchbares reducirtes 
Hiilfsviereck zuriick. Wir bemerken zunichst, dass gemiiss der Be- 





dingung v’ >u’>Ad' nothwendig die kleinste Grésse 4’ gleich oder 
grésser als — wy sein muss. Wir setzen daher: 


v= O+a+ 8, 

#' = ty + B, 

i = ay + a, 
woselbst wy +4, —=—w und a>0, B>O ist, und bezeichnen 
als Hiilfsviereck das zu Exponenten mit den reellen Theilen », = 0, 
fo, 4, gehdrige Viereck, welches ausserdem natiirlich wieder dieselben 
Ecken a,, 0, ¢,, ¢,/ besitzen muss. Die Groéssen gw, und 4,’ sind 
nicht vollig bestimmt, nur ist ihre Summe gleich — yw, also jede 
einzelne gewiss kleiner oder héchstens gleich —w. Wie wir von dem 
Hiilfsviereck zu dem gesuchten Viereck fiir die reellen Theile v’, uw’, A’ 
der Exponenten gelangen, ist leicht zu tibersehen. Man hat einfach 
wieder die Seiten a,c, und a,c,’ zusammen um den Winkel 2az, die 
Seiten b,c, und b,c,’ zusammen um den Winkel 282 nach aussen zu 
drehen. Die Construction des Hiilfsvierecks aber liuft einfach darauf 
hinaus, durch Hineindrehen der Seiten des geradlinigen Ausgangs- 
vierecks die Winkel ¢, und ¢,’ verschwinden zu lassen. Wir wollen 
uns jetzt davon iiberzeugen, dass die hierzu néthigen geometrischen 
Processe stets in leichter Weise ausfiihrbar sind. Wir nehmen an, es 
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sei c,, wieder rechts von der Axe der Imaginiiren oder auf derselben 
gelegen, was keine Beschrankung bedeutet. Wir denken ferner durch 
die Punkte a, und 6, den zur Axe des Reellen senkrechten Kreis als 
Hiilfslinie gezogen. Dann wollen wir die beiden Unterfille neben 
einander betrachten, dass ¢,’ einerseits innerhalb dieses Kreises oder 
auf demselben, andererseits ausserhalb dieses Kreises gelegen ist. 

Im ersten Unterfalle drehe man zuniichst die Seiten a,c, und b,¢, 


um den Winkel = nach innen, darauf ebenso die Seite a,c,’ um den 


Winkel x. Man erhilt ein Viereck, 
wie es Fig. 7 darstellt, in dem der Fel lian 
Winkel c, bereits zu 0 geworden ist. Abe, , ft 


Yada thin, 
Es ist nun leicht zu erkennen, dass wir <<’ 1 / a4 a , ,) 
schliesslich in Fig. 7 noch die Seite a ees aes 


b,¢, ohne Schwierigkeit um den Winkel ee ~~ yl 


¢, nach innen drehen kénnen, wo Tet —_ 
immer auch der Punkt ¢,’ in dem fiir 

ihn umgrenzten Bereich liegen mag. Damit ist das Hiilfsviereck im 
ersten Unterfalle construirt. 

Im zweiten Unterfalle drehen wi: zunichst wieder die Seiten a,c, 
und b,c, je um den Winkel 5 nach innen, darauf ebenso die Seite 
a, ¢, bis Winkel a, zu 0 wird. Der neue Kreisbogen a,c,’ wird dann 
gewiss ausserhalb des Hiilfskreises, den wir durch die Punkte a, und }, 
senkrecht zur Axe des Reellen gelegt haben, verlaufen, so dass nichts 
Singulires eintreten kann (Fig. 8). Nun 
drehe man noch die Seite b,c,’ um den 
Winkel ¢,’ nach innen, was gleichfalls allemal 
ohne Schwierigkeit médglich ist. Hiermit 
haben wir wieder das gesuchte Hiilfsviereck 
erhalten. 

Es bleibt schliesslich noch der Fall iibrig, 
dass der Ausdruck w dem Intervall 1<y<2 
angehért. Der Punkt c, ist jetzt wieder 
unterhalb der Axe des Reellen 2u wihlen; 
doch haben wir ein Viereck 2. Art. Die Betrachtung wird demgemiiss 
ganz analog verlaufen, wie im ersten Falle. Um zuniichst ein Aus- 
gangsviereck zu erhalten, fiir welches die Bedingung 1 < » < 2 erfiillt 
ist, ohne dass es. auch schon die richtigen Winkel zu besitzen braucht, 
hingen wir einfach lings eines Verzweigungsschnittes von ¢, nach c, 
in dem Viereck der Figuren 7 und 8 des vorigen Falles eine Vollebene an. 
Hierdurch vermehren wir die Winkelsumme c¢, +c,’ um 42, d. h. 
die Grésse y des vorigen Falles wird um 2 vermehrt, so dass sie in 
das richtige Intervall gelangt. Es kommt nun wieder darauf an, 


Fig. 8. 
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durch Hinein- oder Hinausdrehen der Seiten dem Viereck auch die 
richtigen Winkel zu geben. Wir setzen genau wie im ersten Falle: 


yoptw +7, 
wu=0+4, 
V=042 


und zeigen, dass es wieder allemal ein brauchbares reducirtes Hiilfs- 
viereck giebt, dessen Winkel Exponenten mit den reellen Theilen 
Vo =, Uo =O, 4, =O entsprechen. Dieses Hiilfsviereck wird also 
an den Ecken a, und b, wieder verschwindende Winkel besitzen miissen. 
Von demselben hat man in ganz derselben Weise, wie im ersten Falle, 
zu dem gesuchten Viereck aufzusteigen. Um nun das Hiilfsviereck zu 
construiren, wollen wir nur solche geometrischen Processe anwenden, 
die fiir die beiden durch die eingehingten Vollebenen erweiterten 
Figuren 7 und 8 in gleicher Weise ausfiihrbar sind. Man drehe zu- 
nachst die Seite a,c, noch weiter nach innen, bis Winkel a, zu 0 
wird, falls es nicht schon von vorneherein der 

a Fall ist. Der erweiterte Bereich der Fig. 7 fiihrt 

MTT bet in solcher Weise zu einem Viereck, wie es 
ae Hs Ah ‘) Figur 9 darstellt. Dann drehe man noch die 
“, y ai | Seite b,c, um den Winkel ; nach innen, wo- 

a) a durch sie geradlinig wird und sich iiber das 

yi Vaal Unendliche erstreckt, und darauf ebenso die 

a Seite b,c,’ so weit, bis Winkel b, zu 0 wird. 

Man iibersieht, dass keiner der geometrischen 

Processe in seiner Anwendung einer Schwierigkeit begegnet. Man 

erhilt stets ein brauchbares reducirtes Hiilfsviereck, in welchem, wie 
es sein soll, die Winkel a, und }, zu 0 geworden sind. — 

Nun noch ein Wort dem Uebergangsfall, dass das Doppelverhdiltniss 
(a,b,¢,¢,) reell ist, d. h. dass c, gleichfalls der Axe des Reellen 
angehort. Dann haben wir die zwei Unterfille einander gegeniiber- 
zustellen, je nachdem c,’ ausserhalb oder innerhalb der Strecke a, b, 
liegt. Der Fall, dass ¢,’ mit einem der Punkte a,, b, oder c, selbst 
zusammenfallt, ist von uns ausgeschlossen worden, da fiir ihn die 
Bedingung +4+u+v—=—2n-+ 1 erfiillt ist. Im ersten Unterfalle 
erhalten wir das eine reducirte Hiilfsviereck, welches dem Werthe 
w = 0 angehort, sofort aus Figur 8, wenn wir den Punkt c,' auf die 
Axe des Reellen riicken lassen. Es stellt ein Viereck, dessen simmt- 
liche Winkel gleich 0 sind, vor. Das zweite hierher gehérige reducirte 
Hiilfsviereck, welches dem Werthe » = -+ 2 angehdért, ergiebt sich 
unmittelbar aus diesem ersten Hiilfsviereck, wenn man lings eines 
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Verzweigungsschnittes von c, nach ¢,’ eine Vollebene anhingt. Im 
zweiten Unterfalle stellen Fig. 10a und 10b die beiden Hiilfsvierecke 
vor, die den Werthen y=—-+1 und ~y——1 entsprechen. Alle 
Figuren der Uebergangsfille zeigen, wie wir sie gezeichnet haben, das 
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Fig. 10a. : ¥ : 
Fig. 10d. 
Gemeinsame, dass ihre begrenzenden Kreisbogenseiten Halbkreise vor- 
stellen, die auf der Axe des Reellen senkrecht stehen. Es ist tiberdies 
leicht zu sehen, wie die Figuren der drei Hauptfille sich in diese 
Figuren der Uebergangsfialle continuirlich tiberftihren lassen; die beiden 
Werthe der Grésse #, wie sie der einzelnen Lage des Punktes c,’ fiir 
die reducirten Bereiche entsprechen, gehéren in der That jedesmal 
allen drei Intervallen von — 1 bis + 2 als Grenze an. 


§ 4. 
Aufsteigen zu den erweiterten Fundamentalbereichen. 


Jetzt tritt die weitere Frage an uns heran, wie wir von den redu- 
cirten Fundamentalbereichen zu den allgemeinen aufsteigen. Wir werden 
zu dem Zweck in ganz entsprechender Weise vorgehen, wie im § 25 
der ,,Beitrige‘‘, woselbst die Bedingung +A+u+v—2n+1 
erfiillt ist. Die sich auf einem bestimmten reducirten Viereck mit den 
Exponenten 4), #@), % aufbauenden verwandten Bereiche werden all- 
gemein durch die Exponenten A= 4, +P, u=—=4,+90,¥=%+R 
gekennzeichnet, woselbst P,Q, R ganze positive Zahlen von gerader 
Summe 28 bedeuten. Jetzt werden wir wieder die beiden Fiille zu 
unterscheiden haben, dass jede der Gréssen P, Q, R kleiner oder gleich 
ist der Summe der beiden anderen, oder dass die grésste derselben 
grésser ist als die Summe der beiden anderen. 


Im ersten Falle setzen wir genau wie an dem angefiihrten Orte: 
P=B+0, 
Q =C + A, 


R=A-+B. 
Dann ist: 
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A=@tk-?_g_p, 


p= *tt-@_s_@Q, 
co = Pte _s_R, 


d. h. A, B,C sind selbst wieder ganze Zahlen und iiberdies séimmilich 
positiv oder gleich 0. Wir werden daher von dem vorliegenden redu- 
cirten Bereiche 4,, u&), ¥% ausgehend zu dem allgemeinen Bereiche 
A+ P, ue +@, % +B aufsteigen, indem wir einmal die sich ent- 
sprechenden Seiten a,c, und a,c, zusammen um den Winkel 2Bx, die 
Seiten b,c, und b,c,’ zusammen um den Winkel 2Ax nach aussen 
drehen und dann noch lings eines Verzweigungsschnittes, der die Ecken 
a,, b, in bekannter Weise verbindet, insgesammt C Vollebenen anhdngen. 
Ein Blick auf die Figuren der reducirten Bereiche zeigt sofort, dass 
diese geometrischen Processe niemals einer Schwierigkeit begegnen. 
Denn die einzelnen Seiten lassen sich stets nach aussen drehen, da 
niemals eine derselben sich tiberschliigt; andererseits liisst sich auch 
der Verzweigungsschnitt von a, nach 0b, allemal den in § 22 der 
»,Beitrige“ aufgestellten Bedingungen gemiiss ziehen. 

Im eweiten Falle sei R > Q > Pangenommen. Dann gilt zugleich 
die Bedingung v > w > 4, da die Zahl R wenigstens um 2 grosser ist 
als jede der beiden anderen Zahlen Q, P. Jedoch braucht jetzt fiir das 
reducirte Viereck die friiher stets angenommene Bedingung v,’>u, >A,’ 
ohne weiteres nicht mehr zu gelten. Wir setzen R= P+ Q-+ 2m, 
woselbst m>1 ist. Die Exponenten des erweiterten Bereiches bekommen 
somit die Form: 

yv=y+P+Q+ 2m, 
(1) t= + Q, 
A=A,+ P. 


Wir stellen nun zunichst eine kleine Ueberlegung an betreffs der 
Grosse des Ausdrucks yy = v' — w’ — i fiir diese erweiterten Bereiche, 
und unterscheiden zu dem Zweck zwei Unterfille: 

Ist keine der reellen Grissen v,, uy’, 4) gleich oder grisser als 1 
(d. h. ist das reducirte Viereck allgemein ein Grundviereck nach der 
Terminologie des § 22 der ,,Beitriige“‘), so muss der Werth des Aus- 
drucks » — 2m + v,’ — uw, — 4, nothwendig grésser als 0 sein. 

Ist aber die grésste der reellen Grissen v), Uy, 4, grosser oder 
auch gleich 1, (d. h. ist das reducirte Viereck allgemein ein Aussen- 
viereck), so kénpnen wir die Bedingung hinzufiigen, dass gerade », 
gleich oder auch grésser als 1 sei, so dass »,’ >, >A,’ ist. Denn 
angenommen nicht »,', sondern etwa A, wiire grésser oder gleich 1, 
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so construiren wir zunachst das reducirte Aussenviereck fiir die reellen 


Theile ¥,’ = v9 +1, fio = py, 4,4, — 1 der Exponenten, fiir 
welches dann sicher ¥, gleich oder grésser als 1 ist, und stellen uns 
die Aufgabe, von ihm aus zu dem erweiterten Viereck fiir die Ex- 
ponenten 4, w, v aufzusteigen. Wir setzen dann einfach: 

vi =>) + 2(m—1) + P+ Q, 
2) “=m +, 

Vd’ +P, 
woselbst P’ = P+ 1 ist. 

Ist jetzt aber m = 1, so wird dieser zweite Anzatz, vermége dessen 
das Viereck »’, uw’, 4’ sich auf dem Viereck 9’, fi), 4’ aufbauen lisst, 
zu dem bereits soeben absolvirten ersten Fall zuriickzufiihren und 
damit bereits als erledigt anzusehen sein. 

Ist aber m>2, so hat der Ansatz 2 genau die Form, wie der 
Ansatz 1, nur gilt jetzt auch »," >, > 4), so dass wir in der That 
die Berechtigung erkennen, von vorneherein diese Annahme fir unseren 
zweiten Unterfall zum Ansatz 1 hinzufiigen zu diirfen. Dann zeigt 
aber eine einfache Ueberlegung, dass der Werth des Ausdrucks » 
fiir diese noch nicht erledigten erweiterten Vierecke nothwendig gleich 
oder grésser als 1 sein muss. Wir fassen unsere bisherige Ueberlegung 
der beiden Unterfille in den Satz zusammen: Alle noch nicht erledigten 
Vierecke des zweiten Falles stellen Vierecke zweiter Art dar. 

Ihre Construction erledigt sich dann aber genau in derselben 
Weise, wie die Construction der reducirten Vierecke zweiter Art. In 
welchem Intervall auch die Grésse » gelegen sein mag, man kann 
stets ein Hiilfsviereck construiren, in welchem die Winkel an den 
Ecken a, und b, gleich 0 sind, wihrend die Summe der Winkel an 
den Ecken ¢, und ¢,) 2yz betrigt. 

Man gelangt zu diesem Hiilfsviereck der einzelnen Bereiche sehr 
einfach, indem man in den reducirten Hiilfsvierecken der beiden ersten 
Intervalle von 0 bis +1 und von +1 bis +2 lédngs eines Ver- 
eweigungsschnittes, der die Ecken c, und c,' verbindet, die richtige Zahl 
Vollebenen anhingt. Und zwar ergeben sich in solcher Weise die 
Hiilfsvierecke der Intervalle von 2 bis 2% + 1 aus den Hiilfsvierecken 
des Intervalles von 0 bis 1 und die Hiilfsvierecke der Intervalle von 
2n—1 bis 2m aus den Hiilfsvierecken des Intervalles von 1 bis 2. 
Die Zahl der anzuhingenden Vollebenen aber wird durch das Symbol 


E (——£—*) angegeben, woselbst E die grésste ganze Zahl bezeichnet, 


welche von dem beigesetzten Klammerausdruck tiberschritten wird. 
Wir sind hiermit mit unseren Betrachtungen zu Ende gekommen. 
Es lisst sich nun leicht zeigen, dass die zur Construction des Funda- 
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mentalbereiches angewandten Meihoden sich unmittelbar auf den Fall 
tibertragen lassen, dass einer oder mehrere der Exponenten rein imaginiar 
sind. Ich gedenke dies demnichst in einer zweiten Arbeit auszufiihren ; 
dieselbe wird insbesondere zugleich den Fall ganzzahliger Exponenten, 
sowie die allgemeine Theorie der Verwandtschaft besprechen. Das in 
der vorliegenden Arbeit erreichte Resultat fassen wir nochmals in dem 
Satze zusammen : 

Fiir jedes beliebige Werthetripel der Exponenten 2, uw, v, mag der 
einzelne unter ihnen reell oder complex sein (mit vorléufigem Ausschluss 
rein imagindrer Werthe) lisst sich allemal der Fundamentalbereich der 
sugehdrigen Schwarz'schen s-Function in der Gestalt eines Kreisbogen- 
vierecks wirklich construiren. 


Gottingen, Anfang August 1894. 





Autographirte Vorlesungshefte, IL. 
Von 


Fer Kiem in Gdttingen. 


(Ueber lineare homogene gewdhnliche Differentialgleichungen der zweiten Ordnung, 
Sommer 1894]*), 


In Fortsetzung des unter gleichem Titel in Band 45 der Annalen 
gegebenen ersten Referates berichte ich nachfolgend tiber die damals 
bereits angekiindigte, Vorlesung tiber lineare homogene totale Differential- 
gleichungen der zweiten Ordnung. Dieselbe war von vorneherein als 
Fortsetzung der friiher besprochenen Vorlesung iiber die hyper- 
geometrische Function gedacht, so dass ich den Leser in erster Linie 
bitten muss, sich den Inhalt der letzteren wieder vergegenwirtigen 
zu wollen. Uebrigens aber kann ich die Gesichtspunkte, welche ich 
bei der Vorlesung verfolgte, nicht besser bezeichnen als durch Voran- 
stellung einiger Bemerkungen tiber die Theorie der Abel’schen Integrale: 

1) In der Theorie der Abel’schen Integrale ist es zweifeilos eine 
wichtige Aufgabe, die Integrale durch méglichst einfache und sym- 
metrische algebraische Formeln darzustellen. Dieser Aufgabe habe ich 
in Band 36 der Annalen dadurch entsprochen, dass ich mir das alge- 
braische Gebilde in Gestalt einer kanonischen Fliche gegeben dachte 
und iibrigens statt der unabhingigen Verinderlichen 2 homogene 
Verinderliche x,, x, einfiihrte. Die kanonischen Flichen sind Rie- 
mann’sche Flichen, deren Blatterzahl m ein Theiler von 2p — 2 ist, 
so dass 2p — 2 = md gesetzt werden kann, und die insbesondere so 
beschaffen sind, dass die 2m + 2p — 2 Verzweigungspunkte die Null- 
stellen einer ganzen algebraischen Form der 2,, x, vom Grade (d+ 2), 
der sogenannten Verzweigungsform sind, die ich mit o bezeichne**), 


*) Die Versendung geschieht wieder durch Herrn Dr. Schilling, der jetzt 
Assistent fiir darstellende Geometrie an der technischen Hochschule in Aachen ist. 

**) Ich benutze diese Gelegenheit, um im Anschlusse an die im vorigen 
Artikel gegebene Fussnote betr. Riemann’sche Flichen im Raume folgende Mit- 
theilung zur Publication zu bringen, welche mir Herr Schering ,,im Interesse 
der bestehenden selbstiindigen Autorenrechte des Herrn Tonelli‘ zugehen lisst: 
»Herr Tonelli hatte die Verwendung der in Rede stehenden Fliichen durchaus 
selbst erdacht und das Resultat seiner Untersuchung erreicht, bevor ich tiber 
diese Flichen mit ihm sprach. Man kann also durchaus nicht sagen, dass 





78 F, Kress. 


Die geeignete algebraische Darstellung eines Integrales u ergiebt sich 
. : . o.du . . 
von hier aus, indem man den Quotienten piel als eine algebraische 

Function der 2,, x, vom Grade 6 anschreibt. 

2) Des Weiteren aber wird man die transcendente Natur des 
Integrals studiren, die in seiner Periodicitét ihren prignanten Ausdruck 
findet. In dieser Hinsicht kann man fragen: 

a) ob man, bez. wann man ein Abel’sches Integral auf niedere 
Transcendenten, wie Logarithmen oder elliptische Integrale etc., zu 
reduciren vermag, 

weiter aber: 

b) wie man ein Integral anf dem als gegeben vorausgesetzten 
Gebilde durch seine Unendlichkeitsstellen und irgendwelche Eigen- 
schaften seiner Periodicitat festlegen kann. — Ich erinnere in dieser 
Hinsicht insbesondere an den Riemann’schen Satz, demzufolge das 
Integral bis auf eine additive Constante bestimmt ist, wenn man neben 
der Art seines Unendlichwerdens an verschiedenen Stellen die reellen 
Theile seiner Periodicitiitsmoduln kennt. 

Eben diese Fragen kann man nun in der Theorie der linearen Dif- 
ferentialgleichungen wiederholen, und ich erlaube mir dementsprechend 
die einzelnen Theile des folgenden Referates zu ordnen, womit ich 
ziemlich genau dem in der Vorlesung selbst eingehaltenen Gedanken- 
gange folge. Ich bemerke vorweg, dass es keine principielle Schwierig- 
keiten hat, die Betrachtungen ad 1) sowie die ad 2a) auf lineare Dif- 
ferentialgleichungen der ne" Ordnung auszudelnen, oder jedenfalls die 
dahin gehenden Ansiitze zu machen; die Beschrankung auf lineare 
Differentialgleichungen der zweiten Ordnung, an die ich mich in der 
Vorlesung von vorneherein gebunden habe, ist wesentlich durch die 
zu 2b) gehdrigen Ueberlegungen bedingt gewesen. 


I. Algebraische Normirung der Differentialgleichungen*). 

Die allgemeine invariantentheoretische Gestalt, die man einer 
linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten ertheilen 
kann, indem man die unabhiingige Variable x durch den Quotienten 
%,:2, ersetzt, ist aus verschiedenen neueren Arbeiten bekanut; ich 
will hier namentlich auf einen Aufsatz von Herrn Wilsch verweisen 
(Schriften der deutschen Prager mathematischen Gesellschaft, 1892), 
in welchem man eine Reihe einschlagiger Citate beisammen findet. 


Herrn Tonelli’s Arbeit sich auf eine von mir gegebene Andeutung iiber diese Art 
von Riemann’schen Flichen griinde, noch dass dieselbe unter meiner Leitung 
ausgefiibrt sei.‘ 

*) Ich habe iiber die hier zu gebenden Entwickelungen in der mathematischen 
Section der Wiener Naturforscherversammlung gesprochen, doch ist im Texte ein 
Punkt corrigirt, auf den mich Herr Pick aufmerksam gemacht hat (Nov. 1894). 
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Das Resultat list, dass man einfach die Summe der zweiten, ersten 
und nullten Ueberschiebung einer unbekannten Form TT von 2,, 2, 
von irgend welchem beliebig anzunehmenden Grade iiber drei gegebene 
rationale, ganze Formen g, yw, x der Grade n, (n—2) und (n—4) 
gleich Null zu setzen hat. In Formel (indem ich die nullte Ueber- 
schiebung der Deutlichkeit halber als Product schreibe): 


(1) (TT, @)2 + (TT, %), + 1.4 = 0. 

Nimmt man hier die Wurzeln von go =O (welche die singuliren 
Punkte der Differentialgleichung abgeben) simmtlich als einfach an, so 
hat man den ,,reguliiren“ Fall, in welchem jedem singuliren Punkte 
in bekannter Weise zwei Exponenten zugehéren. Und zwar ist die 
Differentialgleichung in der Art normirt, dass fiir jeden singuliren 
Punkt der eine dieser Exponenten gleich Null ist. Der andere Ex- 
ponent hiingt in einfacher Weise von den Formen g und y ab. Nimmt 
man w identisch Null und setzt den Grad von TT gleich k, so erhiilt 


man fiir den zweiten Exponenten gleichférmig den Werth 1 +=. 


. “ ° : 1 
Diese zweiten Exponenten werden also simmtlich gleich 5, wenn man 


k = +" setzt, in Uebereinstimmung mit meiner Angabe in Bd. 38 
dieser Annalen, p. 147. (Vergl. auch die ebenda abgedruckte Note 
des Herrn Pick). 

Es ist nun leicht, wie ich ebenfalls bereits in Bd. 38 angab, von 
hier aus zu einer Darstellung der auf einem hyperelliptischen Gebilde 
existirenden linearen Differentialgleichungen weiter zu schreiten. Ich 
betrachte der Kiirze halber hier nur diejenigen cc‘?—* Differential- 
gleichungen dieser Art, welche (auf dem hyperelliptischen Gebilde) 
keinerlei singuliren Punkt besitzen, Es sei gepi2— 0 die Gleichung 
fiir die Verzweigungspunkte der zweibliittrigen hyperelliptischen Flache. 
Es sei ferner Q:, 2 die allgemeinste auf der Fliche existirende ganze 
algebraische Form vom'(2p — 2)" Grade, also gleich y2»—2-+ Yp—s V Pap42) 
unter 7, » rationale ganze Formen von 2,, 2, von dem als Index bei- 
gesetzten Grade verstanden. Endlich nehme man TT vom Grade ‘=f. 
Man hat dann einfach: 

(2) (TT, »), + 2.17 =0. 

In der That: das so definirte TT hat als Function von x keine anderen 
singuliiren Punkte als die Verzweigungspunkte des hyperelliptischen 
Gebildes und in diesen die Exponenten 0 und Ls etc. ete. 

Um dieses Resultat auf héhere algebraische Gebilde auszudehnen, 
beachte man, dass die zweiblittrige hyperelliptische Flaiche eine 
kanonische Fliche ist und dass /g die zugehérige Verzweigungsform 
vorstellt. Sei jetzt irgend eine m-blittrige kanonische Fliche gegeben; 
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mit 6 bezeichnen wir wieder die zugehérige Verzweigungsform vom 
Grade (8-2). Man nehme TT vom Grade = » normire dasselbe in 
geeigneter Weise und betrachte den Quotienten (IT, o?),: TT. Die Ent- 
wickelung zeigt, dass derselbe in den Verzweigungspunkten der Fliche, 
allgemein zu reden, zwar nicht endlich bleibt aber in bestimmter Weise 


unendlich wird und zwar in nicht héherem Grade als -. Bezeichnet 


man also mit 2 eine geeignete algebraische ganze Form der Flache 
vom Grade 3d + 2 und mit Q die allgemeinste ganze Form vom Grade 
2d, so kommt als Differentialgleichung: 


(3) (TT, 6%), +(£+9)-T=0. 


Um ein Beispiel anzufiihren: sei f(%,x,2,) = 0 eine ebene Curve 

der vierten Ordnung. Wir projiciren diese Curve auf das Gebiet 2, :2,, 

d. h. wir sehen 2, als eine Function von x, und 2, an und haben also 

Differentiationen nach 2,, «, in der Folge so auszufiihren, dass wir 
setzen : 7 , —_ 

x, 

dx, ~ da, + day day 

Bei der Projection wird das Gebiet 2, : 2, vierfach iiberdeckt, d. h. wir 

erhalten eine vierblittrige Riemann’sche Fliche. Dieselbe ist eine 

kanonische Fliche; die zugehérige Verzweigungsform ist die Polare 


of, die wir der Kiirze halber mit f, bezeichnen. Der Grad von Q 


wird gleich 2. Wir werden daher unter Q in bekannter Weise die 
allgemeinste rationale ganze Function zweiten Grades von 2,, %, 23 
(den allgemeinsten Kegelschnitt) verstehen miissen; dieselbe hat in der 
That 3p—3=6 Constanten. Andererseits berechnet man fiir 2 den 
Werth —*H,, unter H die Hesse’sche Form von f verstanden. Die 
Differentialgleichung wird also: 


(4) (1, fs?» +(e + 2)- 1 =0, 


» ete. 


1 ‘ 
wo TT vom Grade — 5 anzunehmen ist*), 


Der Beweis fiir (3) und (4) ergiebt sich sofort, wenn man in den 
Verzweigungspunkten der kanonischen Fliche die Reihenentwickelungen 
in Ansatz bringt. 


Il,. Losung der Differentialgleichung durch niedere Functionen. 


Die besonderen Fille, welche hier zu beriicksichtigen sind, werden 
in systematischer Vollstindigkeit durch den Picard-Vessiot’schen 


*) Bei der so geschriebenen Gleichung erscheint das 2, gegeniiber den a, 2, 
benachtheiligt; kann man eine symmetrische Form finden, in der die drei Coordi- 
naten gleichmiissig beriicksichtigt werden? 
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Ansatz geliefert, von welchem bereits in dem vorigen Referate an zwei 
Stellen die Rede war. Die Sachlage ist in dem einfachen Falle der 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung natiirlich die, dass 
man auf keine anderen besonderen Gleichungen kommt, als auf solche, 
welche man nack ihrem individuellen Interesse auch friiher bereits in 
Betracht gezogen hatte. Es handelt sich, wenn wir die simmtlichen 
Specialfille unter zwei Categorien zusammenfassen diirfen: 

1) um diejenigen linearen Differentialgleichungen der zweiten Ord- 
nung, welche durchaus algebraische Integrale besitzen, 

2) um solche Differentialgleichungen, bei denen eine einzelne 
Lésung algebraisch wird (sofern man von einem vielleicht vortreten- 
den irrationalen Factor gegebenenfalls absieht). 

Ich habe diese beiden Fille in meiner Vorlesung ausfiihrlich be 
handelt, indem ich mich dabei (was nicht nothwendig wiire) auf Dif- 
ferentialgleichungen mit rationalen Coefficienten beschrinkte. Die 
ad 2) auftretenden algebraischen Functionen stellen dann rationale 
ganze Functionen vor, welche ich ganz allgemein als Lamé’sche Poly- 
nome bezeichne, 

Ad 1) habe ich vor allen Dingen die Annahme, dass ikosaedrische 
Integrirbarkeit vorliegen soll, ins einzelne verfolgt. Ich greife dabei 
auf meine alte Darstellung in Bd. 12 der Annalen zuriick (1877), ver- 
einfache jetzt aber die Betrachtung wesentlich durch Einfiihrung der 
homogenen Normirung der Differeutialgleichung und meine damit bis 
zum einfachsten Ausdruck der Bedingungen vorgedrungen zu sein. 
Selbstverstiindlich handelt es sich in letzter Linie um die Vertriglichkeit 
eines tiberzihligen Systems linearer Gleichungen. 

Ad 2) darf ich an die traditionelle Aufgabestellung erinnern, welche 
urspriinglich aus der mathematischen Physik stammt und dann in 
allgemeiner Gestalt von Heine formulirt worden ist. Dieselbe ver- 
langt nicht sowohl eine vorgelegte Differentialgleichung auf ihre Integrir- 
barkeit zu untersuchen, als vielmehr die noch freien Parameter in einer 
nur erst durch ihre singuléren Punkte und Exponenten gegebenen 
Differentialgleichung so festzulegen, dass eine bestimmte Art der 
Integrirbarkeit eintritt. Nimmt man die Differentialgleichung (1) als 
Ausgangspunkt (wie dies u. a. bei Wiilsch geschieht), so erhalt man 
dafiir die besonders einfache Formulirung: es sind g, » gegeben, man 
soll y so bestimmen, dass TT gleich einem Polynom von irgend welchem 
vorgegebenen Grade (welches dann eben das ,,Lamé’sche“ Polynom 
ist) gesetzt werden kann. Der so getroffene Ansatz dehnt sich ohne 
weiteres auf lineare Differentialgleichungen der me" Ordnung aus, 
woriiber man wieder den Aufsatz von Herrn Wilsch vergleichen mag. 
Aber daneben concentrirt sich, was lineare Differentialgleichungen der 
zweiten Ordnung angeht, das -Interesse auf die merkwiirdigen Realitiits- 
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theoreme, welche hier stattfinden. Ich will dieselben hier in aller 
Kiirze bezeichnen: 

Man denke sich die Differentialgleichung in der Gestalt (1) gegeben 
und tibrigens der Bequemlichkeit halber einen singuliren Punkt ins 
Unendliche geworfen. Die (n—1) im Endlichen gelegenen singuliren 
Punkte mégen simmtlich als reell vorausgesetzt werden. Sie begriinzen 
dann (n—2) Intervalle der X-Axe und auf diese kann man irgend k 


reelle Punkte rein combinatorisch auf or). te Weisen ver- 
theilen. Dies ist nun genau die Zahl der zugehirigen Lameé’schen 
Polynome k Grades. An dieser Thatsache setzen die Realititstheoreme 
in ihrer modernen Form ein. Ich habe in Bd. 18 der Math. Annalen 
(1881) mit Riicksicht hierauf nur erst den Fall der mathematischen 
Physik in Betracht gezogen, wo die zweiten Exponenten der im End- 


lichen gelegenen singuliiren Punkte, die Gleichungsform (1) voraus- 
gesetzt, gleich +5 sind. Die Uebereinstimmung der beiden Zahlen 


ruht hier darauf, dass die simmtlichen existirenden Lamé’schen Polynome 
kes Grades reell sind, ferner, gleich Null gesetzt, lauter reelle Wurzeln 
ergeben, die in den (n—2) Intervallen liegen, und endlich durch die 
Vertheilungsweise auf die (w — 2) Intervalle individuell unterschieden sind. 
Es hat dann Herr Stieltjes 1884 in Band VI der Acta Mathematica 
gezeigt, dass der so formulirte Satz allgemein richtig ist, so lange nur 
die zweiten Exponenten der im Endlichen gelegenen singuléren Pumkte 
kleiner als + 1 bleiben. 

Ich habe es in meiner Vorlesung als meine besondere Aufgabe 
betrachtet, dem hier gewonnenen Resultate auf alle Weisen nach- 
zugehen. Insbesondere betrachte ich dabei die conforme Abbildung 
der Halbebene 2, welche der Quotient » zweier Particularlésungen 
y, und y, der Differentialgleichung (1) ergiebt. Wahlt man als den 
Nenner ¥, von 94 im Lamé’schen Falle das zugehérige Polynom, so 
geht » in bekannter Weise in das Integral einer multiplicativen Func- 
tion iiber; die conforme Abbildung auf die »-Ebene ergiebt daher 
geradlinige Polygone, deren Gestalt ich untersuche*). Es zeigt sich, 
dass die Grinze von Stieltjes eine genaue Griinze ist, indem einige der 
Lamé’schen Polynome imaginir werden kénnen oder doch imaginiire 
Wurzeln erhalten oder auch in der Vertheilungsweise ihrer reellen 
Wurzeln auf die (n—2) Intervalle tibereinstimmen kénnen, sobald auch 
nur einer der zweiten Exponenten der im Endlichen gelegenen singu- 
liren Punkte tiber den Werth + 1 hinauswiichst. Ich habe diese 


*) Man vergleiche hierzu die allgemeinen gestaltlichen Untersuchungen tiber 
geradlinige Polygone, welche Herr Schinflies in Bd, 42 dieser Annalen 
pag. 377ff. (1892) giebt, 
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Untersuchungen in meiner Vorlesung mit einer gewissen Ausfiihrlich- 
keit durckgefiihrt, um dadurch fiir die sogleich zu besprechenden 
allgemeinen Probleme zuverliassige Beispiele zu erhalten. Uebrigens 
muss ich anfiihren, dass sich Herr Van Vleck bereits vor drei 
Jahren in meinem Seminare mit der Discussion der Realitiatstheoreme 
fiir Fille jenseits der Stieltjes’schen Grinze erfolgreich beschaftigt hat. 


II,. Allgemeine Inbetrachtnahme der Periodicititssubstitutionen 
der linearen Differentialgleichungen. 


Hier werde ich zuniichst Einiges tiber die Riemann’schen Fragmente 
vom Jahre 1857 sagen diirfen. Riemann geht dort geradezu von den 
Periodicitiitssubstitutionen aus, welche die Lésungen einer linearen 
Differentialgleichung bei den Umliaufen auf der Riemann’schen Fliche 
erleiden, und fasst alle Differentialgleichungen, welche dieselben Sub- 
stitutionen liefern, zu einer Classe von Differentialgleichungen zusam- 
men. Man wolle dabei beachten, dass Riemann seiner allgemeinen 
Denkweise entsprechend die eigentliche Definition der betreffenden 
Functionen in den Periodicitiitssubstitutionen selbst sucht, dass fiir ihn 
also die lineare Differentialgleichung etwas Beiliiufiges ist, eine von 
den linearen Relationen, welche zwischen verwandten Functionen, 
d. h. eben Functionen derselben Classe, bestehen. Hierin ist eine 
doppelte Fragestellung eingeschlossen. Einmal wird man verlangen, 
wenn eine lineare Differentialgleichung oder irgend eine Relation 
zwischen verwandten Functionen vorgelegt ist, die Gesammtheit der 
verwandten Functionen in einfachster Weise darzustellen. Dies ist 
eine algebraische Aufgabe, deren Durchfiihrung, wie es scheint, keinerlei 
principielle Schwierigkeiten bietet, wenn selbige auch bislang noch nicht 
in systematischer Form vorliegen diirfte. Zweitens aber muss das 
Problem sein, ob man die Periodicititssubstitutionen ganz willkiirlich 
geben kaun, d. h. ob allemal auf gegebener Riemann’scher Fliche 
bei gegebenen Verzweigungspunkten zu gegebenen Substitutionen eine 
zugehdrige Classe verwandter Functionen existirt. Die von Riemann 
selbst begonnene Constantenzihlung zeigt, dass man zu dem Zwecke 
auf der Riemann’schen Fliiche eine gewisse Zahl beweglicher Neben- 
punkte einfiihren muss, d. h. solcher singuliirer Punkte, deren Um- 
kreisung die identische Substitution ergiebt, die also bei Aufstellung 
der Periodicitiitssubstitutionen nicht mitzihlen. Damit aber ist der 
Existenzbeweis nur erst vorbereitet. Ich habe meinen Zuhdrern seit 
lange vorgeschlagen, den Beweis bei den linearen Differentialglei- 
chungen der zweiten Ordnung in der Weise zu fiihren, dass man zu- 
nichst, den gegebenen Periodicititssubstitutionen entsprechend, einen 
n-Bereich construirt (der den Nebenpunkten entsprechend bewegliche 

6* 
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innere Verzweigungspunkte enthalten muss), und dann zeigt, dass 
dieser Bereich (eben vermége der beweglichen Verzweigungspunkte) 
allgemein genug ist, um jede mit einer bestimmten Zahl beliebig 
anzunehmender Verzweigungspunkte versehene Riemann’sche Fliche 
darzustellen. Doch scheint es fast, dass dieser Weg in iibergrosse 
Complicationen hineinfiihrt. Wenigstens haben die jetzt gliicklich zu 
Ende gefiihrten Untersuchungen von Herrn Schilling*) ergeben, 
dass die wirkliche Gestalt des 4-Bereichs schon im Falle p = 0, n = 3, 
sobald man ganz allgemeine Exponentendifferenzen zulisst, verwickelt 
genug ist. 

Man vergleiche auch hier die Theorie der Abel’schen Integrale. 
Der soeben an erster Stelle formulirten Aufgabe wiirde entsprechen, 
dass man verlangt, innerhalb noch niher vorzuschreibender Griinzen 
neben ein erstes gegebenes Integral alle anderen zu stellen, die sich 
von ihm nur um eine algebraische Function unterscheiden. Hier 
rubriciren also beispielsweise die Untersuchungen iiber die Kettenbruch- 
entwickelungen hyperelliptischer Integrale, welche Herr Van Vleck 
neuerdings eben unter den hier vorliegenden Gesichtspunkten zusam- 
menfassend behandelt hat**). Bei der zweiten Aufgabe wiirde man 
von einem Integrale auf gegebener Riemann’scher Fliiche bei gegebenen 
Verzweigungspunkten (d. h. logarithmischen Unstetigkeitspunkten) 
eine nach Willkiir vorgegebene Periodicitét verlangen miissen. Die 
Abzihlung zeigt, dass man zu dem Zwecke dem Integral von vorne- 
herein p algebraische Unstetigkeitspunkte beilegen muss. Von da 
aus erfolgt dann die Constantenbestimmung in einfachster Weise auf 
analytischem Wege, und es ist nicht néthig, auf die Hiilfsmittel der 
geometrischen Functionentheorie zu recurriren. 

Wie dem auch sei, jedenfalls sieht der auf Abel'sche Integrale 
beziigliche Riemann’sche Satz, von welchem in der Einleitung ge- 
sprochen wurde, den Gegenstand unter einem anderen Gesichtspunkte. 
Bei ihm gelten neben der Riemann’schen Fliche die simmtlichen 
Unstetigkeitspunkte des Integrals als gegeben, und es wird dann, um 
das Integral festzulegen, nur ein Theil der Periodicitatseigenschaften 
vorgeschrieben. Diesem letzteren Ansatze entspricht nun, was ich 
selbst bei den linearen Differentialgleichungen versucht und bis zu 
einem gewissen Grade in der vorliegenden Vorlesung durchgefiihrt 
habe. Gegeben ist die Riemann’sche Fliche mit simmtlichen auf ihr 
befindlichen singuliren Punkten; in der Differentialgleichung sind also 
nur noch die sogenannten accessorischen Parameter willkiirlich; man 


*) Geometrische Studien zur Theorie der Schwarz’schen s-Function; Theil I, 
diese Annalen Bd. 44 (1893), Theil II, Bd. 46 (1894). 
**) American Journal, t. 16 (1893). 
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soll diese accessorischen Parameter dadurch eindeutig festlegen, dass man 
die Periodicititssubstitutionen bestimmten Bedingungen unterwirft. Es 
sind zweierlei Bedingungssysteme, mit denen ich in der hiermit ge- 
gebenen allgemeinen Richtung bisher Erfolg gehabt habe. Leider 
ergeben beide nur ganz particulire Arten von Differentialgleichungen. 
Es handelt sich erstens um das Fundamentaltheorem der automorphen 
Functionen, zweitens um das sogenannte Oscillationstheorem. 


1. Von dem Fundamentaltheoreme der automorphen Functionen. 


Wir werden statt der Particularlésungen y,, y, der linearen 
Differentialgleichung wieder deren Quotienten 7 in Betracht ziehen. 
Dann besagt das Fundamentaltheorem, kurz ausgedriickt: dass man 
die accessorischen Parameter der Differentialgleichung jedesmal auf 
eine und nur eine Weise so festlegen kann, dass bei der Umkehr des 
Functionsverhiltnisses eindeutige automorphe Functionen eines be- 
stimmten ,,Typus“ entstehen (vergl. Bd, 21 dieser Annalen, pag. 206). 
Ich bin auf dieses Theorem in der gegenwirtigen Vorlesung nur bei- 
liufig eingegangen, da eine zusammenhiingende Darstellung der auto- 
morphen Functionen einer anderen Gelegenheit vorbehalten werden 
muss. Der Deutlichkeit halber will ich zufiigen, dass der einzige Fall 
dieses Theorems, welcher von Poincaré und Anderen behandelt 


worden ist, den ,,Haupttypus“ betrifft, in welchem ein einzelner 
Griinzkreis und keinerlei sonstige Grinzgebilde auftreten. 


2. Das Oscillationstheorem. 


Das Oscillationstheorem betrachtet Differentialgleichungen mit reellen 
Coefficienten und studirt den allgemeinen Verlauf ihrer reellen Lésungen 
y bei reell veriinderlichem x Man fragt, ob sich die y in einem 
Segmente der x-Axe oscillatorisch verhalten, bez. wie viele Oscillationen 
sie in demselben ausfiihren. In dieser Hinsicht hat zuerst Sturm 
bemerkt (in den Banden 1 und 2 von Liouville’s Journal, 1836 — 37), 
dass man unter geeigneten Verhiiltnissen einen in der Differential- 
gleichung vorkommenden Parameter eindeutig durch die Forderung 
festlegen kann, es solle in einem gegebenen Segmente der X-Axe 
eine gewisse Stiirke der Oscillation stattfinden. Dieses ist der ein- 
fachste Fall des Oscillationstheorems; derselbe ist in neuerer Zeit 
bekanntlich von Picard einer genaueren analytischen Untersuchung 
unterworfen worden. Ich selbst bin in Band 18 dieser Annalen (1881) 
zu einem weiteren Falle fortgeschritten, indem ich die gewdhnliche 
Lamé’sche Gleichung studirte: 
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und bemerkte, dass man hier die beiden Parameter A, B gleichzeitig 
eindeutig dadurch festlegen kann, dass man in zwei verschiedenen 
Segmenten der X-Axe bestimmte Oscillationsstirken verlangt. Ich bin 
beim Beweise von einfachen geometrisch-mechanischen Betrachtungen 
ausgegangen. Andererseits hatte ich bei Aufstellung des Theorems, 
ebenso wie Sturm, urspriinglich mathematisch-physikalische Fragen 
im Auge, nafmlich das Gesetz gewisser in der Potentialtheorie auf- 
tretender Reihenentwickelungen. Alle diese Betrachtungen sind seit- 
dem von Hrn. Bécher in seinem bereits im vorigen Referate ge- 
nannten und nunmehr erschienenen Werke weitgehend verfolgt*). Aber 
man kann das Theorem ebensowohi als ein rein functionentheoretisches 
gelten lassen. Es hat dann besonderes Interesse, die Oscillations- 
betrachtungen mit der geometrischen Gestalt desjenigen Kreisbogen- 
polygons in Verbindung zu bringen, auf welches der Quotient y zweier 
Particularlésungen y,, y, der Differentialgleichung die Halbebene 2 
abbildet. 

Von den ausfiihrlichen Betrachtungen, die ich in meiner Vorlesung 
betreffend das Oscillationstheorem gegeben habe, sollen hier nur solche 


hervorgehoben werden, welche sich in der Bécher’schen Darstellung 
nicht finden. 


a) Ich betrachte allgemeine Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten, die ich mir wieder der Formel (1) entsprechend normirt 
denken will. Die singuliren Punkte der Differentialgleichung seien, 
wenigstens zum Theil, selber reell. Ich habe dann untersucht, unter 
welchen Bedingungen man die Segmente, fiir welche man die Oscillations- 
bedingungen vorschreiben will, bis an die singuliiren Stellen heran- 
erstrecken kann. Hier zeigt sich die principielle Bedeutung der 
Stieltjes’schen Granze, Ueberschreitet man die Grinze, d. h. nimmt 
man den zweiten Exponenten eines zu (1) gehdrigen singuliren Punktes 
>-+1, so versagen fiir ein bis an den singuliren Punkt heranerstrecktes 
Segment die geometrisch -mechanischen Betrachtungen, auf denen der 
Beweis des Oscillationstheorems ruht. 


b) Die Kreisbogenpolygone habe ich ganz besonders fiir diejenigen 
Falle untersucht, in denen die zweiten Exponenten der in Betracht 


kommenden singuliren Punkte gleich +5 sind, d.h. das Polygon in 


den betreffenden Ecken rechte Winkel aufweist. Nehmen wir beispiels- 
weise die Differentialgleichung (5), Hier werden wir als Polygon der 
m-Ebene ein Kreisbogenviereck haben, welches bei «= a,b,c drei 
rechtwinkelige Ecken besitzt. Dagegen hingt der Winkel bei 2 = oo 
von dem Parameter A ab; setzt man A=n(n-+ 1), so wird der 


*) Ueber die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie, Teubner 1894, 
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betreffende Winkel = ae +) a. Man iibertrage dieses Kreisbogen- 


viereck durch stereographische Projection auf eine Kugel und definire 
nun die Lénge oder Amplitude der einzelnen von zwei rechten Winkeln 
begriinzten Kreisbogenseite ganz ahnlich, wie man es beim sphirischen 
Dreiecke macht. Zu dem Zwecke wird man vor allen Dingen die 
n- Kugel selbst als Fundamentalfliche der zu benutzenden projectiven 
Maassbestimmung einfiihren. Handelt es sich dann um die Linge der 
Kreisbogenseite ab, so bestimme man vorab den Winkel, den die 
beiden Ebenen, welche die an ab angrinzenden Kreisbogenstiicke da 
und be, im Sinne der Maassbestimmung mit einander bilden. Dieser 
Winkel hat oo viele Werthe, welche sich aus einem, g,, in der 
Gestalt ma -—+ g, ergeben, unter m eine beliebige ganze Zahl ver- 
standen, Als Amplitude von ab werde ich denjenigen dieser unendlich 
vielen Winkel bezeichnen, welcher der Art und Weise entspricht, wie 
sich die Seite ab zwischen den begriinzenden Ebenen hinerstreckt. Zeichnet 
man eine Figur, so ist sofort klar, was hiermit gemeint ist. Wir 
miissen dabei ersichtlich drei Fille unterscheiden, jenachdem die 
Schnittlinie der beiden begriinzenden Ebenen die 7- Kugel trifft, be- 
riihrt, oder nicht trifft. Im ersten Falle wird g, eine nicht ver- 
schwindende reelle Grésse vorstellen, im zweiten Falle gleich Null 
und im dritten rein imaginiir anzunehmen sein. Ich bezeichne dem- 
entsprechend die Amplitude der Kreisbogenseite ab beziehungsweise 
als elliptisch, parabolisch, hyperbolisch. — Die weitere Untersuchung 
zeigt schliesslich, dass die Oscillationsbedingung, welche dem Intervall 
ab der X-Axe im Sinne des Oscillationstheorems auferlegt werden 
soll, dahin umgesetzt werden kann, dass man fiir die Kreisbogenseite 
ab eine bestimmte elliptische Amplitude vorschreibt. 

c) Ich will jetzt annehmen, dass die Differentialgleichung (5) 
dadurch festgelegt sei, dass man fiir die Intervalle ab und be zwei 
bestimmte elliptische Amplituden vorgibt. Die Betrachtung des zu- 
gehérigen Kreisbogenpolygons lehrt dann noch ein Weiteres; sie lisst 
nimlich erkennen, wie die anderen Kreisbogenseiten des Polygons 
verlaufen und gestattet von da aus einen Schluss auf das Verhalten 
der Differentialgleichung in den anderen Intervallen der X-Axe. Die 
solecherweise entstehenden Beziehungen entsprechen genau den Er- 
ginzungsrelationen der sphirischen Trigonometrie, deren Bedeutung 
fiir die hypergeometrische Function im vorigen Referate hervorgehoben 
wurde. — 

Als ein besonderes Beispiel, bei welchem alle diese Ansiitze a), 
b), c) zur Geltung gelangen, habe ich schliesslich den Hermite’schen 
Fall der Lamé’ schen Gleichung gewahlt, d.h. eben die Gleichung (5), 
mit der besonderen Massnahme, dass wir fiir A den Werth n(n + 1) 
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eintragen, unter m eine irgendwie vorzugebende ganze Zahl verstanden. 
Wir haben dann nur den einen Parameter B zur freien Verfiigung. 
Die Resultate, welche betreffs dieser Gleichung in meiner Vor- 
lesung ausfiihrlich abgeleitet werden, finden sich zum Theil bereits 
in einem kleinen Aufsatze, den ich in Bd, 41 dieser Annalen (1891) 
publicirte, nur dass ich dort nicht direct die ,, Amplituden“ der einzelnen 
Kreisbogenseiten betrachte, sondern nur die ,,Charakteristiken“ der- 
selben, d.h. die ganzzahligen Multipla von 27, welche in den Ampli- 
tuden enthalten sind. Fihrt man die Amplituden selbst ein, so ver- 


volistiindigen sich die damaligen Figuren. Man nehme folgende Figur 
fir n= 3: 
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Die Ebene (x, B) ist hier — den damaligen Erliuterungen ent- 
sprechend — durch die fiinf horizontalen Geraden B= B,,... B, 
und die drei verticalen Linien 4 —a,b,c in 24 Felder zerlegt, von 
denen die schraffirten hyperbolischen , die anderen elliptischen Charakter 
haben, d. h. solche Stiicke der X-Axe enthalten, welche fiir die zu- 
gehérigen Werthe von B hyperbolische, bez. elliptische Amplituden 
aufweisen. Die einzelnen Stiicke der horizontalen Grinzlinien B,,...B, 
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{welch’ letztere den hier auftretenden Fiillen Lamé’scher Polygone 
entsprechen} haben natiirlich parabolischen Charakter. Derselbe ist 
dadurch niher bezeichnet, dass in der Figur jedem einzeluen Stiicke 
dieser Griinzlinien seine parabolische Amplitude, also ein bestimmtes 
Multiplum von z, beigesetzt ist. In die verschiedenen Felder der 
beiden verticalen Mittelstreifen sind jetzt zur Bezeichnung der zu- 
gehdrigen elliptischen und hyperbolischen Amplituden die Buchstaben 
g und wy eingetragen. Unter gm hat man sich dabei eine reelle Grésse 
zu denken, welche ihrem Betrage nach zwischen den parabolischen 
Amplituden liegt, die das jeweilige Feld horizontal eingriinzen. In 
dem obersten Felde des rechtsseitigen und dem untersten Felde des 
linksseitigen Mittelstreifens (die sich beide in’s Unendliche ziehen), ist 
dies so zu verstehen, dass m in ihnen von dem parabolischen Griinz- 
werthe 3a beginnend unbegriinzt in’s Unendliche zunimmt. — Das » 
hinwieder ist eine complexe Grésse, deren reeller Bestandtheil in dem 
einzelnen hyperbolischen Felde einen constanten Betrag hat, — den- 
selben, den die parabolischen Amplituden der begriinzenden horizontalen 
Linien besitzen. — Aus diesen g, w~ der einzelnen Felder der beiden 
Mittelstreifen berechnen sich dann die elliptischen und hyperbolischen 
Amplituden der entsprechenden Felder der beiden Seitenstreifen so, 
wie es in der Figur eingetragen ist. Man sieht, dass fiir jeden Werth 
von B zwei der Amplituden durch die beiden anderen bestimmt sind. 
Dies ist, im vorliegenden Falle, das Analogon der Erginzungsformeln 
der sphirischen Trigonometrie*), 

Ich habe noch hervorzuheben, in welcher Beziehung das hier mit- 
getheilte Schema zum Oscillationstheorem steht. Die Hermite’sche 
Gleichung enthalt, wie wir schon sagten, bei festgehaltenem » nur 
den einen Parameter B; es handelt sich bei ihr also um ein Beispiel, 
das sich neben die yon Sturm untersuchten Fiille stellt. Wir werden 
fiir dieses Beispiel das Oscillationstheorem insbesondere dahin aus- 
sprechen kénnen: dass das B eindeutig gegeben ist, sobald man fiir 
eines der beiden mittleren Intervalle der X-Axe, ab oder be, eine 
bestimmte elliptische Amplitude vorschreibt. Diese Aussage ist mit 
unserer Figur vertriiglich; sie vervollstiindigt dieselbe aber noch durch 
die Angabe, dass innerhalb der elliptischen Felder des Streifens ab das 
y bei wachsendem B stetig abnimmt, innerhalb der elliptischen Felder 
des Streifens be aber stetig zunimmt. B wird eine eindeutige Func- 
tion des auf den einzelnen Mittelstreifen treffenden @ sein, die allemal, 
wenn ein hyperbolisches Feld iibersprungen wird, eine Unterbrechung 
der Stetigkeit erleidet. Man beachte, dass die gleiche Behauptung fir 


*) Vergl. hierzu die allgemeinen Untersuchungen von Herrn Schénflies 
iiber Kreisbogenvierecke in Bd. 44 dieser Annalen (1893). 
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die elliptischen Amplituden der beiden dusseren Streifen unserer Figur 
keineswegs aufgestellt werden kann. Vielmehr hat z. B. im Streifen 
linker Hand das m Werthe zwischen 0 und z, sowohl wenn B zwischen 
B, und B, als wenn es zwischen B, und B, liegt. Das Oscillations- 
theorem gilt also nicht mehr fiir die elliptischen Amplituden der dusseren 
Intervalle. Es stimmt dies damit, dass bei dem singuliren Punkte 
x=co die Stieltjes’sche Griinze iiberschritten ist. — 

Zum Schlusse darf ich noch bemerken, dass die im vorliegenden 
Referate beriihrten Entwickelungen, welche im Vorlesungshefte mit 
aller erforderlichen Ausfiihrlichkeit gegeben werden, zum Theil bereits 
in einer Vorlesung tiber Lamé’sche Functionen enthalten waren, die 
ich im Winter 1889—90 gehalten habe*), dann aber zum ersten Male 
im Zusammenhange in den Vorlesungen iiber lineare Differential- 
gleichungen entwickelt wurden, die ich von Herbst 1890—1891 ge- 
geben habe. Diese letzteren Vorlesungen sind, wie ich in meinem 
vorigen Referate bemerkte, in einer kleineren Zahl von Exemplaren 
ebenfalls autographirt verbreitet. Der Vergleich wird zeigen, dass ich 
damals mit meinen Behauptungen sogar wesentlich weiter gegangen 
bin, als dieses Mal. Ich habe dann freilich gleich gegen Schluss der 
Vorlesung bemerkt, dass die simmtlichen Angaben der erneuten Controle 
bediirfen, Ich hatte den Gegenstand zu Anfang fiir einfacher gehalten, 
als er in Wirklichkeit ist. Insbesondere habe ich jetzt einige Aussagen 
berichtigen miissen, die mit der Grianze von Stieltjes zusammen- 
hingen, deren fundamentale Bedeutung ich damals noch nicht erkannt 
hatte. 


Géttingen, den 16. September 1894. 


*) Vergl. die Mittheilung in den Gittinger Nachrichten vom Mirz 1890 (die 
nur zum Theil in Band 38 dieser Annalen abgedruckt ist). 
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Ueber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier 
Punkte. 


(Aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe). 
Von 


Davi Husert in Kbnigsberg i. Pr. 


Nehmen wir die Punkte, die Geraden und die Ebenen als Elemente, 
so kénnen zur Begriindung der Geometrie die folgenden Axiome dienen : 

1, Die Axiome, welche die Verkniipfung dieser Ele- 
mente untereinander betreffen; kurz zusammengefasst, lauten 
dieselben, wie folgt: 

Irgend 2 Punkte A und B bestimmen stets eine Gerade a. — 
Irgend 3 nicht auf einer Geraden gelegenen Punkte A, B, C bestim- 
men eine Ebene a. — Wenn 2 Punkte A, B einer Geraden a in 
einer Ebene @ liegen, so liegt die Gerade a vollstiindig in der Ebene 
«. — Wenn 2 Ebenen a, 6 einen Punkt A gemein haben, so haben 
sie wenigstens noch einen weiteren Punkt B gemein. — Auf jeder 
Geraden giebt es wenigstens 2 Punkte, in jeder Ebene wenigstens 3, 
nicht auf einer Geraden gelegene Punkte, und im Raume giebt es 
wenigstens 4 nicht in einer Ebene gelegene Punkte. — 

2. Die Axiome, durch welche der Begriff der Strecke 
und der Begriff der Reihenfolge von Punkten einer Ge- 
raden eingefiihrt wird. Diese Axiome sind von M. Pasch*) zuerst 
aufgestellt und systematisch untersucht worden; dieselben sind im 
wesentlichen folgende: 

Zwischen 2 Punkten A, B einer Geraden giebt es stets wenigstens 
einen dritten Punkt C der Geraden. — Unter 3 Punkten einer Ge- 
raden giebt es stets einen und nur einen, welcher zwischen den beiden 
anderen liegt. — Wenn A, B auf der Geraden a liegen, so giebt es 
stets einen Punkt C der niamlichen Geraden a, so dass B zwischen 
A und C liegt. — Irgend 4 Punkte A,, A,, A,, A, einer Geraden a 


*) Vgl. Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Teubner 1882. 
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kénnen stets in der Weise angeordnet werden, dass allgemein 4; 
zwischen A, und A; liegt, sobald der Index h kleiner und k grésser 
als ¢ oder umgekehrt der Index & kleiner und h grosser als ¢ ist. — 
Jede Gerade a, welche in einer Ebene @ liegt trennt die Punkte dieser 
Ebene @ in 2 Gebiete von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt A 
des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt A’ des anderen Gebietes 
zusammen eine Strecke AA’, innerhalb welcher ein Punkt der Ge- 
raden a liegt; dagegen bestimmen irgend 2 Punkte A und B des 
nimlichen Gebietes eine Strecke AB, welche keinen Punkt der Ge- 
raden a enthilt, 

3. Das Axiom der Stetigkeit, welchem ich folgende Fassung 
gebe: 

Wenn A,, A,, A;,... eine unendliche Reihe von Punkten einer Ge- 
raden a sind und B ein weiterer Punkt auf a ist, von der Art, dass 
allgemein A; zwischen A, und B liegt, sobald der Index h kleiner 
als i ist, so giebt es einen Punkt C, welcher folgende Eigenschaft 
besitzt: simmtliche Punkte der unendlichen Reihe A,, A,, Ay, . 
liegen zwischen A, und C und jeder andere Punkt C’, fiir welchen dies 
ebenfalls zutrifft, liegt zwischen C und B. 

Auf diese Axiome lisst sich in vollkommener Strenge die Theorie 
der harmonischen Punkte griinden, und wenn wir uns derselben in 
aibnlicher Weise bedienen, wie dies F, Lindemann*) thut, so gelangen 
wir zu folgendem Satze: 

Jedem Punkte kann man 3 endliche reelle Zahlen x, y, 2 und 
jeder Ebene eine lineare Relation zwischen diesen 3 Zahlen z, y, z 
zuordnen, derart, dass alle Punkte, fiir welche die 3 Zahlen z, y, z 
die lineare Relation erfiillen, in der betreffenden Ebene liegen und 
dass umgekehrt allen in dieser Ebene gelegenen Punkten Zahlen gz, y, ¢ 
entsprechen, welche der linearen Relation geniigen. Werden ferner 
“x, y, 2 als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im gewéhn- 
lichen Euklidischen Raume gedeutet, so entsprechen den Punkten des 
urspriinglichen Raumes Punkte im Inneren eines gewissen nirgends 
concaven Kérpers des Euklidischen Raumes und umgekehrt entsprechen 
allen Punkten im Innern dieses nirgends concaven Kérpers Punkte 
unseres urspriinglichen Raumes: «unser urspriinglicher Raum ist mithin 
auf das Innere eines nirgends concaven Korpers des Euklidischen Raumes 
abgebildet. 

Hierbei ist unter einem nirgends concaven Kérper ein Kérper von 
der Beschaffenheit verstanden, dass, wenn man 2 im Inneren des 
Kérpers gelegene Punkte miteinander durch eine Gerade verbindet, 
der zwischen diesen beiden Punkten gelegene Theil der Geraden ganz 


*) Vgl. Vorlesungen iiber Geometrie Bd, If. Theil 1, S. 433 u. f. 
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in das Innere des Korpers fallt. Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam 
zu machen, dass diesen hier auftretenden nirgends concaven Kérpern 
auch in den zahlentheoretischen Untersuchungen von H. Minkowski*) 
eine wichtige Rolle zukommt, und dass H. Minkowski fiir dieselben 
eine einfache analytische Definition gefunden hat. 

Wenn umgekehrt im Euklidischen Raume ein beliebiger nirgends 
concaver Koérper gegeben ist, so definirt derselbe eine bestimmte 
Geometrie, in welcher die genannten Axiome simmtlich giiltig sind: 
jedem Punkt im Inneren des nirgends concaven Koérpers entspricht ein 
Punkt in jener Geometrie; jeder durch das Innere des Kérpers gehen- 
den Geraden und Ebene des Euklidischen Raumes entspricht eine 
Gerade beziiglich Ebene der allgemeinen Geometrie; den auf der Grenze 
oder ausserhalb des nirgends concaven Kérpers gelegenen Punkten 
und den ganz ausserhalb des Kérpers verlaufenden Geraden und 
Ebenen des Euklidischen Raumes entsprechen keine Elemente der all- 
gemeinen Geometrie. Der obige Satz iiber die Abbildung der Punkte 
in der allgemeinen Geometrie auf das Innere des nirgends concaven 
Kérpers im Euklidischen Raume driickt somit eine Eigenschaft der 
Elemente der allgemeinen Geometrie aus, welche inhaltlich mit den 
anfangs aufgestellten Axiomen vollkommen gleichbedeutend ist. 

Wir definiren nun den Begriff der Linge einer Strecke AB in 
unserer allgemeinen Geometrie und bezeichnen zu dem Zwecke die- 
jenigen beiden Punkte des Euklidischen Raumes, welche den Punkten 
A und B des urspriinglichen Raumes entsprechen, ebenfalls mit A und 
B; wir verlingern davn die Gerade AB im Euklidischen Raume iiber 
A und B hinaus, bis dieselbe die Begrenzung des nirgends concaven 
Kérpers in den Punkten X beziiglich Y trifft und bezeichnen allgemein 
die Euklidische Entfernung zwischen irgend 2 Punkten P und @ des 


Euklidischen Raumes kurz mit P@; dann heisst der reelle Werth 
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die Lange der Strecke AB in unserer allgemeinen Geometrie. Wegen 
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ist diese Liinge stets eine positive Grdsse. 
Es lassen sich leicht die Higenschaften des Begriffs der Linge 
aufzihlen, welche mit Nothwendigkeit auf einen Ausdruck der an- 


gegebenen Art fir AB fiihren; doch unterlasse ich dies, damit ich 
durch diesen Brief nicht allzusehr Ihre Aufmerksamkeit ermide. 


*) Vgl. Geometrie der Zahlen. Teubner 1895, 
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Die aufgestellte Formel fiir AB \ehrt zugleich, in welcher Weise 
diese Grésse von der Gestalt des nirgends concaven Kérpers abhiingt. 
Halten wir naimlich die Punkte A und B im Inneren des Kérpers 
fest und findern nur die Begrenzung des Kérpers derart, dass der 
Grenzpunkt X sich nach A hinbewegt und Y sich dem Punkte B 
nahert, so ist klar, dass jeder der beiden Quotienten 


und folglich auch der Werth von AB sich vergrossert. 

Es sei jetzt im Inneren des nirgends concaven Kérpers ein Dreieck 
ABC gegeben. Die Ebene a desselben schneidet aus dem Kérper ein 
nirgends concaves Oval aus. Wir denken uns ferner jede der 3 Seiten 
AB, AC, BC des Dreieckes iiber beide Endpunkte hinaus verlingert, 
bis sie die Begrenzung des Ovals beziiglich in den Punkten X und Y, 
U und V, T und Z schneiden; dann construiren wir die geraden 
Verbindungslinien UZ und ZV und verliingern dieselben bis zu ihrem 
Durchschnitt W; ihre Schnittpunkte mit der Geraden X Y bezeichnen 


Aw 
i 
fe | 





te 


wir mit X’ beziiglich Y’. Wir legen nunmehr statt des urspriinglichen 
nirgends concaven Ovals in der Ebene « das Dreieck U WZ’ zu Grunde 
und erkennen leicht, dass in der durch dieses Dreieck bestimmten ebenen 


. . eo =; . . . . . 
Geometrie die Lingen AC und BC die gleichen ‘sind, wie in der 
urspriinglichen Geometrie, wihrend die Liinge der Seite AB durch 
die vorgenommene Aenderung vergréssert worden ist. Wir bezeichnen 
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die neue Liinge der Seite AB zum Unterschiede von der urspriinglichen 
Lange AB wit AB; dann ist AB> AB. 


Es gilt nun fiir die Liingen der Seiten des Dreiecks ABC die 
einfache Beziehung 


AB = 40+ BO, 
Zum Beweise verbinden wir W mit C und verliingern diese Gerade 
bis zum Durchschnitt D mit AB. Nach dem bekannten Satze vom 


Doppelverhiltniss ist dann wegen der perspectiven Lage der beiden 
Punktreihen X’, A, D, Y’ und U, A, C, V 


Die Multiplication beider Gleichungen ergiebt 


YA XB _ 
YB XA 
und diese neue Gleichung beweist meine Behauptung. 

Aus obiger Untersuchung erkennen Sie, dass lediglich auf Grund 
der zu Anfang meines Briefes aufgezihlten Axiome der allgemeine 
Satz gilt: 

In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten grisser oder gleich 
der dritten Seite. 

Zugleich ist klar, dass der Fall der Gleichheit dann und nur 
dann vorkommt, wenn die Ebene @ aus der Begrenzung des nirgends 
concaven Kérpers zwei gerade Linienstiicke UZ und 7'V aus- 
schneidet. Die letztere Bedingung lisst sich auch ohne Zuhilfenahme 
des nirgends concaven Kérpers ausdriicken. Sind nimlich irgend 2 
in einer Ebene « gelegene und in einem Punkte C sich schneidende 
Geraden a und b der urspriinglichen Geometrie gegeben, so werden 
im Allgemeinen in jedem der 4 in « um C herum entstehenden ebenen 
Winkelriiume solche gerade Linien vorhanden sein, welche keine der 
beiden Geraden a und b schneiden; sind jedoch insbesondere in 2 sich 
gegeniiberliegenden ebenen Winkelriumen keine solchen geraden 
Linien vorhanden, so ist die fragliche Bedingung erfiillt, und es giebt 
dann stets Dreiecke, fiir welche die Summe eweier Seiten gleich der 
dritten ist. In dem betrachteten Falle ist also zwischen gewissen 
Punkten A und B ein aus 2 geradlinigen Stiicken zusammengesetzter 
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Weg mdglich, deren Gesammtlinge gleich der directen Entfernung 
der beiden Punkte A und B ist; es lisst sich ohne Schwierigkeit 
zeigen, dass alle Wege zwischen den beiden Punkten A und B von 
derselben Eigenschaft sich aus den construirten Wegen zusammensetzen 
lassen und dass die tibrigen Verbindungswege von grisserer Gesammt- 
linge sind. Die niihere Untersuchung dieser Frage nach den kiirzesten 
Wegen ist leicht ausfiihrbar und bietet ein besonderes Interesse in 
dem Falle, dass fiir die Begrenzung des nirgends concaven Kérpers 
ein Tetraeder zu Grunde gelegt wird. 

Zum Schluss erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, dass ich bei 
der vorstehenden Entwicklung stets den nirgends concaven Kérper als 
ganz im Endlichen gelegen angenommen habe. Wenn jedoch in der 
durch die urspriinglichen Axiome definirten Geometrie eine Gerade und 
ein Punkt vorhanden ist von der Eigenschaft, dass durch diesen Punkt 
zu der Geraden nur eine einzige Parallele méglich ist, so ist jene 
Annahme nicht gerechtfertigt. Es wird leicht erkannt, welche Ab- 
ainderungen meine Betrachtung dann zu erfahren hat. 


Kleinteich bei Ostseebad Rauschen, den 14. August 1894. 





Ueber isometrische Flachen. 
Von 


A. Voss in Wiirzburg. 


Man pflegt zwei Flachen, welche in correspondirenden Punkten 
dasselbe Lingenelement besitzen, auf einander abwickelbar zu nennen. 
Diese Bezeichnung scheint indessen die Vorausseizung einer continuir- 
lichen Deformation durch Biegung einzuschliessen, durch welche die 
eine Fliiche auf der anderen ausgebreitet wird. Es scheint mir daher, 
so lange man nicht speciell mit der Frage sich beschiiftigt, wie die 
Abwickelung wirklich realisirt werden kénne, zweckmissiger, zwei 
Flichen mit gleichem Lingenelement als isometrisch auf einander be- 
zogen oder kurz isometrisch zu nennen. Auf zwei solchen Flichen 
existirt nun — von dem Falle der mit ihren Erzeugenden auf einander 
bezogenen Developpabelen abgesehen — immer mindestens ein reelles 
Coordinatensystem, fiir welches nicht allein die Fundamentalgréssen 
erster Oidnung e, f, g einander gleich, sondern auch die der zweiten 
Ordnung EL, F, G nur durch ihre Vorzeichen von einander abweichen. 
Ein solches Coordinatensystem bezeichne ich in § 2 als ein charakte- 
ristisches Coordinatensystem. Die Aufsuchung aller charakteristischen 
Systeme auf einer gegebenen Fliche schliesst natiirlich die der Funda- 
mentalgréssen aller zu dieser isometrischen ein. Im § 3 sind einige 
Flichengattungen besprochen, welche besonders einfache charakteristische. 
Systeme besitzen; der letzte endlich erértert den Zusammenhang dieser 
Systeme mit den kleinen Deformationen der Fliche. 


§ 1. 
Curven gleiclter Normalkriimmung auf zwei isometrischen Flichen. 


Sind fiir zwei Flichen die Fundamentalgréssen erster Ordnung 
e, f, g dieselben; d. h. sind sie isometrisch auf einander bezogen, 
wihrend die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung durch E, F, G 
E’, F’, G’ bezeichnet werden, so bleiben bekanntlich die geoditischen 


Mathematische Annalen. XLVI, 7 
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Kriimmungen correspondirender Curven ungeindert. Versteht man 
unter *) . die Normalkriimmungen derselben, welche durch die Aus- 
1 

driicke 

1 Edw42Fdudv+ Gav 

rs amis = ds? ? 

E'dw+2F'dudv+ G'dv® 

1 ds* 








gegeben sind, so zeigt sich, dass durch jeden Punkt Richtungen gehen, 
fiir welche 
1 1 


a OF 
wird, bestimmt durch die beiden Gleichungen: 
p  E-E) dw + 2F—F')du dv + G—G@') dv? = 0, 
OQ) (ELE) dw + 2(F+F?) du dv + (G+G’) dv? =0 


fiir welche also die Quadrate der Normalkriimmungen gleich sind. Da 
nun das Quadrat der totalen Kriimmung einer Curve auf der Fliche 
gleich der Summe der Quadrate der normalen und der geoditischen 
Kriimmung ist, so haben diese Richtungen die ausgezeichnete Eigen- 
schaft, dass alle correspondirenden Curven, welche sie beriihren, die 
niimliche totale Kriimmung (im absoluten Sinne) besitgen. 

Nach den Gleichungen (1) gehen durch jeden Punkt im allgemeinen 


vier paarweise zusammengehérende Richtungen dieser Art*), falls 
nicht unendlich viele vorhanden sind. In Bezug auf die Realitét der- 
selben scheint mir das folgende Theorem von Interesse zu sein: 

Bei zwei isometrischen F lichen, welche nicht lediglich durch ihre 
Lage von einander verschieden sind, existiren — von dem einzigen 
Falle abgesehen, wo beide developpabel und mit ihren Erzeugenden 
auf einander bezogen sind — und ferner abgesehen von solchen 
Punkten, welche keinen zusammenhingenden Fliachentheil erfiillen, immer 
(mindestens) zwei reelle und von einander verschiedene Richtungen, fiir 
welche die Quadrate der Normalkriimmungen einander gleich sind. 

Dabei soll vorausgesetzt werden, dass die Flichen sich in der Nihe 
des zu betrachtenden Punktes reguldr verhalten, also namentlich auch 
die Fundamentalgréssen simmtlich endliche und bestimmte Werthe 
haben, ferner, dass die Fliichen nicht lediglich durch ihre Lage von 
emander verschieden sind, also durch Bewegung oder Spiegelung aus 
einander abgeleitet worden sind, in welch’ letzterem Falle offenbar je 


zwei correspondirende Richtungen die genannte Eigenschaft haben 
wiirden. 


*) Ueber den Zusammenhang derselben mit den Indicatricen vergl, die 
Schlussbemerkung zu § 4, 
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Bezeichnet man mit A,, A, die Discriminanten der beiden Glei- 
chungen (1) so ist 
. 4,= (£G+ EG —2FF’)—2K, 
(2) A, = — (E'G + EG’ — 2FF’) — 2K, 
wenn unter K der gemeinsame Zihler 

EG — F? = E'G' — F” 
des Kriimmungsmasses verstanden wird. Es ist also auch 
A, + A, = — 4K. 

Sind nun beide Flichen negativ gekriimmt, also K negativ, so ist 
sicher eine der Gréssen A,, A, positiv, d. h. es sind mindestens zwei 
reelle von einander verschiedene Richtungen jener Art vorhanden. Denn 
selbst wenn A, gleich Null wire, wiirde dann noch A, jedenfalls von 
Null verschieden und positiv sein. 

Ist dagegen K positiv, so ist die Summe A, + A, negativ. Aber 
man kann leicht zeigen, dass eine der Discriminanten positiv sein muss, 
wahrend dann selbstverstiindlich die andere negativ ausfallt, so dass in 


diesem Falle nur zwei reelle Richtungen vorhanden sind. Denn die 


Gleichung 
E— ok F—ef’| 
(3) 


F—eF G— 9@|~° 


hat bei positivem K nur reelle Wurzeln.*) 


Es ist also auch ihre Discriminante 
A=(£'G+ G’E—2FF) —4K?=—A,A, 
immer positiv. Mithin sind A, und A, von entgegengesetztem Zeichen, 
wie zu zeigen war. 


Kine besondere Ueberlegung aber erfordert hier die Méglichkeit, 
dass auch A gleich Null sein kénnte, in welchem Falle nicht mehr 


*) Auf der Betrachtung einer dbhnlichen quadratischen Gleichung beruht auch 
der Beweis des Tissot’schen Satzes iiber zwei auf einander bezogene Flichen. 
Von den reellen oder imaginiiren Wurzeln der Gleichung (3) hingt tibrigens auch 
ab, ob das gemeinsame conjugirte Coordinatensystem zweier solchen Flichen reell 
oder imaginiir ist. 

Sieht man von der Voraussetzung, dass die beiden Flichen isometrisch sind, 
ab, und bezeichnet die beiden Zihler ihrer Kriimmungsmasse mit K, und K,, so 
treten, wenn man zur Abkiirzung 

EG'+GE —2FF'=8 
setzt, an Stelle der beiden Gleichungen des Textes die folgenden 
Ay -+- A, a aaadinaaal 2(K,+ K), 
— AA, = A — (K,—,)*, 4=S*—4K,K,, 
aus denen sich nur zum Theil einfache Schliisse hinsichtlich der Realitit ziehen 
lassen, 


q* 
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zwei von einander verschiedene Richtungen vorhanden wiren. Wenn 
aber jene Richtungen fiir jede Stelle eines zweidimensionalen Gebietes 
coincidirten, so kénnte man die aus ihnen gebildeten Curven zu Curven 
v = Const. wihlen. Dann wiire jedenfalls EK = E’, falls man die 
Richtung der Normale der zweiten Fliiche in geeigneter Weise be- 
stimmt, wie man aus dem Ausdrucke 
eu e az 

E=prat qsat! xa 
in dem p, gq, r die Richtungscosinus der Normale bedeuten, erkennt. 
Unter dieser Voraussetzung ist nun 


EG=F? +K, 
EG’ =F°+K 
und zugleich wird nach (2) 
A= (FF, 
A, = — (F—F’y -- 4K. 
Koénnte aber A, verschwinden — bei A, ist dies wegen des positiven K 
ohnehin ausgeschlossen — so wiire =F’, woraus dann auch G=G’ 
folgen wiirde. Dann aber sind die beiden Fliichen nach dem bekannten 


Bonnet’schen Fundamentalsatze der Fliichentheorie*) nur durch ihre 
Lage verschieden, Dieser Schluss wiirde nur dann nicht zutreffend 


sein, wenn £ selbst Null sein kénnte; dies ist bei einer positiv ge- 
kriimmten Fliche aber ebenfalls ausgeschlossen. Daher kénnen Punkte, 
in denen eine der Discriminanten bestiindig Null ist, nur vereinzelt 
liegen oder auf einzelnen Curven angeordnet sein. 

Wenn endlich beide Flichen die Kriimmung Null haben, so wiirde 
ein Verschwinden der Discriminanten nur dann stattfinden kénnen, 
wenn 


(4) E'G + EG’ —2FF'=0 

ist, wihrend andernfalls eine derselben positiv sein muss. Hier kann 
man nun der Voraussetzung zufolge den Fall ausschliessen, dass 
E, F, G iiberhaupt Null sind. Denn die erstere Fliche ist dann 
nothwendig eine Ebene, auf welche die zweite mit ihren Erzeugenden 
abgebildet ist. Wiire dagegen E gleich Null, so ist zufolge der 
Gleichungen 

EG — F* = E’G' — F"?*=0 

auch F Null, mithin nach (4) L’G =O. Hieraus folgt dann, da G 
nicht Null sein kann, dass auch E’ gleich Null sein muss, was wieder 


*) Bonnet, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface 
donnée, Deuxiéme partie, Journal de l’Kcole polytechnique, Tome XXV, Cah. 42, 
pag. 34 (1867). 
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F’ =0 nach sich zieht. In diesem Falle sind also alle vier Richtungen 
reell, sie fallen aber in eine einzige zusammen, niimlich in die Richtung 
dv = 0 der Erzeugenden. 

Ist dagegen EF nicht Null, so kann man jedenfalls in jedem Punkte 
soleche Richtungen angeben, fiir welche entsprechende Fundamental- 
gréssen gleich werden. Setzt man dann diese Richtungen fir die 
der Curven v = Const. voraus, so ist demnach E = E’, wo nun E 
nicht Null sein mége. Dann aber folgt aus (4) 


E(G+@’) —2FF' =0 


EG=F?, EG’=F", 
wodurch die erste Gleichung in 
(F— FF’ =0 
iibergeht. Wiederum wiirden also die beiden Flichen nicht wesentlich 
von einander verschieden sein. 

Die Gleichung (3) entscheidet tibrigens auch, wann im Falle eines 
negativen K vier reelle Richtungen vorhanden sind. Hat nimlich jene 
Gleichung zwei reelle Wurzeln, so haben die beiden Discriminanten 
A, und A, entgegengesetzte Zeichen. Fallen die beiden Wurzeln zusam- 
men, so ist eine der Gréssen A, und A, sicher positiv; sind endlich 
die Wurzeln imaginiir, so sind A, und A, beide positiv, also alle 
Richtungen reell. — , 

Wahlt man nun jene Richtungen zu Tangenten eines Curvensystems 
auf der Flache und bestimmt die Richtung der Normalen in geeigneter 
Weise, so ergiebt sich der folgende Satz: 

Zwei isometrische F lichen kinnen — abgesehen von dem Falle 
zweier durch ihre Erzeugenden auf einander bezogenen Developpabelen — 
immer auch so reell auf einander bezogen werden, dass die Fundamental- 
groéssen zweiter Ordnung in dew Bezichung 


E’= E, G’: G, f° =—F 


und zugleich ist 


oder auch 
Y =—E, G=—_-—G, F’'= F 


stehen. Bei positiv gekriimmten Fliichen kann diese Darstellung tiber 
gewisse Punkte, die entweder vereinzelt liegen oder ein eindimensio- 
nales Gebiet erfiillen, indess nicht reell fortgesetzi werden. Bei negativ 
gekriimmten Theilen ist zwar jene Darstellung immer reell méglich, 
indess kann es auch hier erforderlich sein, einen Wechsel in der 
analytischen Auffassung eintreten zu lassen. 
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§ 2. 
Das charakteristische Coordinatensystem auf zwei isometrischen 
Flaichen. 


Ich bezeichne nun ein Coordinatensystem auf einer Fliiche, vermége 
dessen sie auf eine zweite isometrische in der im vorigen Paragraphen 
besprochenen Weise bezogen ist, als ein charakteristisches Coordinaten- 
system. 

Hiermit sei zuniichst auf die nach bekannten Methoden zu be- 
handelnde Aufgabe hingewiesen, auf zwei isometrischen Flichen diese 
Coordinatensysteme zu bestimmen. Hier kann auf dieselbe nicht ein- 
gegangen werden. 

Von grésserem Interesse scheint es, die allgemeinen Ligen- 
schaften aufzusuchen, welche siimmtliche charakteristische Coordinaten- 
systeme auf einer gegebenen Fliiche besitzen. 

Bekanntlich befriedigen die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung 
E, F, G ausser der Gleichung 
(1) EG — F?=Q 
in welcher Q durch die ersten und zweiten Differentialquotienten der 


Coefficienten e, f, g des Langenelementes ausgedriickt ist, noch die 
beiden Gleichungen 


BF+BG—CE-—O,F+% _—% 9, 


—~ bu 
2) : 
{ B,F+BE—A,G—AF+%&_ *_o, 


Dabei hingen die A, A,, B, B,, C, C, in folgender Weise mit den 
e,f,g zusammen 


" Spe Act Ah = 5eh= B+ By, 
1 @ . a ’ 
pe —Bet+ Bf 5 S—cf + Cg, 

of Ce+(C,+B)f+ By, 
of 


of — A,g + (A+B,)f + Be, 


wahrend die Coordinaten x, y, ¢ den drei partiellen Differentialglei- 
chungen 


eo é é 
jut = 4 gy t Ai Zp + PE, 
“ipitee. : 
(4) eo —BR+B G+ PF, . 
a 


7 1 O 
ga ~ Cat Ag te, 
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in denen p den entsprechenden Cosinus der Normale bedeutet, und 
die Gleichungen (1), (2) sind die Integrabilititsbedingungen der Glei- 
chungen (4). Bildet man diese Letzteren direct, so erhilt man auch 


B 
BB, +5, — Ge — 410 fk, 


: BB, + 5! — Gi— CA, = fh, 

o 

©) AB, + 4,0, + &— BA, — BY — 3 = ek, 
C,B+CA +22 _Bo-B?- 83 = gk, 


in denen & das Kriimmungsmass der Fliche bedeutet. Die Gleichungen 
(5) sind tibrigens vermége der (3) simmtlich identisch mit der Glei- 
chung (1); es sind zugleich die Relationen, welche die unbeschrdnkte 
Integrabilitat der 6 Differentialgleichungen erster Ordnung (3) fiir die 
Groéssen e, f,g aussprechen, wie man leicht bestiitigen kann. *) 

Ist nun das zu Grunde gelegte Coordinatensystem ein charakte- 
ristisches , so miissen die Gleichungen (2) fiir entgegengesetzt gleiche, 
von Null verschiedene Werthe von F erfiillt sein. Darnach zerfallen 
die Gleichungen (2) in die folgenden 


aG ae 
— 2" 4+ B,G—CE=0, 


oF 4 BE—AG=0, 
(6) 





ce F + B—O,=0, 


omer +B, —s y 
Wird 
H=eg -f? 


*) Die Gleichungen (5) geben zu folgender allgemeinen Bemerkung Veran- 
lassung. Man kann aus ihnen mit Hiilfe der A, A,, B, B,, C, C,, E, F, G sofort 
auch H = eg — f? also auch e, f, g selbst berechnen. Sind also die Differential- 
gleichungen (4) einer Fliche gegeben, so hat man nicht ndthig, die e, f, g aus 
den Gleichungen (3) durch Integration zu bestimmen. Andererseits liefern die 
Gleichungen (5) die Méglichkeit, die Bedingungen fiir die Integrabilitét der Glei- 
chungen (4) aufstellen zu kinnen. 

Sie ergeben sich, wenn man, unter Hinzuziehung der beiden nothwendigen 
Gleichuugen (2) die fiir e, f, g aus (5) folgenden Werthe in die Gleichungen (3) 
eintrigt. Diese Integrabilitétsbedingungen der Gleichungen (4), zu denen auch 
die aus den beiden ersten Gleichungen (5) folgende 


B+ OC, _ dA+B, 


Ou ov 
gehért, scheinen bisher nicht aufgestellt zu sein. 
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gesetzt, so ergiebt sich vermége der Relationen 


@ log VH 
B,+ 4=— 
aus den beiden letzten Gleichungen (6) 
F 
—sr + 3B = 0, 
(7) , 
é log — 
OSH 4 93, 0. 


ou 


é log 


Es sind also die Gréssen 
(8) 


partielle Differentialquotienten einer bis auf eine Constante bestimmten 
Function. Setzt man 


(9) 


so wird aus (7) 
(10) 
wobei die Integrationsconstante in die Function » hineingezogen ist. 
Zugleich treten an Stelle der Gleichungen (5) die folgenden : 
1 fh 4 Pek 
BB, — AO tO Fate ’ 


é log = 
(5a) B, a + , Me FA ek, 


, Clog FC ' 
v Ou =m gh, 


von denen insbesondere die erste weitere Verwendung finden wird. 


*) Zugleich werden die beiden ersten Gleichungen (6) die Form 


ert+os EVo=0, 


0EVo ll 
Fy + AVG = 0 


annehmen. 
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Ein charakteristisches Coordinatensystem kann also an keiner’ Stelle 
zu Tangenten der Coordinatenlinien conjugirte Richtungen besitzen. Wire 
nimlich F an irgend einer Stelle gleich Null, so wiirden nach (7) 
auch die beiden partiellen Differentiale daselbst verschwinden, d. h. F 
wire tiberhaupt gleich Null, und die Flichen wiirden nicht wesentlich 
von einander verschieden sein. 

Ebenso kann die eine Schaar der Curven eines solchen Systems 
nie aus Kriimmungslinien gebildet sein. Denn wenn z. B. die Curven 

= Const. auf beiden Flichen Kriimmungslinien waren, so miisste 
zufolge der Differentialgleichung der Kriimmungslinien 

du? (Ef — eF) — (Ge— Eg) dudv + dv? (Fg — Gf) =0 
sowohl Ef — eF'als auch Ef + eF gleich Null sein, was nur méglich 
ist, wenn F' selbst gleich Null ist. 

In Bezug auf ein charakteristisches Coordinatensystem miissen nun 
die drei Coordinaten jeder der beiden Fliichen siimmtlich drei partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung geniigen, welche sich nur 
dadurch von einander unterscheiden, dass die mittlere Fundamental- 
grésse zweiter Ordnung das einemal mit positivem das anderemal mit 
negativem Zeichen eingesetzt wird. 

Insbesondere miissen also die drei Coordinaten jeder der beiden 
Fliichen auch der Differentialgleichung 

2 1 dlogm @ 1 Glo = 
(11) 3eie 2 ° — oa 2 a aa ppVil 
geniigen. Anstatt in Bezug auf die zweite Fliche einen Wechsel des 
Vorzeichens der Wurzelgrésse rechter Hand vorzunehmen, kann man, 
indem man néthigenfalls die Richtung der Flichennormale der zweiten 
Fliche umkehrt, oder dieselbe einer Spiegelung unterwirft, auch beide- 
male dasselbe Zeichen von /H voraussetzen, 

Da nun aber 


so ergiebt sich aus (11) 

In Bezug auf ein charakteristisches Coordinatensystem geniigen die 
Coordinaten zweier isometrisch auf einander bezogener Fliichen den- 
selben drei partiellen apd algal aat welche aus 


— 25 08 | 9 oY 
(12) Ou (9 ss) + Ale a= 2 {po bu Die —~ Pou Gv 
durch cyklische Vertauschung von x, y, @ sich ergeben. 
Herr Kénigs hat neuerdings*) wieder auf den bekannten Satz 


*) Comptes Rendus tome 116, p. 596. Dieser Satz ist selbstverstiindlich nicht 
dahin zu verstehen, als ob dies nur auf zwei isometrischen Flichen miglich wire; 
dagegen diirfte es auf einem Missverstiindniss beruhen, wenn Herr Stickel 
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aufmerksam gemacht, dass zwei isometrische Flaichen immer ein gemein- 
sames conjugirtes Coordinatensystem besitzen, in Bezug auf welches 
die Coordinaten simmtlich derselben partiellen Differentialgleichung 
a f) a 
Gude Bag + Bi 55 
gentigen. Dieses System ist aber nicht immer reell. 

Dagegen ist das charakteristische Coordinatensystem, in Bezug 
auf welches die Coordinaten den nur eine einzige Function @ ent- 
haltenden Gleichungen (12) geniigen, immer reell herstellbar. 

In Bezug auf den Zusammenhang zwischen beiden Anschauungen 
mag noch bemerkt werden: 

Die Richtungen des gemeinsamen conjugirten Coordinatensystems 
gweier isometrischen Flichen bilden das gemeinsame harmonische Paar 
zu den beiden reellen oder imagindren Paaren von Richtungslinien der 
charakteristischen Coordinatensysteme, welche durch den betrachteten 
Punkt hindurchgehen. 

Die conjugirten Coordinatensysteme auf einer Fliiche, welche auf 
den zu ihr isometrischen Flichen in conjugirte Systeme iibergehen, 
scheinen sich nicht einfach definiren zu lassen; sie sind namlich durch 
die Bedingung definirt, dass die Gleichungen (6) 


og 
— 5, + BG —CE=0, 


+ BE — A,G=0, 
EG =Q 
mehrere gemeinsame Liésungen fiir die E, G zulassen, was die Existenz 
complicirter Bedingungen fiir die e, f, g voraussetzt. 

Dagegen kann man die charakteristischen Coordinatensysteme auf 
einer Flaiche in folgender Weise definiren: 

Die charakteristischen Coordinatensysteme auf einer Fliiche sind 
diejenigen, in Bezug auf welche die Coordinaten der partiellen Differential- 
gleichung (11) oder (12) geniigen. 

Ist niimlich diese Gleichung erfiillt, so lehrt die Vergleichung mit 
den allgemeinen Gleichungen (4) der Flichentheorie, dass 

F= pV H, 
7 ad 1 dlog@ 


: 


(Ueber Abbildungen, diese Annalen Bd, 44, 8. 563) denselben auch fiir zwei be- 
liebig auf einander bezogene Filiichen als giiltig ansieht. Von solchen Flichen 
kann der Satz nur unter gewissen Bedingungen gelten, die leicht angebbar sind; 


im allgemeinen werden die Coefficienten B und B, fiir beide Flichen verschiedene 
Werthe haben. 
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ist. Dann aber reduciren sich die Gleichungen (2), denen die Gréssen 
E und G geniigen , auf 


aG 
—$" + B,G@—CE=0, 


dE ‘ 


die unter den angegebenen Voraussetzungen mit der Gleichung (1) 
vertriglich sein werden. Wird diesen Gleichungen geniigt, durch 
Werthe von E und G, von denen wenigstens einer nicht Null ist, so 
hat man ein charakteristisches Coordinatensystem. Sind aber die 
Werthe von E und G beide Null, so ist die Fliche auf das System 
ihrer Haupttangentencurven bezogen. Dieses Coordinatensystem ist also 
ein singuldres charakteristisches ,*) in Bezug auf welches der gegebenen 
Fliche keine zu ihr isometrische und wesentlich von ihr verschiedene 
entspricht, waihrend zu jedem anderen eine von der gegebenen wesent- 
lich verschiedene Fliche gehért, falls nur F nicht selbst gleich Null 
war. Hierbei mag daran erinnert werden, dass in Bezug auf die 
Haupttangentencurven, wie aus den Gleichungen (2) unmittelbar hervor- 
geht, die Coordinaten der Fliche immer der Differentialgleichung (11) 
geniigen. 

Die Aufgabe, alle zu einer Fliche isometrischen Fliichen hinsicht- 
lich ihrer Fundamentalgriéssen zu bestimmen, kann man daher als ein 
Transformationsproblem jener Differentialgleichung in sich selbst bezeichnen, 
und folgendermassen formuliren: 

Eine Fliche ist auf thre Haupttangentencurven besogen, in Bezsug 
auf welche thre Coordinaten der Gleichung 

e 1 dlo 1 dlo 7 
(11) 3 Ge du ta Gar fe POV E 
geniigen; man soll durch Uebergang zu neuen Variabeln wu’, v’, deren 
Functionaldeterminante 
kam OM OU __ Ow ov 
Cu Ov Ov Ow 
nicht verschwindet, bewirken, dass jene Differentialgleichung invariant 
bleibt, also die Gestalt 
- ‘ = 
(2) gar ta ae" awe ta eee an PVE, 
annimmt, wo YH, der Coefficient des entsprechenden Flichenelements 
ist, der mit 7H durch die Gleichung 


*) Eine eweite Art singulirer charakteristischer Coordinatensysteme ist in § 4 
angegeben, Sie werden von den conjugirten Coordinatensystemen mit gleichen 
Invarianten gebildet, und gehen aus den eigentlichen dadurch hervor, dass die in 
F enthaltene Constante gleich Null gewihlt wird. 
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kVH, =V/H 
zusammenhingt, 

Es hat keine Schwierigkeit, die Differentialgleichungen fiir die w’, v’ 
aufzustellen. Setzt man niamlich 


M 
F ov ow =? 
(14) M2 av be! bv 
. du dv av au 
so wird 
_ Ou 0d dv @O 
Ou du Ow dv’ 
_ du ou @ dv ov @ 
Ou av ae oe + oe av av 


uw av a 
+ ou ov’ 4 + au dv dv 


Tragt man hier fiir die zweiten Differentialquotienten der Coordinaten 
ihre aus (4) unter der Voraussetzung E = G = 0 folgenden Werthe 
ein, so ergiebt sich: 


(15) wae — =Px +@ i +P k? zoVH, 
wobei zufolge der Gleichungen 

ov _ ow dv 

ov Ou aw 

ou ov 1 ou 


dw Ov F? —_— 
die Gréssen P, Q durch die Gleichungen 


(16) 


év ae 1 OV Ow uw zr. 
jy oo TB M—C Tt Gwar”: 


Ov’ a ’ Ov’ Ow @v 19 
dv 4 3M o, ou au t Owoe * 


bestimmt sind. Setzt man in (15) noch 


ou’ Oo ev 
= au aw F ou a0 


” é av ¢ 
ted au + 5e Ov 
so sind die zu erfiillenden Gleichungen 
PM + Qe — 


(18) 
pi + Qi ov 
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wihrend gy’ durch die Gleichung 


VE, =~ 9VH 
oder 


M 
(18) “a © 


zu bestimmen ist. Setzt man noch 


o 
dwav av re) = 
so ergiebt sich nach (16) 


. 2 Ou av’ aw Pv’ ow , dv (dlogk dw’ dlogk ak 
(20) k dude ~=——«S UD OW + ier ou + 3 au ov dv du 


Ferner folgt aus (18) 
BP é log gy, Ou’ Ov’ 1 log o a7 


Cu Ov dv 


d log gy Ov’ dw 
2 1 
PQ = or 


Trigt man in der ersten dieser Gleichungen aus (19) den Werth von 
g, ein, setzt man linker Hand in dem Ausdrucke fir k? P (17) den 
aus (20) folgenden Werth des zweiten Differentialquotienten von wu 
nach w;v' ein, und benutzt man endlich die Gleichungen 


1 dlog@ 
By=—35 ou? 
Ci dlog VH@ 


ov ; 


so ergiebt sich 
_2108(°VH9 8) ow a6 _gae ow av aw 4 ote aw 
ou Ov Ow Ou ou Gudv Ov Ov? Ou 
_Glogk yM , aw avy 1 aM 
ov {fF +e Ov 2 ov 
Giebt man der rechten Seite die Form 
k 
1 a(k+ M) » M 
2 Ov gv ? 


so liisst sich die vorstehende Gleichung in die Form 


k 
_@log (pH =) Qu av Gav aw _ a (av au) _ 0 log ay 
ou av dv du du ~—s Ou \Ov Ov. ov 


bringen. Setzt man jetzt 








so ergiebt sich nach einfacher Reduction, indem man durch ou oe 
dividirt : 
alo (20 gVH pe ) 

“8 \aaye) ot 1+s2' dlogO 


, = a 
Ou 2 zg ov 


(21) 
und durch Vertauschung von u mit v, 2 mit 2 
91 tog (; pVHps 


eee 2pies) 4 +e d log © 
(21’) = av —-A >= ? 





wo zur Abkiirzung 
© am 2% —1 
al +1 
gesetzt ist. Setzt man noch 


22 22 2 
“a ep Se seo, 


so erhailt man zur Bestimmung von 4 und uw die Gleichungen 


1 Glog (4u—1) 
— as? 


1 Glog (tu—1), 
Bb Ow 
Integrirt man dann noch die Gleichungen 


e-'"E=* E-"E-° 
d. h, bestimmt man die Multiplicatoren m, m,, welche die Gleichungen 
edut dvu=m du, 
du + ¢dv=m,dv 
zu Identititen machen, so hat man die Functionen uw’, v’ gefunden. 


Um die zuletzt gefundenen Gleichungen auf eine einfachere Form 
zu bringen, setze man 


os: Si Ss 
S=opVHg, oi 1=T-7 


142 ,=</fi+ =, 


so entsteht, wenn man dieselben mit 4 resp. w multiplicirt, und durch 
Aw — 1 dividirt, 
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fet On = 585, 
Nt Age i Sor. 
Diese Gleichungen ee sind dieselben, auf welche man durch die 
Aufgabe gefiihrt wird, die Fundamentalgréssen E, F, G aller zu der 


gegebenen Fliche isometrischen zu bestimmen, Fiihrt man niamlich 
in die Gleichungen (2) die Werthe von B, B,, A, C, ein und setzt 


EG — F? =— Ha’, 
so nehmen dieselben die Gestalt an 


a 


° Vil 
+ 4,G/9=8 —Z, 


und gehen vermége hed Substitutionen 
Ma eae ip 
‘e0 
Va </1+# 1+ Be - 


in die vorhin angegebenen tiber, wie tibrigens vorauszusehen war. 

In speciellen Fiillen kann natiirlich die Lésung der Gleichungen 
(21) sich unmittelbar darbieten. Soll denselben z. B. durch constante 
Werthe z=a, 2’ =—£6 geniigt werden, so folgt sofort aus jenen 
Gleichungen die Bedingung 


0 mes dlog S 

+0% Ces 4 Ab m0. 
Dieselbe ist z. ‘ erfiillt a. den Minimalflichen , deren Bogenelement 
in Bezug auf die Haupttangentencurven von der Form e(du? + dv’) 
ist; man erhalt hier unmittelbar, indem man « = — B setzt, das ein- 
fach unendliche System charakteristischer Curven 


wu=au+ v, 

v= U— av. 
Kine besonders einfache Form erhalten die Gleichungen bei den Flichen 
zweiten Grades, bei denen die Haupttangentencurven zugleich geoditisch, 
also A, und C gleich Null sind. Ich gehe nicht darauf ein, da auch 
hier nur diejenigen einfach unendlich vielen isometrischen Flichen 


entstehen, die auch sonst als Biegungen der Flichen zweiten Grades 
bekannt sind, 
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§ 3. 
Charakteristische Coordinatensysteme auf verschiedenen Flachen- 
gattungen. 


Wiihrend im vorigen Paragraphen die charakteristischen Coordi- 
natensysteme auf einer gegebenen Fliche allgemein durch die invariante 
Natur einer gewissen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
definirt wurden, soll jetzt umgekehrt vorausgesetzt werden, dass auf 
zwei wesentlich verschiedenen isometrisch auf einander bezogenen 
Flichen ein gemeinsames Coordinatensystem dieser Art durch die 
Curven u,v gebildet wird. Alsdann entsteht die Frage, welche beson- 
deren Eigenschaften den Flichen zukommen, wenn das Coordinatensystem 
durch gewisse Eigenschaften ausgezeichnet wird, oder auch welche Eigen- 
schaften das Coordinatensystem aufweist, wenn iiber die beiden Flichen 
gewisse Voraussetzungen gemacht werden. 

Bei derartigen Fragen kann man sich zunichst das zu Grunde 
gelegte charakteristische System reell denken. Sollen indessen dieselben 
allgemein sein, so wird man auch complex conjugirte Systeme zulassen 
miissen. Denn es kann sehr wobi stattfinden, dass gewisse Higen- 
schaften nur dem eimen der beiden moglichen Systeme, welches ja auch 
imaginir sein kann, zukommen, wiihrend sie bei dem anderen keines- 
wegs erfiillt sind. *) 

Nr. 1. Die eine Schaar von Curven eines charakteristischen Systems 
werde von Haupttangentencurven der Fliche gebildet, Besteht diese 
Schaar aus den Curven v = Const., so ist E=0. Dann folgt aber 
nach §2, (2) auch A, =O, d. h. diese Haupttangentencurven sind 
auch geodiitisch, mithin geradlinig. 

Es kann daber nur auf den Regelflichen die eine Schaar der Curven 
des Systems von Haupttangentencurven gebildet werden. Zugleich erhiilt 
man aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen unter der Annahme 

v=v 
oder ? 
pa = (), dv = 1 
ou ov 
zur Bestimmung von w’ die Gleichung 
@ 1. (a") 1 2 Ha 
oe log ) + < (log pV Hy) =0 


ou 
oder 
ow 


av _ pg VV He 


wo V nur von v abhingt. Wihlt man diese Function gleich Eins, so folgt 


*) Vgl. die unter Nr. 2 gegebenen Beispiele. 
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v= U+fdvp/Ho 


wo U eine willkiirliche Function von u ist. Diese Gleichung liefert 
alle diejenigen charakteristischen Systeme der Regelflichen, bei denen 
die eine Schaar der Coordinatenlinien aus den Erzeugenden v = Const. 
gebildet wird; sie entspricht dem Falle, wo die Regelfliiche so gebogen 
wird, dass die Erzeugenden wieder in Erzeugende tibergehen. 

Nr. 2. Herr Bonnet*) hat zuerst diejenigen Fidichen untersucht, 
welche isometrisch sind und in correspondirenden Punkten gleiche Haupt- 
kriimmungshalbmesser besitzen. Bei der Beziehung auf ein charakte- 
ristisches Coordinatensystem, fiir das gleiche E und G, aber entgegen- 
gesetzte F vorausgesetzt werden, muss nun 


Eg+ Ge—2fF 
H 







































_ Eg+Ge+2fF 
_ i ‘ 






also f gleich Null sein, und umgekehrt sind zwei isometrische Flachen 

























. von der Bonnet’schen Eigenschaft dadurch charakterisirt, dass jenes 
‘ charakteristische Coordinatensystem orthogonal ist. 
, Da aber die Ausdriicke B und B, partielle Differentialquotienten 
‘ einer Function sind, so folgt 
= oe? log é 
“= ~* 
1S und hieraus: 
e Jenes charakteristische Coordinatensystem zweier isometrischen Flachen 
ar von der Bonnet’ schen Gattung ist isotherm und orthogonal, und um- 
d gekehrt. 
Setzt man jetzt e—g, indem man die Variabeln uw und v in 

n geeigneter Weise iindert, so folgt 
lt 1 de rl de 
Bm 2B mts 5 

also 

p= : und YH =e 
wo ¢ eine willkirliche Constante. Hiernach wird die Fundamental- 
grosse F' gleich der Constanten c. 
Die Differentialgleichungen fiir die beiden anderen Fundamental- 
gréssen E und G werden nun 
¢ — E + G 

(1) 3 é am 

gt 2c ee — (** + 2) 2 








*) Vgl. Bonnet a. a, O. S. 73 u. ff 
Mathematische Aunalen. XLVI. 
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Unter der Voraussetzung, dass EZ + G eine Function von e allein ist, 
lassen sich diese Gleichungen leicht lésen. Setzt man nimlich 
E+ G=ey'(e) 
wo ~'(e) die Derivirte einer Function ~(e) nach e ist, so wird nach 
(1) durch Integration 
2E= v(e)+ 20, 
2G=y (e) + 2 Vy, 
wo U(V) nur von u(v) allein abhiingen, und 
ev'(e) = ¥() +747 
sein muss, also e eine Function von U+ V sein wird, deren besondere 
Natur durch die noch zu betrachtende Gleichung (1) § 2 zu bestimmen ist. 
Hierbei ist nur der Fall ausgeschlossen, wo 
ew’ (e) — ¥(e) 
gleich einer Constanten — 2c, oder 
w(e) = 2ae+ 2e, 
ist, unter a@ eine neue Constante verstanden. Alsdann ergiebt sich aus 
der soeben erhaltenen Gleichung 
U=—a4+, 
V=—e,—e, 
wo ¢, wieder eine Constante, mithin 
E=ae+ et, 
(2) G = ae — Cy, 
Fee. 


Und die Differentialgleichung §2, (1), welcher e geniigen muss, wird jetzt 


(3) a?e? — (c,? +c?) = — e(@ loge 4 é log ‘). 





2\ dv 
Die so erhaltenen Flichen selbst sind wegen 
E+ G=2ae 
die Flichen mit der mittileren constanten Kriimmung a. Da die Glei- 
chung (3) nur von der Summe c¢,? + ¢? abhingig ist, so erhalt man, 
wie dies Bonnet tibrigens schon bemerkt hat, der auf diese Flachen 


durch ganz andere Untersuchungen gefiihrt wurde, den Satz, dass eu 
einem und demselben Léngenelemente 
e(du? + dv’) 

90! Fliichenpaare der genannten Art gehiren. Und da umgekehrt jede 
Flache constanter mittlerer Kriimmung nach Bonnet auf oo! Arten 
zu Flichen derselben mittleren Kriimmung isometrisch ist, so sind die 
hier betrachteten Eigenschaften solche, welche allen Flichen mittlerer 
constanter Kriimmung zukommen. 


ov 
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Die Differentialgleichung (3) hat aber noch eine andere Eigen- 
schaft, die hier erwahnt zu werden verdient. Sie geht durch Ver- 


tauschung von e mit : in sich tiber, wenn man gleichzeitig die Constanten 


a und Vc? + ¢,? unter sich vertauscht. Aus jeder Lésung derselben 
folgt mithin eine zweite, welche sich auf ein anderes Paar von Flichen 
constanter mittlerer Kriimmung bezieht, welches zu dem ersten nicht 
isometrisch ist. 

Diese zweite Fliche entspringt durch Abbildung der ersten ver- 


mittelst paralleler Normalen. Aus den Gleichungen (3) des § 2, welche 
jetzt die Form annehmen 


oe 1 de @ 1 de @ 

ou 2e wou 2 dv dv + p(ae+ ¢), 
o? 1 de @ 1 de @ 
Guov 2e av du + 26 du Do t Po 

o 1 de 0 1 ge 0 

ov? 2e Ou ta? ss Ov av + p(ae — ey) 


ergiebt sich nimlich durch geeignete Combination die Gleichung 
ofa o Ce a _ afi 7] Ce 7] 
Kt tns~ eee the 


welche fiir alle drei Coordinaten x, y, 2 erfiillt ist. Man kann daher 
die Coordinaten §, y, € einer zweiten, durch parallele Normalen auf 
die erste bezogenen, Flache durch die Gleichungen 


VeFot 0 1 (00 | % de 
cel wth adi 


(4) — 
Ve+er dg 1/02  & aa) 
? 


c dv e Ow cov 
definiren. Das Lingenelement dieser neuen Fliche ist 
do? = * (du?+-dv*) 


und die entsprechenden Fundamentalgréssen zweiter Ordnung sind 


E' = tVe + Cy? + — 


Vere 
Ve +c?’ 

weer ee — oe 

Gm BVO + Ve+ oe 


Das Coordinatensystem, auf welches dieselbe bezogen ist, ist wieder 
ein charakteristisches, da es isotherm und orthogonal und der Werth 
von F” einer Constanten gleich ist. Und dass diese Fliche wirklich 


8* 
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gerade zu denjenigen gehdrt, welche der obigen Vertauschung entspricht, 
zeigt sich, wenn man 


ac 


_ = 
Vata (c), Veta (C2) 
(c)? + (¢)? = a? 


setzt, womit 


und 


E’ _ aN (Cy), 


F' = (¢), 
G’ =m Leta _ &) 
wird. 


Es mégen nun noch zwei specielle Annahmen folgen. 
Nimmt man die Constante a gleich Null an, so wird nach (2) 


E=—G=—wt, F=e. 


Umgekehrt erhilt man aber auch alle Minimalfléchen durch die 
Annahme E+ G=0. Denn wegen der Gleichheit der Hauptkriim- 
mungshalbmesser zweier isometrischen Minimalflichen muss zuniichst 
f gleich Null, also auch e = g sein, u. 8. w. 

Man hat also den Satz: 

Die Fundamentalgrissen zweiter Ordnung zweier isometrisch auf- 
einander bezogenen Minimalflichen in Bezug auf jenes gemeinsame 
charakteristische Coordinatensystem sind constant. 

Nur sind die durch parallele Normalen zugeordneten Flichen nicht 
mehr durch ein eigentliches charakteristisches System auf einander 
bezogen, da jetzt nach (4) F’ =O wird. Man erkeunt sofort, dass 
diese Fliichen hier das constante Kriimmungsmass c? + ¢,? besitzen, 
und erhiilt so die bekanute Abbildung auf die Kugelfliiche. 

Die Eigenschaft, constante Fundamentalgréssen in Bezug auf ein 
charakteristisches System zu besitzen, ist fiir die Minimalfliichen 
charakteristisch. Man kann mit Hiilfe der Formeln § 2, leicht den 
allgemeinen Satz beweisen: 

Sind die Fundamentalgréssen E, F, G in Bezug auf ein charakte- 
ristisches System von der Form 

U, U,V;, V, 
so ist die Fliiche entweder eine Minimalfliche oder eine Developpabele. 
Sind nimlich EF (G) Functionen von wu (v) allein, so kann man, 


vorausgesetzt, dass keine derselben Null ist, durch geeignete Wahl 
der Variabeln erreichen, dass 


E=+1, G=-—1, 
E=+1, G@G=+1 


oder 










bal 
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wird. Im ersten Falle ist dann auch nothwendig 
C=—=—B, A, =—B; 
demnach folgt nach § 2 









log F 
fk+ Oudv on 


also zufolge der Voraussetzung iiber F 
fk=0. 

Ist aber das Kriimmungsmass nicht gleich Null, so muss / gleich 
Null sein. Dann aber kann man bewirken, dass bei geeigneter 
Aenderung der Variabeln eg wird. Dabei gehen nun E und G 
wieder in Functionen von w und v tiber, und hieraus folgt dann in 
Riicksicht auf die Gleichungen dieses Paragraphen, dass E + G gleich 
Null ist. 

Aber auch im zweiten Falle ist fk gleich Null, womit sich im 
wesentlichen dieselben Schliisse ergeben. 

Auf zwei isometrischen Minimalflichen sind iibrigens immer die 
beiden charakteristischen Coordinatensysteme reell. Wahlt man nimlich 


auf der einen Fliche das System der Haupttangenten zu Curven u, v 
80 ist 






























E=G=0, f=0, 
wiahrend fiir die zweite 
E'9 +G'e=0 


E’'G' —F? =— F? 
ist, Demzufolge wird die Discriminante der Gleichung (3) des § 1 
4=—4(F° PR? — FF!) =4F?(F"?— F?) =4F°E'G’ 
also negativ. Das eine System wird von den winkelhalbirenden Linien 
des anderen gebildet.*) 
Macht man zweitens die Annahme c,=0, so erhilt man iso- 
metrische Flichen constanter mittlerer Kriimmung, welche die Eigen- 


schaft haben, sich gleichzeitig mit ihren Kriimmungslinien zu ent- 
sprechen. **) 


und 


*) Im allgemeinen wird der Cosinus des Winkels der Tangentenrichtungen 
des anderen Systems charakteristischer Coordinatenlinien bei den Flichen der 
Bonnet’schen Gattung gleich 
£E+G 
E—G 
Er wird also nur dann gleich Null, wenn die Fliche eine Minimalfliche ist. Nur 
auf diesen sind also die beiden charakteristischen Systeme gleichwerthig, 

**) Bei diesen Flichen wird das zweite System charakteristischer Coordinaten- 
linien von den Minimalcurven gebildet. Soll umgekehrt ein solches aus den 
Minimallinien einer Fliiche gebildet werden, so ist in den Formeln (3) des § 2 








e=g=0 
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Selbstverstindlich werden dabei die Hauptkriimmungshalbmesser 
unter sich vertauscht, die vermége der Abbildung durch parallele 
Normalen entspringende Fliiche ist hier von derselben Art, denn es wird 

, c ’ Y" ec 
EF’ = @? F’ = a, G' = =" 

Nr. 3. Man kann die vorstehenden Betrachtungen zum Beweise 
bekannter Sitze iiber isometrische Minimalflaichen benutzen. Sind 
tiberhaupt zwei F lichen durch parallele Normalen aufeinander isometrisch 
bezogen, so haben sie dasselbe sphirische Bild. Bezeichnet man die 
Fundamentalgréssen wie friiher, das Kriimmungsmass mit &, und 
setzt man 

Fgo+Ge—2fF=LH, £'g+Ge—2fF’=L'd, 
so miissen die beiden Liingenelemente do, und do, auf der Gauss’schen 
Kugel identisch sein. 
Daher ist 
L{Edw + 2F dudv + Gdv*|—kds* 
= L'(E'dw-+ 2F'dudv+ G' dv?) — kds* 


LE=L,E,, 

LF =L,F,, 

LG = L,G,. 
Hieraus folgt L? — L,*. Aber aus L = -+ L’ wiirde folgen, dass die 
Flachen nicht wesentlich verschieden sind. Zwei isometrische Flichen 
mit demselben sphiirischen Bilde sind also nothwendig Minimalflichen. 
Bezieht man diese beiden Flaichen nun auf eines der gemeinsamen 
reellen charakteristischen Systeme, so folgt der isotherme und orthogonale 
Charakter desselben, die Constanz der Fundamentalgréssen 

E=o=—Ge=c,, F=c 
und fiir e die Differentialgleichung 
2elc? + ¢,7] = oe * ore 


welcher eine oo' Schaar von (paarweise einander zugeordneten) iso- 
metrischen Minimalflichen entspricht, wenn man 





zu setzen, Dann ergiebt sich 
or 
ov 
eG OE 
—"- 
F = f const, 
also eine Fliche mittlerer constanter Kriimmung von der im Text betrachteten 
speciellen Art. 


=Gf, 5¢—4f, 




























Ueber isometrische Flichen. 


r ¢ =acosa, 
e C, = asin « 
d oder 


E=—G=asine, F=acosa 


setzt. Fir a = 0 und « == folgt also 


3e 
id F=o=a, E=—G=0, 
“h F=0, E=—G=a 
ie 
id und, wenn man die Coordinaten der entsprechenden Flichen durch 
x,y, 2; &,,§ bezeichnet 
ara ou 
- ow” =A =— A, av? 
eu 
dudv aa + Figs + an 
x sa 
ga CRt C5 ’ 
oe é 
BAR ad =~ + ap, 
arg 
jugo 2 au t Bi se 
é ’ 
’ a ie ce ap. 
ie 
hen Maltiplicirt man die ersten drei Gleichungen mit cosa, die letzten 
en. drei mit sin a, und addirt, setzt man ferner 
wn xeosa+t Esina= X, 
ycosa-+ysina= Y, 
zcosa-+ €sina= Z, 
so wird 
2 
Oe =A 4 AS 4 apsing, 
ex x 
iin ox = Bo + BS x 4+ ap COs a, 
eX =oX+0,% 39 Op sin @ 


aus welchen Gleichungen hervorgeht, dass X, Y, Z die Coordinaten 
irgend einer der isometrischen Minimalfliichen sind, welche aus den 
beiden adjungirten Minimalfliichen « und & hervorgehen.*) 


*) Man vergl. z. B. die Herleitung dieser Siitze bei Darboux, Théorie 
teten générale des surfaces I, S. 324—328, oder auch bei Herrn H. Stahl, Grundformeln 
der Flichentheorie §, 73. 
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Nr. 4. Fldchen constanter positiver Kriimmung. Sollen auf zwei 
isometrischen Flichen die Kriimmungslinien entsprechende Curven sein, 


so muss bei der Beziehung auf ein gemeinsames charakteristisches 
Coordinatensystem 


Eg = Ge 

gleich Null sein. Denn die Gleichungen der Kriimmungslinien auf 
den beiden Fliachen 

du?(Ef — eF] — (Ge — Eg) dudv + dv? (Fg — Gf) =0, 

du*(Ef + eF] — (Ge — Eg) dudv — dv’ (Fg + Gf) =0 
kénnen nur dann iibereinstimmen, wenn die folgenden 

du? Ef — dudv(Ge — Eg) — dv’Gf=0, 
edu® —gdi? = 0 

fiir dieselben Verhiltnisse der du, dv bestehen, da F' nicht ver- 
schwinden darf, woraus die angegebene Bedingung folgt. 

Setzt man insbesondere eine Kugel mit dem Radius Kins voraus, 
auf welche eine Fliche constanter positiver Kriimmung isometrisch 


bezogen ist, so miissen, falls ein charakteristisches Coordinatensystem 
zu Grunde gelegt wird, die Gleichungen 


E=e, F= f, G=g 
bestehen. Es gelten demnach zufolge § 2, 2 die Gleichungen 


é log g wis ac 
e 
— f+ es — =0, 


ma 
ae Veg ant 
eg Ow ov 





fiir die Coefficienten des Lingenelementes auf der Kugel. Da der 
Coordinatenwinkel, wie man leicht erkennt, nicht constant sein kann, 
so mége, um wenigstens einen vielleicht Interesse besitzenden Fall 
anzudeuten, e gleich g vorausgesetzt werden. Man findet dann 


oder 

1 1 , 
wo F nur von w+ v, ® nur von w—v abhingig ist. Demnach 
wird das Langenelement 
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— et dv*) (F +) 1 2dudv(F—?) 
F?— 

a Motor et saa 
— 2 








Die Winkelhalbirenden des charakteristischen Systems auf’ der Kugel 
sind also orthogonale und isotherme Curven eines Systems, in Bezug 
auf welches das Liingenelement die Form 
du'?+dv'? 

ds? = rr ie = vs 
annimmt. Nach Herrn Dini*) kommt die Aufgabe, der Kugel dieses 
Bogenelement zu verleihen, iiberein mit der Aufsuchung derjenigen 
Minimalflichen , auf denen die Haupttangentencurven aus geoditischen 
Ellipsen und Hyperbeln bestehen. 


Nr. 5. Fliichen, auf denen beide Schaaren der Curven eines charakte- 
ristischen Systems aus geodiitischen Linien bestehen. Nimmt man der 
Voraussetzung gemiss 


an, so wird 


a log /H atog fH 
—— ee 


a log 2 
Guaw —° 
Die Curven bilden also jetzt ein geoditisches isometrisches (aber nicht 


orthogonales) System. Setzt man demgemiiss e = g, so folgt aus den 
Bedingungen A, = C= 0 


ou e 


We _ a(t 
ae — 5a (Fa) 
eVe _ #Ve | 
ou? oe 
Hieraus ergiebt sich durch Integration 
ex (0+ ¥) =—g, 
f= o? — 
wo ® nur von w+ v, VY nur von u—v a Und zugleich wird 
die friher mit  bezeichnete Function gleich £ A? also 


Ve _ ‘ é (if). 


oder 


*) Dini, Sulla teoria delle superficie, Ann. di math. ser, II, IV, p, 186. 1871. 
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’ ce 
4 = Vit’ 
E=2Uyo¥, 
G = 2V/oy. 
Demnach wird 
H=40¥(o + ¥)?, 
2d + ve 
EG—F: UVO¥—~ oy 
H ~ &,¥o¥w+or 


und fiir das Bogenelement ds findet man die Liouville’sche Form 
ds? = (m + Y¥) [O(du + dv)? + ¥(du — dv)?). 

Die winkelhalbirenden Curven des charakteristischen Systems bilden 
also ein Orthogonalsystem, in Bezug auf welches der Fliche die Liou- 
ville’sche Form des Bogenelementes zukommt. 

Die Functionen u, v, ®, Y kénnen nicht beliebig angenommen 
werden, da noch die Gleichung (1) des § 2 zu erfiillen bleibt. Man 
kann dieselbe leicht bilden, wenn man von der Liouville’schen 
Form ausgeht, aber an Stelle der Coordinaten w, v die neuen 

u=utv, vo =u—v 

eat : EG —F? : ; 
einfihrt und nun die Incremente ——;,— durch die Coefficienten 
des isothermen und orthogonalen Lingenelements ausdriickt. Hieraus 
erkennt man auch sofort, dass Flichen der genannten Art existiren, 
da die entsprechende Differentialgleichung jedenfalls einfache Lésungen 
besitzt, wenn man U und V als willkiirliche Constanten, und etwa 
auch Y constant annimmt. Allerdings erhilt man so nur Flichen, 
welche zu Rotationsflichen isometrisch sind; ob auch allgemeinere 
Lésungen vorhanden sind, soll hier nicht untersucht werden. *) 


Nr. 6. lichen, bei denen die Fundamentalgrissen E und G 
in Bezug auf ein charakteristisches Coordinatensystem unter einander 
gleich sind. 


Unter der Voraussetzung E = G hat man nach § 2, 2) 


@ log E », @logE > 
a B, — 0; 3, B— A, 


Es sind also auch C und A, partielle Differentialquotienten einer 
Function. Setzt man daher 


*) Hat man irgend ein System von Functionen U, V, ®, Y gefunden, 
welches der Bedingung § 2, (1) geniigt, so kann man U und V auch durch 
Ua, r ersetzen, wo a eine beliebige Constante. Es gehirt also zu demselben 


Lingenelemente eine einfach unendliche Schaar von Fliichenpaaren. 








a 


ThA 





= Se 
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— —12loge — _ 12logy 
By = 2 Qu’ B 2 av” 
dlog » Glog w 
= Qu? A= ov” 

, dlogVHo élog VH@ 
C, = Oe A = Oe, 


so wird 


Cy 


Bate > —oVH 


wo ¢, eine Constante. Jede Fliache dieser Art lisst sich durch parallele 
Normalen wieder auf eine Flaiche derselben Art abbilden. Aus den 
Gleichungen des § 2 


Ore _ dlogVHe dx | Slee 22 4 ok. 





PT | nr 1” dv Ow 
dre _ dlogy de , dlogVHy da 
dv ou = Ou dv ov 


folgt niimlich 
oO (_wv a2) __ 2 (_¥ 08 
Ou (var 3a) ~ Oe (ps 9) P 


sod dass man die Coordinaten &, 4, € einer zweiten Fliche durch 


. oe ES 
« VH@ 2’ 
ee 
dv VHq 0% 


definiren kann. Man findet fiir die Gréssen 


[A], [4,], [B), (8), (C], (6), CA), (FP), (4), (4) 
derselben leicht die Werthe 


1) = : Pie Q m 
[C] au log VQ ; IC) ev log gVH’ 
- 1 
Be | CBI 
- H “ 
[E] = v/ 9 = (G4), [F] =o, HJ=3 


gy? H’ 
aus denen hervorgeht, dass wieder [E] —[G| ist und ausserdem die 
Bedingungen fiir ein charakteristisches System erfiillt sind. 
In dem besonderen Falle, wo bei den Flachen der Nr. 5 
U = V = const. 
gesetzt wird, hat man den hier betrachteten, wo E=—G wird. Die 
Flachen, welche sich unter dieser Voraussetzung durch Abbildung 


fe 
? 
fi 
i 
: 
f 
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vermége paralleler Normalen ergeben, haben eine bemerkenswerthe 
Eigenschaft. Da niamlich jetzt 


Vo= V3 und py=1 
wird, so folgt 


36 .., 5 28 
ous Ve ~Gv’ 
ee 
dv Ve ow’ 


mithin werden die Coefficienten e’, f’, g’ des Lingenelementes dieser 
Flache : é AS 
c-—9 = 1, f ae 

auf derselben entsteht demnach ein charakteristisches dquidistantes 
Curvensystem.*) 

Die unter Nr. 1 bis 6 angedeuteten Betrachtungen diirften geeignet 
sein zu zeigen, dass die Benutzung der charakteristischen Coordinaten- 
systeme sich fiir verschiedene Untersuchungen niitzlich erweist. Auf 
eine nihere Ausfiihrung kann hier nicht eingegangen werden. 


§ 4. 
Kleine Deformationen einer Flache. 


Es mége jetzt angenommen werden, dass zwei isometrische auf 
einander bezogene Flaichen sich so verhalten, dass die Fundamental- 
gréssen FE’, F’, G’ der zweiten von denen der ersten E, F,G um 
Gréssen abweichen, welche gegen Null convergiren kénnen, so dass 
man die zweite Fliche als eine kleine Deformation der ersten bezeichnen 
kann. Setzt man demgemiss 

E=E+ AE, 
G' =G+ AG, 
F’=F+AF 
und untersucht man unter dieser Voraussetzung die beiden Discrimi- 
nanten 
4, = EF'G+ E@ —2FF’ —2K= AF’ — AEAG, 
4, = — (EF G+ EG' — 2FF’) — 2K = — (4K+AF’?—AEAG] 
des § 1, so ergiebt sich folgendes: 
Die Grdsse 
E'G+ EG’ —2FF’ =2K+ GAE+ EAG —2FAF 


*) Vgl. tiber aquidistante Curvensysteme meine Bemerkungen: diese Anualen 


Bd. 19, 8.1, 1881, sowie im hatalog mathematischer Modeile, Miinchen 1892, 
8. 16—26, 








1 
l= 


‘i- 


en 
92, 
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ist bei positivem K fiir alle geniigend kleinen Werthe der AZ, AF, 
AG immer positiv. Mithin ist A, unter diesen Umstiinden immer 
negativ, also A, positiv. Da nun die Discriminante A, der Gleichung 
entspricht, welche ausdriickt, dass die beiden Fliichen gleiche Funda- 
mentalgréssen FE und G erhalten soller — man bemerke, dass ein 
Wechsel im Vorzeichen der Normale oder eine Vertauschung der Vor- 
zeichen der simmtlichen Coordinaten jetzt nicht mehr zulissig ist, da 
die Stetigkeit der Beziehungen nicht verletzt werden darf, — so folgt: 


Bei zwei positiv gekriimmten isometrischen Flichen, von denen die 
eine eine kleine Deformation der anderen ist, sind in Bezug auf das 
reelle charakteristische Coordinatensystem immer die Gréssen E und G 
dieselben , dagegen die F' entgegengesetat gleich. 

Liisst man nun die Gréssen A gegen Null convergiren, so wird 
das gemeinsame reelle charakteristische Coordinatensystem einer Grenz- 
lage zustreben, fiir welche die entgegengesetzt gleichen Gréssen F 
gleichfalls gegen Null convergiren miissen, wiihrend die Eigenschaft 
der B und B,, partielle Differentialquotienten einer Function gp zu 
sein, dabei erhalten bleibt. Man hat also den Satz: 

Die Grenze der charakteristischen Coordinatensysteme einer positiv 
gekriimmten Fliche ist ein reelles conjugirtes Coordinatensystem der- 


selben, in Bezug auf welches ihre drei Coordinaten derselben partiellen 
Differentialgleichung 


(1) seas tee eR +i Ft ZH 0 
geniigen. 

Es sei zweitens K negativ. Dann ist fiir geniigend kleine Werthe 
der A der Ausdruck E’'G + G'E—2FF’ immer negativ, also A, 
sicher positiv. Es existirt also immer ein reelles charakteristisches 
Coordinatensystem, fiir das die Fundamentalgréssen E, sowie auch G 
entgegengesetzt gleich sind, wihrend F seinen Werth nicht indert. 
Die Grenze dieser Coordinatensysteme wird daher von den Haupt- 
tangentencurven der negativ gekriimmten Fliiche gebildet, denn die 
Fundamentalyréssen EZ und G, welche auf beiden Flichen stets ent- 
gegengesetzte gleiche Werthe besitzen, miissen jetzt gegen Null 
couvergiren. 

Ob auch ein reelles Coordinatensystem der andern Art vorhanden 
ist, in Bezug auf welches im Grenzfalle die Gleichung (1) erfiillt ist, 
hangt davon ab, ob sich den Gréssen A solche Werthe beilegen 
lassen, dass der Ausdruck 

AF? — AEAG 
fiir geniigend kleine Werthe derselben immer positiv bleibt. Man 
hat also zweierlei kleine Deformationen eines negativ gekriimmten Flachen- 
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stiickes zu unterscheiden. Bei den Deformationen der ersten Art wird 
die Grenze der zugehérigen charakteristischen Coordinatensysteme 
immer von den Haupttangentencurven der Flache gebildet. Bei den 
Deformationen der zweiten Art kann die Grenze auch von den Curven 
eines conjugirten Systemes gebildet werden. Handelt es sich um ein 
Flichenstiick, dessen Ausdehnung sich in hinreichender Nahe einer 
reguliren Stelle befindet, so wird man es, wie aus dem Folgenden 
hervorgeht, immer so einrichten kénnen, dass auch Deformationen der 
zweiten Art mdglich sind. 

Bei den positiv gekriimmten Flichen sind nur Deformationen der 
zweiten Art moglich. — Die Eigenschaften der besonderen conjugirten 
Coordinatensysteme auf einer Fliche, welche der Gleichung (1) ge- 
niigen, habe ich zuerst untersucht in meiner Arbeit tiber die Kriimmung 
der Flichen (diese Annalen Band 39). Die vorstehenden Betrachtungen 
fiihren nun unmittelbar zu einem von Herrn Cosserat*) aufgestellten 
Satze, den ich in etwas anderer Form so ausspreche: 


Die Bestimmung der stimmtlichen conjugirten Coordinatensysteme mit 
gleichen Invarianten hiéngt ab von der Bestimmung der Fundamental- 
grossen der infinitesimalen Deformationen der Fldche, einer Quadratur, 
und der Lisung zweier gewohnlicher Differentialgleichungen. 

Ks sei mir gestattet, diesen Satz im Anschluss an das Vorige 
etwas weiter auszufiihren. Dabei soll nicht, wie bisher von kleinen 
Deformationen gesprochen werden, welche continuirlich in die Identitit 
iibergehen, sondern von infinitesimalen Deformationen iiberhaupt**). 

Es mége das System der Haupttangentencurven der Betrachtung 
zu Grunde gelegt werden. Alsdann sind die Gréssen E und G gleich 
Null, und 


— ? 


Ba — id? BL — 12 
2 ¢v 2 


das Kriimmungsmass ist —%. Bei einer infinitesimalen Deformation 
gehen nun £, F, G iiber in 
ef’, F+eF’, 2G, 


wobei ¢ als eine unendlich kleine Grésse zu betrachten ist. Aus der 
nothwendigen Gleichung 

*) Vgl. die reichhaltige Abhandlung von Herrn Cosserat, Sur les con- 
gruences des droites et sur la théorie des surfaces, Ann. de la faculté de Toulouse, 
tom. VI, S. 60 (1893). 

**) Auf den merkwiirdigen Umstand, dass der Begriff der kleinen Deformation 
sich nicht immer mit dem der infinitesimalen Deformationen eines Flachenstiickes 
deckt, hat zuerst Herr Weingarten aufmerksam gemacht: Ueber die Deformation 
einer biegsamen unausdehnsamen Fliache, Journal von Kronecker Bad, 100, S. 297 
u. 310, (1887). 
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—-F=EG —(F+¢F') 
folgt jetzt #” — 0. Mithin miissen die E’G’ nach § 2 den Gleichungen 
—** 1 BG’ —CE'=0, 
(2) OE’ 
oo Se BE, —A,G’=0 
gentigen. Setzt man G’=—4AE’, so folgt aus denselben 


LT ee dtogh _ B, ~ Ci, 
dog —_ ae © 
ov 


oder zur Bestimmung von 4 die — 


(3) eed 4. Scat) — % (Aya) = 0. 


oudv +% 


Hat man dieselbe gelést, so ist EZ’ durch die Quadratur 
log E’ = — } log » — f{au[oa — — (864) + Addo} 


und damit auch G’ bestimmt. Um nun ein Coordinatensystem der 
Art (1) zu gewinnen, wird man die Gleichung 
2Fdudv—cE'dw+2Fdudv+éG'dv 
oder 
E'dw + G'dv? =0 

zu lésen haben. So lange also, wie der Gleichung (3) durch eine 
Function 4 geniigt werden kann, welche fiir die in Betracht kommenden 
Werthe von u und v negativ ist, was offenbar in der Umgebung jeder 
Stelle méglich ist, in der sich C und A, nicht singulair verhalten, 
indem man 4 daselbst einen hinreichend grossen Anfangswerth ertheilt, 
sind dann auch E’ und G’ von entgegengesetztem Zeichen, so dass 
man 

B=, G=— 
setzen kann. Hierbei sind reelle Verhiltnisse vorausgesetzt; bei imagi- 
niren Haupttangentencurven wird ja ohnehin das betreffende Coordi- 
natensystem immer reell, Setzt man nun 


adu+ pdv =2mduw’, 
adu — Bdv =2ndv’, 
wo m und m» die integrirenden Divisoren der Differentialausdriicke 
linker Hand bedeuten, so werden die Curven wu’, v’ die Grenzlage eines 
charakteristischen Coordinatensystems bestimmen. Dass in der That 


in Bezug auf dasselbe die Differentialgleichung (1) erfiillt ist, lasst sich 
folgendermassen nachweisen, 


(4) 
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Aus den Gleichungen (2) hat man: 
Cc 9 
a5 — 3); 


41 1 2 da ) 
BX\e do 
und nach (4) 
0 m @ m @ 
Ow aout Boe? 
[oe eee | 
ov’ a Ou B av’ 
oder 
1 @ 1 0 20 
, mow * nav’ wow? 
(5) 1 @ 1 2 2 
0 0 


Man erhilt also durch Bildung der zweiten Differentialquotienten 
nach den «’, v’ 








s* 
: ar 
25 = rp (A+B) + — ep B+G) 


OY 


Nach den Formeln (6) des § 2 wird nun 
l H 
"(A+ B)—3(B+ 0) — vere, 
él 
F(A+B)+ FBO) = ele, 


ferner, indem man die Formeln (5) auf die Functionen log 6 und 
log « zur Anwendung bringt, 





2n 0B motes 4 Ones 


ap jum ow’ 


2n Oa — % dlogia dlog a 
ap ov. om ow + ov’? 





woraus folgt 








ten 


und 
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B 
an 06 _ a. _ n 218g Clog ap 
aB Ou ev m a + a0"? 
6 
‘ ap ou ow ln i. 
Demnach wird 
m= 6 
(6) 28 | CloeVH | OMB on? a plog ap 
“— io mow a 





; “a B 
4 0 | dlogVH a log TB m 2 toe F __ Glog a6 | 
Ov Cw = oe 


Da nun die Ausdriicke 


du == du’ +" dv’, 
(7) 
dv = 3 du’ — 3 dv’ 


volistiindige Differentiale sind, so ist ferner 


oo *) — 3(*), 
a (G) = — ar)» 


om @ log « on é log « 
dv’ — ov” ow’ =e “ou? 
om dlog 6 __ _ On é log B 
jo Ge ow + Oy 


oder 


Hieraus folgt durch Addition und Subtraction 


2 Oe d log «B n a 


ov —CtéwmsC? 
2 dlogn _dlogap ra 
ow’ ou })~=—6hmhMm COD 
Demzufolge geht die Gleichung (6) iiber in 


VH VH 
> oe 0 log Te 2 


BO a oO 
au’ dv ov ow ow = ue”? 


oder, wenn man an Stelle der a, 6 jetzt wieder ihre Werthe einfiihrt : 


4 é log a 1 2 log —_— 
(8) - «af V3 G ¢ + V =» -EG 


ow’ Ov . ov i oe Ov 














Dies ist die Gleichung, welche hergeleitet sian sollte. 
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Die Grenze eines charakteristischen Coordinatensystems kann man 
ebenso, wie das System der Haupttangentencurven, nur als ein singu- 
léres System dieser Art bezeichnen, denn es giebt hier keine zweite 
von der ersten verschiedene Fliche, welche der letzteren isometrisch 
zugeordnet ist. Dies ergiebt sich auch bei einer niiheren Be- 
trachtung der infinitesimal deformirten Fliche. Die Haupttangenten- 
curven der ersteren gehen dabei tiber in Curven, denen die Funda- 
mentalgréssen ¢E’, eG’, F zukommen. In der That geniigt also die 
unendlich wenig deformirte Fliche in Bezug auf das System dieser 
Curven der Differentialgleichung 


a 4 1alor@ 2 4 12log@ 8 _ py 
? 


Oudv 2 Ov eu 2 @uw ov 


wo F=/YHf@ ist, aber die Fundamentalgréssen ¢E’ und eG’ sind 
nicht mehr Null, wie fiir das System auf der urspriinglichen Fliche. 

Betrachtet man dagegen die Curven wu’, v’, so ergiebt sich folgendes. 
Die zu ihnen gehdrigen Fundamentalgréssen der urspriinglichen Fliche 


[EZ], (4), [@] sind 
[E]=2F 2% 


ou ou” 
_ du dv dv du 
[F]= Fe, 0° + On" A) 


P Qu ev 
[G] —_ 2F —, av’? 
oder nach (7) 
opm 2 Fn? 
[E]=2F™, [F]=0, (@)—— 22". 
Fir die Fundamentalgréssen [Z]’, [F'}’, [G)’ der deformirten 
Fliche findet man dagegen 
° 2F'm2 ’ P Fis 2F nxn? 
[E} a me [F])'’=2emn, [G)'’=— —e 
und zugleich wird 
dw av dv duy 
(H] = HS oe — gw oe) 
oder 
Tir ‘ mn 
V(H| =2H as 
Nach der Formel (8) wird aber der Ausdruck fiir die Curven 
u’, v’, welcher ebenso durch [gp] bezeichnet werden soll, 
ae . 
lol= ta 
In der That ist nun 


[F]’ = ¢V(H] [op] = 2emn. 








, © i 


en 
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Auch hier geniigt also die deformirte Fliche in Bezug auf das System 
der auf ihr liegenden Curven der Gleichung 





o* 1dlog[g] @ 1dlog[o) @ — op yz 
uae +3 G0 ow +2 ou Gor — P VIAN [ole 


und es ist 

[E)'=[(£), [@)'=[@], 
aber [J’]’ ist nicht Null, wie auf der urspriinglichen Fliche. Um- 
gekehrt hiitte man diese letztere Gleichung benutzen kénnen, um die 
Gleichung 


— #8 
[9] Vii 


zu erkennen und so unmittelbar zu der Gleichung (8) zu gelangen. 

Ich schliesse mit der folgenden Betrachtung. Sind P und P’ 
correspondirende Punkte zweier isometrischen Fliichen, deren Normalen- 
richtungen bestimmt sind, und bringt man die Tangentialebene von 
P’ mit der von P so zur Coincidenz, dass die Beriihrpunkte, die 
Normalenrichtungen und die entsprechenden Fortschreitungsrichtungen 
zusammenfallen, so schneiden sich die beiden Flichen in einer Curve 
mit Doppelpunkt, dessen reelle oder imaginare Tangenten den Richtungen 
desjenigen charakteristischen Coordinatensystems entsprechen, fir das 

E=E', G=G’, F’=—F 
ist. Bringt man dagegen die Ebenen so zur Deckung, dass die ent- 
gegengesetzten Richtungen der Normalen sich vereinigen, so erhiilt 
man ebenso die Richtungen der Curven des anderen Systems. Hierin 
liegt eine neue Definition der charakteristischen Curven vermége der 
Indicatricen. 

Wendet man diese Vorstellung auf eine Fliichencalotte C, an, 
welche eine infinitesimale Deformation der Fliichencalotte C ist, so er- 
geben sich im ersteren Falle, wo sich auch die Normalen nach der 
Stetigkeit entsprechen, als Grenzen zwei conjugirte Richtungen auf 
der Fliche, im zweiten aber die beiden Haupttangenten. Man kann 
die zweite Deformation auch als die symmetrische der ersten gegen die 
Tangentialebene ansehen. 

Dieser Satz findet sich bei Bour*) in der folgenden Form aus- 
gesprochen: 

Si lon considére une surface appuyée contre un de ses plans 
tangents supposé fixe; et que, laissant la surface dans cette position, on 
lui fasse subir une déformation infiniment petite; la surface primitive 
et sa transformée se couperont suivant deux courbes tangentes & deux 
diamétres conjugués de l'indicatrice. 


*) Bour, Sur la déformation des surfaces, Journal de l’Ecole polytechnique, 
Tome XXII, Cah. 39, S. 28, (1862). 


9* 
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Diese Behauptung von Bour ist mit dem vorigen nur dann in 
Uebereinstimmung, wenn in dem soeben angegebenen Citate die hervor- 
gehobenen Werthe in geeigneter Weise verstanden werden, also die 
kleine Deformation eines endlichen Flichenstiicks vorliegt, das in der 
Néhe eines seiner Punkte betrachtet wird. Bei einer infinitesimalen 
Calotte wird nun, je nachdem man die kleine Deformation durch die 
symmetrische ersetzt, als Richtung der Schnittlinien entweder das 
Bour’sche System oder das der Haupttangenten erhalten. 

Der Fall der Developpabelen, welcher vorhin nicht mit in Be- 
trachtung gezogen ist, vereinigt beide Méglichkeiten. Wird eine 
Developpabele auf das System ihrer Kriimmungslinien bezogen, und 
entsprechen die Erzeugenden den Curven v = const., so ist 

E=0, F=—0. 
Bei einer infinitesimalen Deformation gehen E, F, G@ iiber in 


eK’, ««F’, G+eG. 
eE (G+ eG’)—’F"? 
wieder Null werden muss, so ist bis auf Glieder héherer Ordnung E’ 
gleich Null zu setzen. Die beiden Systeme charakteristischer Richtungen 
sind daher gegeben durch die Gleichungen 
Gdv? =2eF’ dudv + (4+ «G'’) dv’, 
2Gdv? + 2eF’ dudv + ¢4G' dv’ =0, 
von denen die erste neben dv =O noch eine im Allgemeinen von 
dieser verschiedene Richtung liefert, die mit ihr ein conjugirtes System 


bildet, wihrend die zweite nur dv =O, d,h. die doppelt gezihlte 
Richtung der Erzeugenden giebt. 


Da aber 


Wiirzburg, im Juli 1894, 
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Ueber conforme Abbildung. 
Von 
A. Voss in Wiirzburg. 


Wenn eine Fliche F Punkt fiir Punkt auf eine zweite Fliiche F” 
analytisch bezogen ist, so bleibt das Doppelverhaltniss der Tangenten 
von irgend vier durch einen Punkt P von F' verlaufenden analytischen 
Curven ungeiindert. Bei conformer Abbildung insbesondere, wo auch 
die Richtungen der Minimaleurven erhalten bleiben, bleiben daher die 
Winkel zwischen den Tangenten irgend zweier durch P gehenden 
Curven ebenfalls erhalten. Man pflegt hiernach die conforme Abbildung 
als eine solche zu bezeichnen, bei der unendlich kleine Dreiecke auf 
F in tbnliche auf £’ iibergefiihrt werden. 

Hierbei handelt es sich offenbar um Beziehungen zwischen den 
von P und dem correspondirenden Punkte P’ auf der zweiten Fliche 
auslaufenden entsprechenden Tangentenbiischeln. 

Auf einer anderen Auffassung scheint es mir zu beruhen, wenn 
man, wie es vielfach geschieht, die conforme Punkttransformation als 
eine Aehnlichkeitstransformation im unendlich Kleinen bezeichnet, bei 
welcher also die Anordnung der zu P benachbarten Punkte ahnlich 
derjenigen der zu P’ benachbarten gedacht wird. Hier handelt es sich 
nicht um ein Tangentenbiischel, sondern um die Gesammtheit der 
Halbstrahlen, welche von einem Punkte P und dem correspondirenden 
P’ in den Tangentenebenen gezogen werden. Denn unter einer Aehnlich- 
keit in den kleinsten Theilen wird man zuniichst nur verstehen kénnen, 
dass zwischen den correspoadirenden Paaren von Liingenelementen 

ds, ds,; 0s, 0s, 
die Proportion 
ee & 
ds 08; 
besteht, und dass die Winkel zwischen den Elementen 


ait inl (ds, 0s), (ds,, 0s,) 
gleich sind. 


: 
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Eine Aebnlichkeit in diesem strengen Sinne kann aber auch im 
unendlich Kleinen nur ,dann bestehen, wenn sie auch fiir endliche 
Gebiete stattfindet. Denn wenn z. B. zwei Ebenen so auf einander 
bezogen sind, dass die um correspondirende Punkte herumliegenden 
Winkel sensu rigoroso gleich sind, so ist die Beziehung keine andere 
als die der Aehnlichkeit tiberhaupt. Unter jener Voraussetzung miissen 
nimlich auch zwei Elemente ds; ds, von denen das eine die Riick- 
wirtsverlingerung des anderen bildet, in zwei ebenso beschaffene 
Elemente ds,, ds,, also gerade Linien der ersten Ebene in gerade 
Linien der zweiten tibergehen. Und ebenso zieht die Voraussetzung 
der strengen Proportionalitit der von correspondirenden Punkten aus- 
laufenden Lingenelemente wieder schon fiir sich die Aehnlichkeit 
itiberhaupt nach sich, wie man sofort erkennt, wenn man sich ein 
unendlich kleines regulires Sechseck mit dem Mittelpunkte P transformirt 
denkt, dessen Diagonalen dann in die des entsprechenden reguliren 
Sechsecks iibergehen, womit man auf die friihere Voraussetzung zuriick- 
gefiihrt wird. 

Die Vorstellung, dass bei conformer Beziehung in unmittelbarer 
Nihe der Punkte P und P’ eine ihnliche Vertheilung der entsprechen- 
den Punkte im strengen Sinne stattfinde, ist daher nicht zutreffend. 
Hieriiber wird freilich kein Zweifel bestehen; auch liegt die analytische 
Erklaérung auf der Hand: die Kriimmungen correspondirender Curven, 
als abhingig von Elementen zweiter Ordnung, bleiben eben nicht erhalten. 

Aber damit wird die geometrische Auffassung auf die ganz all- 
gemeine Vorstellung reducirt, dass, je kleiner die verglichenen Bereiche 
angenommen werden, umso mehr eine Aehnlichkeit hervortrete, wihrend 
der Grad dieser Anniherung unentschieden bleibt. Auch wiirde man 
zwei infinitesimale Bereiche schon dann fbnlich nennen miissen, wenn 
nur an den correspondirenden Stellen P und P’ Proportionalitiit der 
Coefficienten e, f, g des Liingenelementes der ersten Fliche mit den 
e, f, 9 der zweiten stattfindet, Ist nun dieser Fall vollig gleich- 
werthig mit dem der conformen Beziehung, wo die eben erwihnte 
Proportionalitaét durchweg stattfindet, also nicht allein ¢ — ke u. s. w. 
sondern namentlich auch de = kde + edk u. s. w. ist? Ferner wird 
man den Fall k=1 als Congruenz der genannten Bereiche zu bezeichnen 
haben. Aber wie unterscheidet sich derselbe von der isometrischen 
Beziehung ¢ =e u. s. w., wo k durchweg den Werth Eins hat? 

Da die sich hieran schliessenden — wenn auch sehr elementaren — 
Fragen bisher nicht behandelt zu sein scheinen, hielt ich es nicht fiir 
iiberfliissig, eine genauere Discussion der Verhiiltnisse in der unmittel- 
baren Niihe eines Paares correspondirender Punkte zweier analytisch 
auf einander bezogenen Flichenstiicke zu geben, bei welcher festgestellt 
wird, wie sich dieselben modificiren, wenn man von dem allgemeinen 
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Falle, wo nur an diesen beiden Stellen Proportionalitdt der Coefficienten 
der Liingenelemente stattfindet, zu dem der Isometrie beider Flichen 
iibergeht. Ohne eine solche genauere Erérterung diirfte die vielfach 
benutzte Ausdrucksweise, nach welcher bei jeder analytischen Beziehung 
im unendlich Kleinen zufolge des linearen Charakters der infinitesimalen 
Transformationen einfach die Verhiltnisse der linearen Transformationen 
mit constanten Coefficienten vorliegen, nur eine sehr unbestimmte sein. 

Den Fall der allgemeinen Punkttransformation hier mit hineinzu- 
ziehen, habe ich unterlassen, um nicht diesen an und fir sich elemen- 
taren Gegenstand durch Betrachtung von Doppelverhiltnissen noch 
weitliufiger erscheinen zu lassen. 


§ 1. 

Durch den Punkt P sei auf der Fliche eine beliebige (analytische) 
Curve gezogen, auf der ein weiterer Punkt Q heisse. Alsdann verstehe 
ich unter der Entfernung PQ die Léinge der Sehne PQ und ebenso 
unter © den Winkel QPR des geradlinigen Dreiecks QPR, welches 
von den auf zwei solchen Curven gelegenen Punkten Q und R mit P 
gebildet wird. Zuwachse, welche sich auf Punkte der ersten Curve 
beziehen, sollen durch d; solche, welche der zweiten angehdren, durch 8 
bezeichnet werden. Im Folgenden wird es sich um eine Entwickelung der 
Gréssen PQ und cos 9 nach den unabhiingigen Variabeln w und v handeln, 
auf welche die Fliche bezogen ist. Dabei haben dann die Fundamen- 
talgréssen e, f, g; E, F, G erster und zweiter Ordnung in Betracht zu 
kommen, sowie die folgende Gruppe von Formeln, in denen die bei- 
gefiigten Indices u, wu, v... Differentialquotienten nach den betreffen- 
den Variabeln anzeigen und das Summationszeichen sich auf die Ver- 
einigung der drei gleichartigen Ausdriicke fiir x, y und ¢ bezieht: 


> 2 >’ . > 2 
Ly =e, LyL, =f, wt =J9) 


~ 
& 
° 
& 
s 
s 
le 
S 
a 
~ 


> : 1 > e 1 
(1) LyXLoy = fo me = ns Le Luu = fu oe 3 Pe 
a 1 2 
LuXuuu = 5 Cun — uu) 
y 3 1 ? 
LoLuun = hus 2 ae LuuXuy » 
> tutuus == 5 Cue — > taeans 


wile 
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1 1 vs 
Loluuyr = fae —_ 3 ee — Luu Loy = 3 Jun = Luvs 
1 ] 1 2 
TuLuve = fue — 5 Guu — LuuToo = 5 vo —_ Luvs 
1 
Ly Tuov = 5 Jue — Luvloev, 
1 q 
LuTove = foo — 5 Jus — LuoXor, 
1 2 
Ly Lov» = 5 Jor — Lov. 


Unter 9, soll der Grenzwerth von © verstanden werden, so dass 


edudu+t f(du dv+dvdau)+gdvdv 
cos 6, = Se, 
Veg — P(dudv —dvdu) 

dsdés 








sin 0, = 


zu nehmen ist. 


Man erhalt dann inclusive der Grissen dritter Ordnung aus (1) 
die Formel 


(2) dxdu+dydy+dzdz2=—edudu + f(dudv+dvdu)+ gdvdv 
a ‘ [du du (de+-de)-+-(dv du+adudv) (df+ df) 
+ dv dv(dg+8g)] 
a ; fe(du d?u+t+du du) 
+ f(dud?v-+ du dv + dv d?ut- dv d*u) 
+ 9(dv dv+dvd' v)]} 
+ 5 [ee—fu) (Ou—du) + (fo —gu) (bv—dv)] 
(du du—dv du) 
ees 
und insbesondere fiir d = d 
da? + dy? + de? = ds + 5 [dude + 2dudvdf + dv' dg] 
+ edudu+ f(du@v+dv du) + g(dv@v)+:-- 
oder, wenn zur Abkiirzung 
A=dwde+ 2dudvdf-+ dv’ dg, 
B=edu@u+ f(du@v+dvdu)+gdvdv 


gesetzt wird und die den @ entsprechenden Gréssen durch A und B 
bezeichnet werden 


(3) P@=dst+lA+B+--. 
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also: 
ia 1B 
PQ=as[1+i jet 3 ae] 
und 
PQ_ ds .) oe 1(7B OB 
pe~nlitiG—wtiG—mt 
Wird nun vorausgesetzt, dass an der correspondirenden Stelle P’ einer 
zweiten Fliiche die Bedingungen 
(4) é=ke, f=kf, g’=kg 


bestehen, so folgt, wenn die entsprechenden Gréssen wie bisher durch 
den beigefiigten Index 1 angedeutet werden, 


(5) P’'O—YVk Pg— lt 7 — A4)+ oo, 


P’'Q PQ _ds(/A_ A A_A 
(6) PR PR 44s (zen -_ ds, a (is = is) aaa 
und insbesondere, wenn mit den Bedingungen (4) zugleich noch die 
folgenden 
(4a) dé=kde+edk, df =—kdf+fdk, dg'’=kdg+ gdk 
erfiillt sind, ; 


; 'e—~6 Pe SS a... 
(5a) PY —Vk PQ— e+ ? 

PQ  PQ_ ds dk—ok, 
(6a) fe lead ee 


Hieraus folgt: Im allgemeinen, d. h. unter Voraussetewng der Be- 
dingungen (4) wird die Differenz P’Q —Vk PQ von der zweiten Ord- 
nung, fiir drei durch die Gleichung 


tua 

bestimmte Fortschreitungsrichtungen aber von hoherer als eweiter Ord- 
nung unendlich klein, wiihrend die Differenz correspondirender Liingen- 
verhiilinisse ein unendlich kleines erster Ordnung wird. 

Finden auch noch die Bedingungen (4a) statt, so fallen zwei von 
den genannten drei Fortschreitungsrichtungen mit den der Minimalcurven, 
welche sich an der Stelle P, P’ auf beiden Flachen entsprechen, zusammen, 
wihrend die dritie durch dk = 0 gegeben ist. 

Nur dann, wenn das Differential von & an der Stelle P verschwindet, 
also allgemein zu reden, & ein Maximum oder Minimum ist, wird die 
Differenz der Verhiiltnisse correspondirender Lingenelemente fiir jede 
Richtung von hodherer als der ersten Ordnung unendlich klein, 

Um den Formeln (5a), (6a) eine geometrische Bedeutung zu geben, 
bezeichne man den Winkel, den die Richtung du, dv mit der aus- 
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gezeichneten Richtung dk = 0 macht, durch a und entsprechend fiir 
du, dv durch a. Versteht man wie iiblich unter A,(k%) den ersten 
Differentialparameter von k, so ist 


dk = sin a ds VA, (k) 





also 
(5a) PO —VkPQ= s pV ih) sin a, 
(6a) ¥. ¢- re = ya (sin ads — sin « ds). 9 


also, wenn man festsetzt, dass die Lingenelemente ds und ds als 
gleich betrachtet werden sollen, 

ie £- tem Van) ds sin — cos Ct). 
Unter dieser Voraussetzung wird also die ‘ens der Verhiiltnisse 
correspondirender Liingenelemente fiir solche Richtungen, die symmetrisch 


zur Normalen von dk = 0 liegen, von hiherer als der ersten Ordnung 
unendlich klein. 


g Il. 


Um nun auch die Beziehungen fiir correspondirende Winkel 0 
und 0, zwischen den Liingenelementen PQ, PR; P’Q’, P’'R w 
erhalten, multiplicire man die Formel fiir die geoditische Kriimmung 


z einer durch den Punkt P gehenden Curve 


(1) Veg —f? SS — (eg —f?) (dud — dvdu) 
edu+fdv 
my du? DS \aruitun +2dud v > ty Luo + dv? > tuite0 
fdu+gdv 


du >, Luu + 2du dv >'s, Lue + dv? > ire0» | 


mit der Determinante (dudv — dvdu). Alsdann entsteht, wenn die 
linke Seite von (1) durch C bezeichnet wird, die Formel 


C(dudv —dv du) = [du du de+ df (dudv+dvdu) + dvdv dg} 
— 08 





cos 0, (du? de + 2dudv df + dv? dg) 
-- < [dudv — dv du] [(e—f.) du + (fo—gu) dv]. 


Verwendet man diese, so wie die analoge Formel fiir [, welche 


zu der geoditischen Kriimmung 5 nach der Richtung @ gehort, zur 
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ir Vereinfachung des in § 1, (2) gegebenen Ausdruckes fiir dx da+ dydy 
n + dzdz, so ergiebt sich, wenn man noch beriicksichtigt, dass 
(eg — f?) (dud?v — dv du) (dudv — dvdu) 
= ds? (e dudu+ f(eudv + dvd@u)+qdv dv) 
— ds ds cos Oy (edud?u + f(dvd@u + dudv) + g dv dv) | 
ist, durch Entwickelung von | 
__ dxdua+dydy+dzedz 
cos 0 = PQ.PR 
- nach gehériger Reduction die Formel 
(2) cos © = cos ©, + + sin O, ( — **) 4... ' 
' in welcher das zweite Glied als Factor die Differenz der geoditischen | 
e Contingenzwinkel der beiden durch P und Q gelegten Curven enthiilt, 


Man kann diese auf etwas weitliiufigem Wege gewonnene Formel 
"9 leicht geometrisch veranschaulichen. Projicirt man nimlich die beiden 
Sehnen PQ, PR sowie die zugehérigen Curvenelemente auf die Tan- 
gentialebene in P, so entstehen — man vergleiche die beistehende Figur, 
Pe in der die Projectionen der Punkte Q, R durch g, r bezeichnet sind — 


die ~ 
die Curvenelemente Pq’q, Pry, welche mit den Projectionen der 


I Sehnen Pq, Pr die halben geodiitischen Contingenzwinkel 5, 3 bilden, Y 
falls man die Elemente Pg’=q'g, Pr'=~r'r annimmt. Alsdann 


folgt unmittelbar 
a]. @ = 0, — 5 (e—7) 
che was mit der Formel (2) iibereinstimmt. 


Man erhilt demnach aus (2) fiir die Differenz correspondirender 
_ Winkel © und 0, die Formel 
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1fsds ds ds ds 
@) ®,—0=3|(@ — m)— (a - 7] 
falls man den beiderseitig auftretenden Factor sin 0, beseitigt. 

Dieselbe driickt die wnendlich kleine Differenz dieser Winkel, welche 
beide in erster Anniherung durch ©, gemessen werden, durch die 
geoditischen Contingenzwinkel ihrer Schenkel aus. 

Hierbei ist freilich zuniichst vorauszusetzen, dass ©, ein von 0 
oder a verschiedener Winkel ist. Denn, wenn z. B. die Incremente 
du, dv, @u, dv; du, dv, d*u, d?v ein und derselben analytischen 
Curve durch den Punkt P angehoren, also 


du =—du, dv=—d», 
Pus Ou, dvu= dv 


ist, so fallt das Glied dritter Ordnung in § I, (2) fort, und man erhilt 
aus § I, (2) durch Uebergang zu den Gliedern héherer Ordnung einfach 
die Formel fiir den Halbmesser der Kriimmung der Curve im Punkte P. 

Andererseits folgt aus der Formel (3), dass die Differenz fiir die 
Summe zweier Winkel gleich der Summe der Differenzen fiir die 
einzelnen Summanden ist. Alsdann ergiebt sich aber fiir die Differenz 
zweier Winkel, die beide in erster Anniherung gleich a sind, und 


deren Schenkel den Fortschreitungsrichtungen du = — du, dv = — dv 
entsprechen, der Werth: 

ds ds, 
(4) ¢-¢ 


weil nach der zu Anfang dieses Paragraphen benutzten Formel (1) fiir 
die geodiitische Kriimmung der Werth von TT dem von R entgegen- 
gesetzt gleich ist. 

Um dies anscheinend paradoxe Verhalten zu erkliiren, muss man 
bedenken, dass die Gesammtheit der Halbstrahlen PQ, PR, ... einen 
unendlich flachen Kegelmantel bildet Nun kann man die Winkel 
zwischen den Erzeugenden eines Kegels in zweierlei Sinn messen, 
einerseits im dreidimensionalen Raume, andererseits in der Mantelfliche 
des Kegels, 

Im ersten Fall gelangt man, wenn man zwei ,,diametral gegen- 
iiberliegende“ Kanten des Kegels als Elemente ein und derselben Curve 
auffasst, zu dem gewéhniichen Contingenzwinkel, im zwetten dagegen 
gelangt man an der Griinze zu demjenigen Winkel, dessen Differenz 
von den ihm correspondirenden durch den Ausdruck (4) gegeben ist. 
Fiir den Fall, dass die beiden aufeinander bezogenen Flachen Ebenen 
sind, fallt die eine Auffassung mit der anderen zusammen; in der 


That geht ja auch hier die geoditische Kriimmung in die totale 
iiber. 
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Nach der zu Anfang dieses Paragraphen angefiihrten Formiel fiir 
. ist nun aber, unter Voraussetzung der Bedingungen (4) des $I, der 


Ausdruck (4) nur abhdingig von der Richtung du, dv, nicht etwa von 
den gweiten Incrementen d?u, d?v. Das heisst: die Differenz der 
geoddtischen Contingenzwinkel zweier entsprechender Curven ist nur von 
der Richtung der Tangente dieser Curven abhiingig. Diese fiir jede 
Richtung charakteristische Grisse mag daher als die ihr zugehirige 
geoddtische Abweichung bezeichnet werden. Alsdann hat man den Satz: 

Die Differenz zweier correspondirender Winkel ist gleich der halben 
Differenz der geodiitischen Abweichungen ihrer Schenkel. 

Dabei giebt es im allgemeinen wieder drei Richtungen, deren 
geoditische Abweichungen gleich Null sind. Sind aber auch noch die 
Bedingungen (4a) des §1 erfiillt, so fallen ewei derselben mit den 
Richtungen der Minimalcurven durch P zusammen. Man erhilt nimlich 
jetzt durch Einsetzen von de’ = kde + edk u.s. w. in den Ausdruck 
fiir die geoditische Kriimmung aus (3) 


(5) 0, -—O = FV (eg—P?) [(eke—f hu) (du—du) + (fhy~—ghu) (dv—dv)], 


mithin fiir die geoditische Abweichung, welche zur Richtung du, dv 
gehort, 


@ = 3 V(eg—f?) [(ehe—fhu) du + (fhe —ghy) dv]. 


Bezeichnet man, wie friiher, den Winkel, den die Richtung du, dv 
mit der von dk = 0 bildet, durch a, so wird 


d — 
o= VA, (k) cos a. 


Das Maximum , der geodiitischen Abweichung entspricht daher der 
Richtung dk = 0, wiihrend fiir die dazu senkrechte @ gleich Null wird. 

Endlich hat man aus (5) 

0, — © = * (cos a — cos a) == — @, sin S° sin (ct), 

falls wieder « den der Richtung 3 entsprechenden Winkel bedeuiet 
und ds=ds genommen wird. Demnach wird fiir Winkel, deren 
Schenkel symmetrisch zu der Richtung dk = 0 liegen, die Differenz von 
hiherer als der ersten Ordnung unendlich klein, wihrend das analoge 
fiir die Differenz solcher Langenelementsverhiitnisse stattfindet, deren 
Richtungen symmetrisch zu der auf dk =O senkrechten Richtung 
liegen. 

Man veranschauliche sich diese Verhiltnisse z. B. bei der Trans- 
formation durch reciproke Radien in der Ebene. Die Richtung dk =0 
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ist hier die der Orthogonalkreise zu den Geraden durch das Centrum 
der Inversion. Jeder Kreis durch zwei in Bezug auf den Inversionskreis 
conjugirte Punkte geht dabei als Totalfigur in sich tiber, d. h. die Winkel 
correspondirender Curvenpuare durch einen Punkt bleiben ungeiindert, 
aber die Anordnung der correspondirenden Punkte auf diesen Curven 
ist eine ganz andere und befolgt die im Vorstehenden entwickelten 
Gesetze. 


g Ill. 


Unter Voraussetzung der Bedingungen (4) oder (4a) des $I kann 
man also zwei infinitesimalen correspondirenden Bereichen Aehnlichkeit 
zuschreiben, falls Gréssen von der Ordnung der linearen Ausdehnung 
dieser Bereiche als solche erster Ordnung gegen endliche vernachlissigt 
werden. Eine wesentliche Aenderung findet hierin nicht statt, wenn 
der Modul k = 1 genommen wird. Nur dann, wenn fiir die betreffende 
Stelle auch noch das Differential von & verschwindet , wird die Differenz 
correspondirender Winkel und Lingenverhiiltnisse eine Grisse zweiter 
Ordnung. Aber auch in diesem Falle liegen noch nicht diejenigen 
Verhiltnisse vor, wie sie bei zwei isometrischen oder ihnlichen Flachen 
bestehen , wo k durchweg gleich Eins oder constant ist. 

Zu einer genaueren Untersuchung derselben ist die weitere Ent- 
wickelung der Formel (2) des § I erforderlich. In der That finden sich 
in den Gliedern vierter Ordnung noch die zweiten Differentialquotienten 
von k vor, so dass selbst, wenn dk gleich Nuli ist, noch nicht die- 
selben Umstiinde vorliegen, als wenn & iiberhaupt constant ist. Von 
der Ausfiihrung dieser Entwickelung muss hier abgesehen werden, da 
fiir das Folgende nur der Fall, wo & durchweg gleich Eins ist, in 
Betracht kommen soll. 

Entwickelt man zunichst das Quadrat der Sehne PQ, so ergiebt 
sich, mit Weglassung aller derjenigen Glieder, welche nur von den 
ersten und zweiten Differentialquotienten der Coefficienten des Lingen- 
elementes abhingig sind, nach den Formeln (1) des §I1 bis zu den 
Gréssen vierler Ordnung inclusive: 


(1) PQ? = dz? + dy’ + dz =edu? + 2fdudv+gdv? +--- 
- < [Edw +2Fdudv+Gdv}. 


Man erhilt also fiir zwei isometrische Flichen, wenn man die Kriim- 
mungshalbmesser der Normalkriimmung nach der Richtung du, dv 
durch @ und g’ bezeichnet 


Q) + PQ — PQ=— Fi — 5) 4%, 


in welcher man hier wegen der Gleichheit der geoditischen Kriimmungen 
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unter g und g’ auch die totalen Kriimmungen der correspondirenden 
Curven verstehen kann. Die Differenz correspondirender Entfernungen 
ist hier also immer eine Grosse dritter Ordnung. Nur fiir die Richtungs- 
paare der charakteristischen Curven der beiden isometrischen Flichen, 
deren Realitit in der vorhergehenden Note tber isometrische Flaichen 
genau untersucht ist, erhdht sich diese Ordnung auf die vierte. 

Ich entwickele endlich noch die FPormel, welche der des § I, (2) 
entspricht. Da auch EG — F? nur von den ersten und zweiten Dif- 
ferentialquotienten der e, f, g abhiingt, so ergiebt sich, falls wieder 
alle Glieder fortgelassen werden, die nicht von Einfluss sind, bis 
inclusive der Gréssen vierter Ordnung: 


dzdxz-+dydy+dzedze=—edudu+/f(dudv+dvdu)+ qdvdv 
++ (Edu? +2 Fdudv+G dv} (Edu? +2 Fdudv 
+ Gdv?| 
—<[Edudu+F(dudo +dvdu)+Gdvov] 
[E(du?+ du?) +2F(dudv+dudv) 
+ G(dv*? + dv?)}. 


Und hieraus folgt unter der Voraussetzung ds = ds 
080, —cosO—dsds| 7 — i> +} 7) 4 oii aps + )] 
cos 208 Ge 
~ean e149 4 +5 G+3) 


in welcher Formel ry, @ die auf der ersten Fliche zu den Richtungen 
d, 0 gehdrigen Normalkriimmungen bedeuten, und 
dine Edudu+ F(dudv+dvdu)+Gdv dv 
— dsds 

zu nehmen ist. Im allgemeinen wird also hier die Differenz corre- 
spondirender Winkel eine Grésse gweiter Ordnung. Hierbei ist natiir- 
lich ©, als ein von 0 und a verschiedener Winkel vorauszusetzen. 

Fir zwei isometrisch aufeinander bezogene infinitesimale Bereiche 
findet demnach Congruenz in dem besonderen Sinne statt, dass die 
Abweichung in den Winakeln und Lingenelementsverhiltnissen unend- 
lich klein erster Ordnung gegen die lineare Ausdehnung dieser Bereiche 
wird, wihrend bei conformer Bezichung an denjenigen Stellen, wo 
der Modul & gleich Eins ist, diese Abweichungen (im allgemeinen) 
von derselben Ordnung bleiben, wie jene Bereiche selbst. 








Wiirzburg im Juli 1894. 














Note tiber die Algebra der binaren Relative. 
Von 


Ernst Scur6per in Karlsruhe. 


Uber obige Disziplin wird demniichst, nahe gleichzeitig mit dem 
letzten Teil des zweiten Bandes von des Verfassers ,, Vorlesungen iiber 
die Algebra der Logik“ ein Buch als dritter Band genannten Werks 
erscheinen — zuvérderst mit der ersten von seinen zwei Abteilungen — 
welches diese Disziplin im Anschluss an Ch. 8. Peirce auch unab- 
hingig von Bd. 1 und 2 begriindet. Uber die Griinde, welche Aus- 
schaltung der einschliigigen urspriinglich fiir Bd. 2 bestimmt gewesnen 
Vorlesungen aus diesem, und ihre Ausgestaltung zu einem eignen 
Bande nétig machten, darf ich wol auf die Mitteilungen der Teubner’- 
schen Verlagsbuchhandlung verweisen, und sei es gestattet, iiber das 
Wesen dieses in Deutschland wol noch giinzlich unbekannten Zweiges 
der algebraischen Logik behufs dessen Einfiihrung in der mathe- 
matischen Welt hier einige Mitteilungen zu machen. 

Die Disziplin geht aus von der Betrachtung eines Denkbereiches 
1' bestehend aus ,,Elementen“ A, B, C,... die als einander gegen- 
seitig ausschliessend und von dem Nichts (0) verschieden vorausgesetzt 
werden. Als Inbegriff dieser Elemente wird der Bereich mittelst 


I'=A+B+C+--- = Zi 
in Gestalt von deren ,,identischer Summe“ (logical aggregate) dar- 
gestellt. Doch ist sogleich zu betonen, dass diese Elemente — wie 


die (reellen) Zahlen, oder die Punkte einer Geraden (ev. Strecke) — 
auch ein Kontinuum bilden diirfen. 

Irgend zwei Elemente i und j lassen sich — etwa unter dem 
Gesichtspunkt einer gewissen von i zu j bestehenden ,, Beziehung“ — 
in bestimmter Folge zu einem Elementepaar (oder individuellen biniiren 
Relative) ¢:j zusammenstellen, und bildet die Gesamtheit aller erdenk- 
lichen Elementepaare: 


1? = J 54:3) 
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einen zweiten aus dem urspriinglichen abgeleiteten Denkbereich, der 
aus den Variationen mit Wiederholungen zur zweiten Klasse von des 
letztern Elementen besteht. 

In diesem zweiten Denkbereiche bewegt sich unsre ganze Disziplin, 
und es wird unter einem bindren Relative (a oder b, c,...) nichts 
andres zu verstehen sein, als ein Inbegriff (identische Summe) von 
Elementenpaaren (keinen, einigen oder allen), irgendwie hervorgehoben 
aus genanntem Bereiche. 

Die fundamentalen Festsetzungen aus denen alle Sitze unserer 
Disziplin (nach den Prinzipien der allgemeinen Logik, dem dictum 
de omni, Satz des Widerspruchs, etc.) denknotwendig folgen, lassen 
sich — als etwa 31 an Zahl — bequem auf einer halben Seite zu- 
sammenstellen und lauten im (nachher etwas zu erliuternden) Uberblicke 
wie folgt: 

(1) (a = b) = (a €b) (ba), 
9 0-0, O01, 11 
® | 1€0, 


) eee 1 141140041 —1 
1-1=1 | 0+0=—0, 

(4) 1=0 01, 

(5) a = Zi; aij (7:9) 

(6) kyon i | 0:5 == 0 

(7) ij = (¢ = J) | 03; = + J) 

(8) tne = Vin 

(9) (i: Jax = Wa Ny 

(10) (ab); 5 = 4:50, (a + d)is = aj + D,; 

(11) G5 = (ai) 

(12) (a;b);; = D,ajnb,; (a ¢ b)i; = I, (ain, + 0,;) 

(13) aj; = aj; 

(14) (a = b) = I;;(ai; = Dis) 

(15) (ITa);; = Taj; | (XLa);; = Da,;. 


Die Aussageniiquivalenz (1) fiihrt fiir alle in unserer Disziplin 
vorkommenden Symbole den Begriff der Gleichheit, Gleichung auf den 
der Einordnung, Subsumtion zuriick: fiir gleich soll nur gelten, was 
gegenseitig in einander enthalten — mithin einerlei, identisch ist. 

Durch die Festsetzungen (2) werden hierauf die Einordnungs- 
verhiltnisse geregelt zunichst fiir einen Wertbereich, der nur die 


Mathematische Annalen. XLVI. 10 
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zwei Werte 0 und 1 umfasst. Von den vier zwischen diesen Werten 
denkbaren Einordnungen soll nur diese eine 1 <0 micht gelten. 


(3) bildet den Abacus, das Einmaleins etc. fiir diesen Wertbereich. 
Die einzige Abweichung von dem numerischen, speciell dem dyadischen 
Einspluseinse, welche darin zu erblicken ist, dass in unsrer Disziplin 
die Anerkennung der Gleichung 1+1—1 gefordert wird, motivirt 
sich eben daraus, dass, weil in ihr fiir ,,gleich“ nur gelten soll, was 
einerlei ist, auch ein wiederholtes Setzen von Gleichem nicht anders 
denkbar sein wird denn in Form einer tautologischen und darum 
belanglosen Wiederholung. 

Wihrend fiir unsern Wertbereich 0,1 durch die Festsetzungen (3) 
volistindig erklirt erscheinen: die Operationen der ,,identischen“ Multi- 
plikation und Addition, gibt (4) die Definition der (durch iibergesetzten 
Strich anzudeutenden) Negation, indem sie 1 und 0 als Negate von 
einander hinstellt. 

Die bisher besprochnen Festsetzungen gelten auch im identischen 
und damit zugleich im Aussagen-Kalkul; sie bilden obendrein die 
gesamte formale Grundlage des letztern. 

Aufgrund der Deutung einer Aussagensubsumtion « =€ 6 als die 
Aussage: ,,wann « gilt, gilt 6“ erklirt der Aussagenkalkul bekannt- 
lich — gemiiss (1) — alle wahren Aussagen fiir einander iiquivalent 
(,,gleich“), und ebenso alle falschen. Die wahre Aussage wird mit 1, 
die falsche mit 0 bezeichnet. Und weil eine Aussage hinstellen, ihre 
Wahrheit behaupten heisst, muss eine Aussage @ iiquivalent sein mit 
der Behauptung: « = 1. 

Dass ein Aussagenprodukt «6 die simultane Geltung der beiden 
Faktor-aussagen fordert, die Aussagensumme a + deren alternative 
Geltung (als entweder die eine, oder die andre, oder auch beide zugleich), 
ist hienach mit (3) leicht in Kinklang zu bringen. Ebenso: dass das Aus- 
sagennegat « die Aussage « leugnet, sie als nicht-giiltig hinstellt, mit (4). 

Zur Erliuterung der Aussagen-J7 und & ist dann blos noch 
hinzuzufiigen, dass: ein JI;a; bedeuten solle, dass die Aussage a; fiir 
jedes (Element) i gilt, ein 2;a; bedeutet, dass «; fiir gewisse i gilt, 
m. a. W. dass es (mindestens ein) 7 gibt, fiir welche(s) sie zutrifft. Nach 
dem Abacus muss in der That das IZ verschwinden, sobald auch nur 
ein Factor 0 ist, die Summe gleich 1 sein, wenn das auch nur bei 
einem Gliede zutrifft. 

Sollte indess unser Denkbereich 1' ein Kontinuum sein, z. B. i den 
allgemeinen Punkt einer Geraden vorstellen, so wiirden sich ohne Wort- 
behelf die obigen Aussagen nicht mehr explicite hinschreiben in Formeln 
oder in der Zeichensprache also, die JJ und & sich nicht entbehren lassen. 
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Beim QOperiren mit den Aussagen-J7 und & kann man sich 
jederzeit stiitzen auf das logische ,,Prinzip“ welches bekannt ist unter 
dem Namen des ,,dictum de omni et de nullo“ (et — de aliquo oder 
ullo sollte man noch hinzufiigen). Dergleichen Prinzipien sind keine 
Axiome, sondern blos Stellvertreter von, Surrogate fiir Definitionen, 
die als solche, regelrecht, nicht gegeben zu werden vermégen. Be- 
kanntlich lisst sich nicht alles definiren — so auch wol nicht die 
Worte ,,jedes“ oder ,,alle“ und ,,keine“ sowie ,,einige“ oder ,,gewisse“, 
das Wértchen ,,nicht“. Fiir deren vakaht bleibende Definition treten 
eben die logischen ,,Prinzipien“ ein (Peirce). — 

Wenn es nun mit Vorbemerktem zuliissig erschien, in (1) bis (4) 
die 0 und 1 aufzufassen als die beiden Wahrheitswerte der Aussagen 
(0 wire eigentlich der Unwahrheitswert zu nennen) und wenn uns 
solche Deutung in der That jederzeit freistehen wird, so prakludirt 
das keineswegs die Verwendung ebendieser Symbole 0 und 1 auch 
zur Darstellung gewisser speziellen biniiren Relative — aus dem Grunde, 
weil die beiden Denkbereiche, niimlich derjenige der Aussagen und 
der Denkbereich der biniren Relative, véllig auseinander liegen. 

Mit der Festsetzung (5) treten wir erst aus dem elementaren 
Teil der algebraischen Logik heraus und in die Theorie der Relative 
selbst ein. Diese (5) ist fiir jedes binire Relativ a getroffen zu denken 
mit dem Beifiigen: dass dessen Relativkoeffizienten a;; samt und sonders 
auf den Bereich der beiden Werte 0 und 1 angewiesen sein sollen, und 
dass der Nullwert eines Koeffizienten den Ausfall, dessen Wert 1 aber 
das Vorhandensein des zugehirigen ,, Konstituenten“ i:j als eines Glieds 
der Summe bewirken solle. 

Das allgemeine biniire Relativ ist darnach eine Summe von Ele- 
mentepaaren. Es ist vollig bestimmt durch die Angabe ob = 0 oder 
= 1, fiir einen jeden von seinen Koeffizienten, womiglich durch 
generelle Charakterisirung seines ,,allgemeinen Koeffizienten“ (zum be- 
liebigen Suffixe ij) a;;. 

Darum beziehen sich auch alle folgenden Festsetzungen blos noch 
auf solche Relativkoeffizienten. 

Die in Reihen (Zeilen und Kolonnen) geordnete Zusammenstellung 
der Koeffizientenwerte a;; heisst die Matrix des Relativs a und sieht 
aus wie eine (ev. unendliche) Determinante, deren ,,Elemente“ nur 
Nullen oder Einser wiren. Da das Wort ,,Element“ schon ander- 
weitig beschlagnahmt worden, so diirfen wir hier nur von ,,Stellen“ 
der Matrix reden. Die mit 1 besetzten Stellen kénnen auch als 
»Augen“ an die Gitterpunkte karrirten Papieres gesetzt, oder als 
Punkte eingetragen, die mit Nullen besetzt zu denkenden dann einfach 

10* 
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unbesetzt, leer gelassen werden, woraus erhellt, dass bei kontinuirlichem 
(linearen) Denkbereiche 1' sich jede Figur in der Ebene auffassen lisst 
als die Matrix eines durch sie bestimmten biniren Relatives, und dass 
die Theorie der Relative durchaus einer geometrischen Deutung fihig. 

Die Relativkoeffizienten a;; lassen nun aber auch eine Deutung 
als wirkliche Aussagen zu, und zwar ist a;; aiquivalent mit: 

(a;; = 1), = (¢ ist ein @ von j). 
Und praktisch wird der Leser am schnellsten sich einen richtigen 
Begriff von einem biniren Relativ verschaffen, wenn er sich nun ein 
wenig in den Anblick der folgenden Figur vertieft, durch welche ich 
fiir den Denkbereich der natiirlichen Zahlen die Matrix des Relativs 
»Teiler von -“ dargestel t habe. 

Behufs Konstruktion dieser Matrix hat man sich an jedem Gitter- 
punkte die Frage vorzulegen: ist die Zahl i, welche die Zeile markirt, 
Teiler von der Zahl j, welche die Kolonne markirt? — um im 
Bejahungsfalle ein Auge einzutragen. Umgekehrt gibt das konstruirte 
(oder spezifizirte) Relativ die Antwort auf die Doppelfrage: Wer ist 
Teiler von wem?? und veranschaulicht den Umfang des (relativen) 
Begriffes ,,Teiler von -“ im Gebiet der natiirlichen Zahlen. Mein 
Buch bringt auch die Matrix des Relativs ,,relativ prim zu -“. 

Die Festsetzungen (6) bis (9) erkliiren nun die sechs Symbole 
1,0,1,0°,¢ und i:j als biniire Relative mittelst Angabe ihrer all- 
gemeinen Koeffizienten. 

Die Matrix von 1 (= 1°) triigt an jeder Stelle ein Auge, die von 
0 an keiner. 1 und 0 heissen die absoluten Moduln, und sind cum 
grano salis als ,,etwas“ (eine Kategorie, worunter alles fallt) und 
»nichts“ zu deuten. Von den relativen Moduln 1 und 0’ hat erstrer 
nur die Hauptdiagonale, letztrer alles ausser dieser mit Augen besetzt 
und ist jener als ,,einerlei mit -“ (oder ,,selbst“) dieser als_,,ver- 
schieden von -“ (other than) deutbar. 

Das Element i des ersten Denkbereiches als biniires Relativ im 
zweiten 1° dargestellt hat in der mit i markirten Zeile alle Gitter- 
punkte mit Augen vollbesetzt, sonst aber lauter Leerstellen; es ist 
ein Einzeiler (= sonst leerer Einvollzeiler) oder die ,,konstante Funk- 
tion“, priisentirt sich bei kontinuirlichem Denkbereiche geometrisch 
(siehe oben) als eine zur w Axe parallele Gerade. 

Das ,,individuelle“ biniire Relativ i: j ist ein Punkt (xj, y=1), 
seine Matrix das Einauge. 

... Fiir den Denkbereich 1' der [reellen] Zahlen [z. B.] deckt sich 
der Begriff der mathematischen Funktion von (einem Argumente — in 
seiner strengsten Fassung: als einer durchaus eindeutigen) mit demjenigen 





149 


Algebra der biniiren Relative. 














! ee SS i 
CEECCE er 
rt | : a ai 
i a 

pe 
Bde 





F HH Erp cb 


| ’ i ; i 
Cee Peco 
SSe00ee ee 








} 











——} —_}_—. 











| 





——¢ 


-e 





‘Ree NO tH OE @ DD 





09 65 8S 46 95 S395 ES ZS IS OS GY BY Ly SH SY HY CH ZY Hy OV GE BC LE HE SEM IMM MRANLNAURAANUH SH CAaUeOoeeLIsSvezZ { 3° 














150 Ernst Scuréper. 


eines biniren Relativs, welches in jeder Kolonne ein und nur ein 
Auge trigt. 

Und die (eventuell auch ,,unbegrenzte“) mathematische Substi- 
tution fallt begrifflich zusammen mit der auch umkehrbar eindeutigen 
Funktion (eines Argumentes), ist ein biniires Relativ, das in jeder 
Kolonne sowol als in jeder Zeile nur je ein Auge triigt; sie ist ,, Funk- 
tion“ und ,,Argument“ zugleich. 

Die Substitutionen gleichwie die Funktionen also fallen unter den 
allgemeineren Begriff der Relative und werden in deren Theorie einer 
gemeinsamen Behandlung zugiinglich. 

Fiir einen aus den Personen der menschlichen Gesellschaft be- 
stehenden Denkbereich 1’ wird das biniire Relativ c= ,,Kind von -“ 
(child of -) in jeder Zeile zwei Augen aufweisen. Etc. ... 


Die Formeln (10) bis (12) definiren im Hinblick auf das zu (5) 
gesagte die sechs (vollkommen eindeutigen) Grundrechnungsarten oder 
Spezies unsrer Disziplin. Diese zerfallen in zwei Hauptstufen; die erste 
durch (10), (11) hier eingefiihrt, umfasst die aus dem identischen 
Kalkul wohlbekannten 3 Spezies der (identischen) Multiplikation, Addi- 
tion und der Negation: ab enthilt ausschliesslich die den Relativen 
a und b gemeinsamen Augen, das identische Produkt (Dedekind’s 
»Gemeinheit“) ist der Schnitt der Figuren von a und 6, wogegen a+b 
alle Augen enthalt, die dem a oder auch dem b angehéren; das Negat 
@ ist die Aussenfigur von a, und wenn a = amans = Liebender von - 
bedeutet, als ,,Nichtliebender von -“ zu interpretiren. 

Die Gesetze dieser Operationen sind bekannt. 

(12) und (13) definiren, als die der zweiten Hauptstufe, die 3 
relativen Spezies, als da sind: die relative Multiplikation oder Kompo- 
sition, die relative Addition und die Konversion. 

Bedeutet a = Liebender von-, b= benefactor = Wohlthiter von-, 
so stellt das relative Produkt ,,a;b“ den Begriff nach seinem Umfange 
dar: Liebender von einem Wohlthiter von-, und wird darum als 
»@ von b* gelesen. 

Sind ferner die Relative a—/f (von einem x) und b = g(2) 
» Funktionen“, so ist a;b =f {@(x)} die aus beiden ,, zusammengesetzte “ 
Funktion. 

Die relative Summe a;b (ich lese: a piu b) ist fir das erste 
Paradigma zu deuten als: Liebender von jedenfalls allen ausser Wobl- 
thatern von -. 

Die Matrix des Relativs a;b resp. a+b wird aus den Matrizes 
von a und 6 gemiiss den Schemata (12) durch Prozesse erhalten, 
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die an die zeilen-kolonnen-weise Multiplikation der Determinanten 
erinnern. 

Das Konverse von a (@ = a-konvers) stellt, fiir a = Liebender 
von-, den Begriff vor: Geliebter von-. Die Konversion verwandelt 
c = Kind von- in é = Elter von-, verwandelt Ursache in Wirkung etc. 
Die Matrix von &@ wird aus der von a einfach durch Umklappen um 
die Hauptdiagonale erhalten. 

Wie man sieht, sind viere von den 6 Spezies kniipfende Opera- 
tionen, die beiden Negation und Konversion aber als nicht-kniipfende 
bereits an einem Argument vollziehbar. 

Die kniipfenden vier Spezies sind assoziative, jedoch die beiden 
relativen nicht kommutative Operationen. 

Unsre Disziplin hat auch mit (natiirlichen) Potenzen zu thun. Da 
der Tautologiegesetze aa = a (und a+ a= a) halber ein identisches 
Produkt aus gleichen Faktoren nicht vorkommen kann, so haben wir 
unter einer Potenz hier immer ein relatives Produkt aus gleichen 
Faktoren zu verstehen, z. B. a® = (a;)> = a;a;a. — 

Die Festsetzung (14) fiihrt den Begriff der Einordnung (Sub- 
sumtion) zwischen Relativen zuriick auf den durch (2) festgelegten 
zwischen ihren gleichstelligen Koeffizienten. 

Die (15) endlich definirt — in Erweiterung von (10) — das I 
und die 2 von Relativen. 

Soviel iiber die Grundlagen unsrer Disziplin. Inbezug auf deren 
bemerkenswerteste Eigentiimlichkeiten legt mir der Charakter dieser 
Mitteilung als einer Note natiirlich grosse Beschrinkung auf: ich muss 
mich hier begniigen ohne Begriindung nur wenige Angaben zu machen. 


Nach Siitzen, wie @;) = @+5b, a;b =5;4, lassen die Operationen 
der Negation und Konversion sich an jedem zusammengesetzten Aus- 
druck, ,,ausfiihren“, und wie doppeltes Negiren, so hebt auch doppeltes 
Konvertiren sich auf, die Reihenfolge aber von Negation und Kon- 
version ist gleichgiiltig. 

Die Disziplin gebietet iiber zwei Prinzipien zur Vervielfiltigung (Ver- 
doppelung) ihrer Formeln und Siitze: Dualismus und Konjugation, jener 
auf beiderseitigem Negiren (Kontraposition), diese auf beiderseitigem 
Konvertiren wesentlich beruhend. Die Formeln treten deshalb zumeist 
in ,Gespannen“ von je vieren auf. Als Beispiel seien die angefiihrt, 
welche fiir die relativen Kniipfungen den Siitzen (a — bd) +b =a, 


50 =a der Arithmetik am niichsten entsprechen: 
1) (asb4b)3b =a;b (a¢b);bgb—=azb 


a;(4ya;b) =a;b aza;(azb)—azd. 
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Nicht nur geht daraus eine wunderbare Symmetrie der Disziplin 
hervor, sondern es reduzirt sich auch die Beweisarbeit fiir alle Formeln 
auf nahe ihren vierten Teil. — 

Der Doppelpunkt, mit welchem zuerst die Elementepaare i: j 
dargestellt worden, wird durch die 6 Spezies entbehrlich, indem: 


2) injmijmisj. 
Ferner gilt die Aussageniiquivalenz: 
3) (a= 1) = (a3) —G€a;) = (i:j-€a), 
ja es lisst sich der allgemeine Relativkoeffizient selbst als ein binires 
Relativ darstellen in der Gestalt: 


4) diy = 1543), 
sodass die Theorie der biniren Relative sich rein als eine solche dar- 
stellen lisst, welche nur mit diesen und den 6 Spezies operirt. 

Als ,,Element“ i des ersten Denkbereichs kann ein biniires Rela- 


tiv « charakterisirt werden durch eine jede der drei Aaquivalenten 
Forderungen: 


8) (P¢Fj1 =a) = (74 FZ0—a) = [(747)j1 = 2) 
und als Elementepaar oder Punkt 7:7 durch diese: 
6) VeZeV—2;14+152 


was beides sich mit meiner Individuumsdefinition (Bd. 2, S. 325) in 
Zusammenhang bringen lisst. 
Eine Gleichung: 


7) (2;1=2), = (ey 0—2) 


charakterisirt das Relativ x als ein ,,System“ (Gebiet, Klasse) im 
Dedekind’ schen Sinne, dazu 


8) 2;lj;z=—2 | “eyOzu=—a 
charakterisirt x als eines der wichtigen ,, Quaderrelative“, deren Augen 


resp. Liicken (d. i. Leerstellen) immer nur in Quadern stehen. 


Als ,,Bild von-“, oder Funktion wird « charakterisirt durch die 
Doppelsubsumtion: 


9) 2,2 PGi; 2 
und als Substitution durch die Doppelgleichung: 
10) 2;fo= P= ZF; x, 


Es gilt der bemerkenswerte Satz, dass jede Substitution zugleich 
die identische Summe ist ihrer Cyklen und das relative Produkt der 
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zugehérigen Zirkularsubstitutionen — unter einem ,,Cyklus“ der dritten 
Ordnung (z. B.) ein Relativ der Form A:B+B:C+C:A ver- 
standen, und ein jedes von der Substitution nicht versetzte Element 
als ,,Cyklus erster Ordnung“ der Form D:D miteingerechnet. Die 
Cyklen aus denen eine Substitution ,,besteht“ sind bekanntlich ,,ele- 
mentefremde“, d. h. solche die kein kombinatorisches Element gemein 
haben. Der relative Modul 1 ist die ,,identische Substitution“ und 
muss die eigentliche Multiplikation der Substitutionen als eine relative, 
d. i. als deren Komposition aufgefasst werden. 

Durch die Forderung x ; x << x wiirde ~ als ein transitives Relativ 
charakterisirt, wie es beispielsweise das durch unsre Figur veran- 
schaulichte «=,,Teiler von-“ ist, fiir das sogar 7;7==w sein muss. U. a.m. 

Die Theorie gibt auch die besten Anhaltspunkte fiir eine ratio- 
nelle Klassifikation der Relative, wie sie neuerdings die italienischen 
Mathematiker De Amicis und Vailati beschiiftigt. (Rivista di Mat. 1). 

Ein Relativ, welches, wie 4), nur der beiden Werte 0 und 1 
fahig ist, nenne ich ein ausgezeichnetes Relativ. Kin solches ist z. B. 
1;a;1, indem: 

11) (a=0)=(1;a;1—0), (a0) = (1;a;1—1). 

Peirce hat deren sechse aufgestellt, und mit Hiilfe dieser lisst nicht 
nur jede Ungleichung sich in eine Gleichung umwandeln, sondern 
iiberhaupt jeder Komplex von Daten sich in eine einzige Gleichung 
aiquivalent zusammenziehen — auch dann, wenn in ihm Alternativen 
(Summen) von Gleichungen, sowie Systeme (Produkte) von Unglei- 
chungen vorkommen, wo solches im identischen Kalkul nicht mehr 
méglich war. 

Stellt « irgend eines von den unbestimmten Relativen vor, deren 
ein Komplex von Data Erwihnung thut, so ist demnach die all- 
gemeinste Aufgabe in unserer Theorie diese: einer Forderung 


12) F(z) =0 

zu geniigen, worin F' eine gegebne Relativfunktion, d. i. einen Aus- 
druck vorstellt, der aus x und andern Relativen lediglich vermittelst 
der sechs Spezies aufgebaut erscheint. 

Bevor zur Auflésung, nach x, der Gleichung geschritten werden 
kann, muss erst der Resultante der Elimination von x aus ihr, durch 
die tibrigen vorkommenden Buchstabenrelative oder ,, Unbekannten “ 
geniigt werden, und so ist jedes Auflésungsproblem der Theorie mit 
einem Eliminationsproblem verquickt; beide Probleme aber stellen sich 
als unabhiingig von der Anzahl der zu erfiillenden Forderungen oder 
Data dar. Ein andrer Gegensatz zur arithmetischen Analysis zeigt 
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sich darin: Kommt x immer nur in der Verbindung (x) in unsrer 
Gleichung vor, so liefert doch die Elimination von z eine andre, 
nimlich eine viel weitergehende (mehr verlangende) Resultante, als 
wie die Elimination von (x) — das y genannt werden konnte! 

Die allgemeine Wurzel unsrer Gleichung 12) kann — sofern die 
Resultante erfillt ist — immer in der Gestalt 


13) a = f(u) 
angegeben werden, worin der ,,unabhiingige Parameter“ u ein un- 


bestimmtes oder arbitriires Relativ vorstellt. Die Lésung lasst sich 


iiberdies so einrichten, dass sie jede gewiinschte Wurzel x bei der 
Annahme u = x wiedergibt. 


Beispielsweise geben die (beiden ersten Inversions-)Theoreme: 
14) (w;b-€a) = (waz b) = E(x—u(azd)}, 
15) (a=€a;b) = (a-€15b) D[x = ut a(wzd) 5) 


die allgemeine Liésung der linksseitigen Subsumtion, nebst deren Re- 
sultante an, die im ersten Falle auf 0 = 0 hinausliuft, d. h. gar nicht 
vorhanden ist. 

Die verschiedenen Lésungen x von 15) haben alle das Relativ 
a; (by 1’)b miteinander gemein, welches jedoch selber im allgemeinen 
keine Liésung ist. 

Soll die Gleichung x; b = a erfiillt werden, so muss erstens als 
Resultante die Relation a = (azb) ;b bestehen, d. h. a von der Form 


ce; 6 sein und zweitens ist darnach die allgemeine Wurzel dieses 
,dritten Inversionsproblems“: 


16) a =cluta{(a+e) zd} ; 4). 

Erstaunlich ist, wie schwierige Probleme bereits in drei Buch- 
staben in unsrer Theorie gestellt werden kénnen. Zu den schwersten 
unter den einfachsten gehéren die beiden Aufgaben: aus der Sub- 
sumtion a =€ x;Z, resp. aus der Gleichung x; x =a, das x zu elimi- 
niren, hernach zu berechnen. — 


In Analogie zu den ,,integrirenden“ gibt es in unsrer Theorie 
,solvirende“ Faktoren So z. B. wird die Gleichung: 


17) axz + bat + czx + dzi = 0 
(erst) durch Multiplikation mit 
18) w= ai +0°(bé+b2) +dd 
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zu einer nach 2 auflésbaren, und sie war es von vornherein nur dann, 
wenn diese Multiplikation nichts fndert, d. h. wenn zwischen den 
Polynomkoeffizienten die Relation besteht: 

a+b+c+d=u 
— welcher Resultante man auch die handlichere Form geben kann: 


19) [B=] (a+a) (P+ (b+2)+6)} dtd) —0. — 

Fiir eine grosse Klasse von Auflésungsproblemen lisst sich die 
allgemeine Wurzel ermitteln in Gestalt der wnbegrenet iterirten Funk- 
tion f”(w) eines f(w), wobei in etwa der Hilfte der einfachsten Fille 
jene mit dieser selbst zusammenfallt, somit die Lésung in geschlossener 
Form auftritt. 

Es sind z. B. alle transitiven Relative « in Gestalt von 
20) = (wg ti) u(t yu) 
mit einem Schlage und in geschlossener Form angebbar, wobei noch 
von den drei Faktoren rechts der erste oder letzte unterdriickbar 
wiire — wenngleich nicht ohne Anderung des Wertes, der aber immer 


ein transitives Relativ bleibt. Ein gleiches ist jedoch auch in Gestalt 
einer unbegrenzten Entwickelung méglich: 
21) L=Uyy, = UtEW+ew+eub+e-- = (P+u)* su. — 

Es ist ferner x oder 
22) f= ul? zu) + (0; G40 5u))P 
die allgemeine Lisung von 9) und somit der pasigraphische Name 
fiir ,,. Funktion von-“ (scilicet: einem Argumente) — in welchem sich 
jeder Satz, der von allen Funktionen (eines Argumentes) gilt, als eine 
blosse Identitit in der Algebra der binaren Relative nachrechnen liesse 
(Es kommen in ihm nicht mehr Relativsymbole als im Worte Buch- 
staben vor). — 

Von grossem Belang fiir unsre Disziplin ist die Frage der Kon- 
vergenz unendlicher Entwickelungen in ihr. Sie weist auch kon- 
vergente Reihen mit divergentem allgemeinem Gliede auf; doch findet 
Divergenz immer nur oszillatorisch statt. — 

Ein schwieriges (Summations-) Problem konnte nur dadurch zur 
Lésung gebracht werden, dass Verf. mit ,,unendlich vielfachen“ Pro- 
dukten operirte, deren J7-Zeichen eventuell sogar ein Kontinuum bilden — 
sodass etwa jedem Punkte einer Geraden ein J7 mit einem eigens be- 
nannten laufenden Zeiger entspricht. .. . 

Ich gestatte mir, meine Mitteilung mit einigen Angaben itiber 
Herrn Dedekind’s Theorie der Ketten zu beschliessen, beziiglich deren 
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ich bei der Beachtung, welche dessen Schrift ,,.Was sind und was 
sollen die Zahlen“ (2. Aufl., Braunschweig 1893) gebiihrendermassen 
in weitesten Kreisen gefunden hat, des Interesses der Mathematiker 
sicher zu sein glaube. Ich citire dessen Sitze mit D und ihrer Chiffre. 

Vorweg muss auf eine kleine Abweichung in der Terminologie 
aufmerksam gemacht werden. Dedekind’s Ausdruck ,,Kette von b 
(inbezug auf a)“, worin b ein System und a das Prinzip einer ein- 
deutigen Abbildung vorstellt, wird hier durch a,;6 dargestellt und 
die a-Kette von 6 genannt. Unter der ,,Kette von a“ oder a-Kette 
a, verstehe ich demnach etwas anderes als Herr Dedekind. Analog 
heisst dessen Kettenbild oder Bildkette von b (inbezug auf a) hier 
M35, auch sage ich fiir Bild von b (inbezug auf a)“, d. i. Dede- 
kind’s 0b’, hier: das a-Bild von b, oder a; b. 

Dies vorausgesetzt lisst sich z. B. die Gruppe derjenigen Sitze 
Dedekind’s, welche auf die Begriindung des Satzes D 59 der voll- 
stindigen Induktion abzielen, im Uberblick wie folgt darstellen: 


D 22. (b=€c) <€ (a;b-Ea;¢), 
D 23. a;(b+c+---) = a;b+a;e+-- || D224. asbe----€a;b-aze--:, 

D 37. Def. (a;b-€b) = (b ist Kette inbezug auf a), D38. a;1 <1, 
D39. (a; b -€b) € (a;a;b=-Ea;b), D40. (a; ¢+b <c)<(a;b=o), 
D41. {a;(b+c) €c} € Z(aju+b<u) (a;u=€e), 
wnny (a;b-€b) (aje-€e)----€ 


D 48. 
LE {a;@te4-) Cb ter} |€(ajbe---Ebe--)| 

D 44. Def. a,;b = T(u+a;u+ bu), 

D 45. b-Ea,;), D46. a;a,;b€a,;6, 


D 47. (a;¢+b=€c) € (a,;b<e), 

D 48. (a;2+b-€2) I{(a;u+b-€u) <€ (x-€u)} = (c= ay;b), 
D49. a;b<Ea;4,;6, D50.a;b-Ea,;b, D51. (a;b-€b) = (a,;b—P), 
D52. (bc) € (ba 3c), D53. (b<ay;3c) <€(a3b<ay;0), 
D54. (b=€c) -€E (4,3b-Ea,;¢), D55. (b-Eay3¢) =< (a;b-Eay;0), 

D 56. (bE 50) E (a5 493b=Ea; 450), 

D57. Satz und Def. a; a, 3b =a, 3430, = ay3b, D58. ay3b = b +43, 
D 59 (u. 60). {a;(a,36) ¢+b <€e} << (a,3b<Ec) 

D61. a); (b+e+---) =ay;b+a,;¢+-- || D 62. ay;be---ay3b-ayje 


Den Satz D 51 gibt Dedekind nur als vorwirtige Aussagensubsumtion. 
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Ich will hier nicht darauf pochen, dass es unsrer Disziplin ge- 
lingt, die Siitze eines solchen Meisters knappster Darstellung dergestalt 
noch weiter zu komprimiren — obwohl sie dabei ausdrucksvoller 
werden, namlich das Abbildungsprinzip a durchweg mit Anfihrung 
findet. 

Zufolge letztern Umstands wird auch der (Pseudo-) Dualismus ver- 
mieden resp. aufgehellt, der bei den durch doppelten Mittelstrich hier 


getrennten Siitzen bei Dedekind obzuwalten scheint, wo z. B. die 
D 23, 24 lauten: 


Gt+et--JaeVed+--- | (be-- Ue. 


und es befremdlich bleibt dass links Gleichheit, rechts nur Einord- 
nung besteht (die erst bei gegenseitig eindeutiger Zuordnung a in 
Gleichheit tiberginge). 

Von der Vervielfiiltigung der Siitze — zu denen wir sogleich 
auch iiber die (legitim) dualen, sowie die konjugirten und die kon- 
jugirtdualen verfiigen — will ich ebenfalls kein Aufhebens machen. 
Das aber diirfte als ein Gewinn erscheinen: dass die Sitze durch 
unsre Disziplin eine sehr viel weitere Geltung erlangen, indem sie 
sich nicht nur fiir eindeutige Abbildungen (,,Funktionen“) a und 
»systeme“ b,c, sondern fiir ganz beliebige bindre Relative a,b, ¢ giiltig 
erweisen. 

Die 2 und JI sind vorstehend auch iiber alle biniiren Relative u 
erstreckt zu denken. Bei der Definition D 44 der a-Kette von 6 gibt 
die als Summand unter dem Negationsstrich beigesetzte Formel blos 
die Erstreckungsbedingung an fiir den allgemeinen Faktor wu des Ju, 
indem sie jedes Relativ u, das die Bedingung nicht erfillt, mit dem 
Summanden 1 verkniipft und dadurch zu einem belanglosen Faktor 
stempelt (Solche Erstreckungsbedingung pflegt gemeinhin — ohne 
Negationsstrich — unter das II zeichen geschrieben zu werden). 

Insbesondere ist nun auch der Satz D59, der die logische Grund- 
lage des Schlusses der vollstindigen Induktion bildet -- und sich wie 
man sieht mit Aufwand von nur neun Relativsymbolen schreiben 
lisst — schon als allgemeine Formel fiir biniire Relative giiltig. 

Um den Satz ohne Zirkel (d. i. unter Vermeidung jeglichen 
Schlusses von » auf 2+ 1) ganz im Dedekind’schen Sinne zu beweisen, 
vermag endlich unsre Algebra die ganze Kettentheorie auch wesentlich 
za vereinfachen. Dies wird erreicht, indem man erstlich anstatt a, ; b 
vielmehr (durch die fiir 6 = 1 in Anspruch zu nehmende D 44) blos 


a, selbst (als ein Iu) definirt, sodann einen von mir aufgestellten 
Hiilfssatz benutzt, welcher lautet: 
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23) (a;b-€b) = {a; (byb) <b}; 5}, 


d. h.: wenn 6 Kette ist inbezug auf a, so ist auch b $d Kette inbezug 
auf a, und umgekehrt. 

Nachtriglich wird dann fiir a, (= 1+4,) die Darstellung: 

24) a. = (? +a)* 
gerechtfertigt und verfiigbar. 

Handelt es sich nun etwa darum, aus den biniiren Relativen alle 
diejenigen hervorzuheben, welche (wie a,) ,,Ketten“ sind, so wiirden 
sich dieselben gemiiss der Darstellung 
25) Uy = P+, WO Uy = Utw+u+ub+--- 
nur fusserst miihsam fiir andre und andre u berechnen, herstellen 
lassen. Ein Leichtes wird dies aber, wenn man fiir «4, den nach 
dem Schema der rechten Seite von 20) gebildeten Ausdruck v (¢+v) 
nimmt und diesen, der ja geschlossene Form hat, fiir andre und 
andre v evaluirt. — 

Schon im Vorstehenden erscheint es wol von Interesse, sei es 
die 2 nach u, sei es den Schnitt, die Gemeinheit JZ nach w aller 
Relative u ermitteln zu kénnen die einer gegebenen Klasse angehéren, 
aller derer z. B., die einem bestimmten Komplex von Bedingungen 
Geniige leisten. Solche Aufgabe lisst sich theoretisch wie praktisch 
stets leicht zuriickfitihren auf das Problem der Ermittelung einer 
2; resp. des II eines f(u), denen die ,,absolute Erstreckung“, naimlich 


iiber alle Relative u des Denkbereiches 17, zukommt. Diese Aufgabe 
aber wird vollends zu einer fundamentalen im Hinblick darauf, dass 
auf sie das Eliminationsproblem allgemein zuriickfiihrbar ist, indem 
der Ansatz 

26) 111; Fu); 1=0 


die volle Resultante der Elimination von x aus der Gleichung 12) 
F(a) = 0 vorstellen muss. 
Auch zur Evaluation eines solchen If (uw) gibt es in unsrer 


Disziplin Methoden die von allgemeiner Anwendbarkeit sind, wenngleich 
ihre (auf Grenzwertbestimmung, eine Art von Exhaustionsverfahren 
hinauslaufende) Anwendung grossen technischen Schwierigkeiten be- 
gegnen mag. — 

Karlsruhe in Baden, September 1894. 
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Eine Bemerkung zur Theorie der hypergeometrischen Function. 
Von 
Fri. M. Winston in Gittingen. 


Riemann definirt in seiner grundlegenden Abhandlung verwandte 
P-Functionen zunichst als solche, deren Exponenten sich um ganze 
Zahlen unterscheiden; — die Exponenten unterliegen dabei nur der 
Bedingung, dass ihre Summe gleich 1 ist: 

(1) a’ a” + B+ Bt yy" = 

und dass keine der Differenzen 

+ (a’— a"), +(B'—8"), +(’—7") 

eine ganze Zahl sein soll. Inzwischen ist die hiermit gegebene ana- 
lytische Definition nicht das Wesentliche der Verwandtschaft. Viel- 
mehr ruhen alle folgenden Entwickelungen Riemann’s tiber verwandte 
Functionen darauf, dass verwandte Functionen dieselbe Monodromie- 
gruppe haben sollen. Nun hat Prof. Klein in seiner Vorlesung tiber 
die hypergeometrische Function vom Winter 1893—94*) darauf auf- 
merksam gemacht, dass Letzteres nur im allgemeinen eine Folge der 
genannten analytischen Definition ist und dass ein besonderer Fall 
existirt, der eine Ausnahme bildet. Es handelt sich um diejenigen 
Exponentensysteme, bei denen eine Relation existirt: 


(2) + (a’— a") + (B°— B") + (y'— 7”) = 2k + 1, 
unter k eine beliebige ganze Zahl verstanden. Hier werden sich die 
P-Functionen 


0 fa) 1 
(3) P a’ +a’ B’ +0 y" +c’ 2 
a” +a” Bp’ +b” y’ +c” 
(unter a’, a”, b’, b”, c’, c” ganze Zahlen von der Summe Null ver- 
standen) auf zwei getrennte Schaaren derart vertheilen, dass nur die 
P-Functionen der einzelnen Schaar mit einander verwandt sind, d. h. 
dieselbe Monodromiegruppe haben. 

Ich habe mich damit beschiftigt, das analytische Kennzeichen 
dieser beiden Schaaren zu finden und also Riemann’s anfangliche ana- 
lytische Definition der Verwandtschaft so zu vervollstindigen, dass sie 
fiir alle in die Riemann’sche Abhandlung eingeschlossenen Fille passt. 
Mein Resultat ist dieses: 


*) Vergl. das Selbstreferat in Bd. 45 dieser Annalen, pag, 151. 
8 Pp 
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Findet eine Relation (2) statt, so zerlegt sich die linke Seite von 

(1) in zwei ganzzahlige Tripel, sagen wir 

a+ B+" und a” +p" +7" 
Eines dieser Tripel ist (wegen (1)) nothwendig positiv, das andere 
Null oder negativ. Wir wollen des bestimmteren Ausdrucks wegen 
das Tripel (a’ + B’+ y’) als positiv voraussetzen. Die Functionen (3) 
werden nun mit der gegebenen P-Function dann und nur dann ver- 
wandt sein, wenn das entsprechende Tripel 
Se ee 

gleichfalls positiv ist. 

Der Beweis ist sehr einfach. Es geniigt, die zu den singuliren 
Punkten 0, co, 1 gehérigen Fundamentalzweige der P-Function in 
Gestalt hypergeometrischer Reihen aufzustellen und dann den Vergleich 
zu machen. Beispielsweise haben wir bei 2 — 0: 


PO) = a® (La) - Fa’ +B’ +7’, a +8" +7’, 1ta’—a", 2), 
PW ma (La) Fa” +B +7", a” +B" +7", l+a"—e’, 2) 
und hier sieht man sofort, dass die eine oder andere der auftretenden 


F-Reihen abbricht (und also eine rationale ganze Function von 2 dar- 
stellt), jenachdem 


(a +B’ +7’) oder (a"-+8"+7") 
Null oder eine negative ganze Zahl ist. Dies ist das Wesentliche. 
Auf weitere Einzelheiten gehe ich hier nicht ein. 


Gottingen im Oktober 1894. 





Berichtigungen zum 45. Bande. 


aA aA 
S. 598 Z. 11 tatt \ ps 2 J yj f fa) 
lb _ Vv. u. Sta 2 A es . A 


8. 599 Z. 3 v. o. statt p,(r) und p,(r) lies p, (2) und p, (2) 
» 4.4 v. 0. statt r lies z. 














Berichtigungen zum 46. Bande. 
S. 9 Anm. lies: § 3 statt § 6. 
S. 15 Anm, lies: 12 u. 13 statt 27 u. 28, 
8. 23 Z. 12 v. o. lies: ay(a+1)3 + a;(y+1)3, 
8. 24 Z. 3 v. u, ist das Zeichen — zu streichen. 
8. 47 Z. 9 und 11 v. o. statt Seite 7 lies Seite 37. 
8. 55 Z. 5 und 18 v. u. statt Seite 17 bez. Seite 16 lies Seite 37 bez. Seite 36. 




















Sur les groupes de transformations des équations différentielles 
linéaires*). 


Par 


M. Emite Picarp & Paris. 


«J’ai montré autrefois (Comptes rendus, 1883, et Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, 1887) comment on pouvait étendre 
aux équations différentielles linéaires la théorie célébre de Galois relative 
aux équations algébriques. J’ai appelé l’attention sur la notion du 
groupe de transformations dune équation linéaire; la proposition fonda- 
mentale & ce sujet consiste en un théor’me et sa réciproque, celle-ci 
étant énoneée dans mon Mémoire avec une restriction inutile. Ces 
questions ont été approfondies récemment par M, Vessiot dans une 
These extrémement remarquable; mais M. Vessiot se place dans son 
travail & un tout autre point de vue que moi, et la marche que j’ai 
suivie pour poser les bases de cette théorie, marche qui se rapproche 
beaucoup de celle de Galois pour les équations algébriques, me parait 
i divers égards préférable. Je crois done utile de reprendre com- 
plétement la question en comblant Ja légére lacune que j’avais laissée 
subsister dans la réciproque du théoréme fondamental. 

» 1. Plagons-nous d’abord dans le cas, le plus simple et le plus 
intéressant sans doute pour les applications, d’une équation linéaire a 
coefficients rationnels. Soit done 


m—1 
ay 
da™—* 


(1) a 


d a™ 


+++ + pny = 0 


une telle équation, od nous supposons que les coefficients sont des 
fonctions rationnelles de x, et soit ¥,, Y,...+, Ym un systeme fonda- 
mental d’intégrales. 


*) Aus den Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t, 119, 
Sitzung vom 8. Oktober 1894. 
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» J’envisage l’expression suivante 


m—1 
d Ym 
da” 1? 


r 1 d Ym 
J — Aynyt-: ‘+ Aintin + Ay fs +++++ Arm G —— os a, a 


qui est, comme on voit, une expression linéaire et homogéne par 
rapport aux y et leurs dérivées jusqu’a l’ordre m — 1. Les coefficients 
A sont des fonctions rationnelles de x arbitrairement choisies. Cette 
fonction V satisfait & une équation linéaire d’ordre m? facile & former: 
désignons-la par 

(2) Fe ht e+ Be 

” da” Maa”! a 

On a, dailleurs, en différentiant V un nombre de fois égal & m?—1, 


m? équations du premier degre par rapport aux y et leurs dérivées, 
qui donnent 


dV qv! V 
yy ws ay V -+- ay dx + ay + Oy? da” ? 
av a 1 V 
Y. = BV + BG + 0° Be 2 > 
ar a 1 V 
Ym = A, Vt Ay Ge bs + A aa 


ot les a, B,..., 4 sont rationnelles en 2. 

» A toute intégrale de l’équation (2) correspond un systéme dinté- 
grales ¥,, Y,. +--+) Ym de l’équation (1); ce systéme pourrait n’étre pas 
fondamental. Cela arriverait si le déterminant des y et de leurs 
dérivées jusqu’i ordre m— 1 était nul; en écrivant ceci, on obtiendra 
une certaine équation en V, 


(3) o(«, .5 EF) 0 


’ da ? ? dak® ? 


k étant au plus égal & m? — 1. 

»On aura done un systéme fondamental y,, y, .--, Ym si lon 
prend pour V une intégrale de l’équation (2) ne satisfaisant pas a 
Yéquation (3), 

» Ceci posé, il arrivera en général, c’est-i-dire si ’équation (1) 
est prise arbitrairement, que l’é dquation (2) n’aura aucune solution 
commune avec une équation différentielle (linéaire ou non linéaire) a 
coefficients rationnels, d’ordre inférieur & m?, si l’on fait abstraction 
des solutions qui satisfont & |’équation (3). Mais il pourra, dans 


certains cas, en étre autrement; supposons done que |’équation dif- 
férentielle d’ordre p 





we 


~- 
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(4) f(z, %9¥, +, 2%) 0 


(f étant un polynome) remplisse cette condition. Je suppose, de plus, 
’équation précédente irréductible, c’est-d-dire n’ayant aucune solution 
commune avec une équation de méme forme et d’ordre moindre; dans 
ces conditions toutes les fonctions V satisfaisant 4 l’équation (4) satis- 
feront & l’équation (2), et, de plus, l’équation (4) n’aura avec 1’équa- 
tion (3) aueune solution commune; par suite 4 chaque solution de 
f = 0 correspond un systéme fondamental d’intégrales pour |’équation 
linéaire proposée. 

»Soit done y,,.-.., Ym le systéme fondamental correspondant a 
une certaine solution de l’équation f= 0 et Y,,..., Yn le systéme 
correspondant & une solution queleonque de la méme équation; on aura 


Y, = + a + Aim Ym) 
(8) Y2 = an halid Bocce: 2m me 


Y, = Ani 1 me oe Amm Ym- 
Les coefficients a dépendent seulement de p paramétres arbitraires, et 
Yon voit trés facilement qu’on peut les considérer comme des fonctions 
algébriques de ces paramétres; de plus, ces substitutions forment un 
groupe. Je désigne par G le groupe continu et algébrique de trans- 
formations linéaires défini par les équations (8), et je l’appelle le groupe 
de transformations relatif 4 l’équation linéaire (1). 

»2. On peut établir, & Végard de ce groupe, la proposition 
suivante qui rappelle le théoréme fondamental de Galois dans la théorie 
des équations algébriques: 

» Toute fonction rationnelle de x, de Y,,Yo,.+> Ym et de leurs 
dérivées, s'exprimant rationnellement en fonction de x, reste invariable 
quand on effectue sur Y,, Yo, -. +) Ym les substitutions du groupe G. 

» Considérons en effet une telle fonction; en y remplagant y,, Y», +++) Ym 


par leur valeur en fonction de V, et égalant 4 une fonction rationnelle, 
on aura 


F(z, Viggetess 7) = Ria), 

F et R étant rationnelles. Or cette équation se trouvera vérifiée pour 
une certaine solution V de f= 0; elle le sera par suite pour toutes 
les solutions d’aprés lirréductibilité de cette derniere équation. Ceci 
revient & dire que la fonction rationnelle considérée ne change pas 
quand on effectue sur y,,¥,,-.+,) Ym la substitution S. 

»3. Ce qui précéde reproduit ce que j’avais déja dit antérieure- 
ment, Arrivons maintenant au théoréme réciproque. Nous allons 
montrer que: 


11* 
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» Toute fonction rationnelle de x, Y,, Yo, +++) Ym et leurs dérivées 
qui reste invariable par les substitutions du growpe G est une fonction 
rationnelle de x. 

»Je ne l’ai démontré (Annales de Toulouse, t. 1, p. 5) que si 
l’équation linéaire proposée a son intégrale régulitre dans le voisinage 
de chaque point singulier (pour les autres cas, j’énongais fonction 
uniforme de x au lieu de fonction rationnelle de x). Cette restriction 
est inutile, et nous allons facilement démontrer le théoreme. Soit 
D(x, Y,,---) Ymy-+-) une fonction satisfaisant aux conditions de l’enoncé; 
il faut montrer que, si l’on met a la place de y,, y.,..-,Y%m un 
certain systéme fondamental, la fonction ® sera une fonction ration- 
nelle de x. Or remplagons les y et leurs dérivées par leurs valeurs en 
fonction de V, nous aurons 


o = F(x, ¥,4%,..., #4). 


2 ee i 
dx dx? 


»Je dis que, si lon prend pour V une intégrale quelconque de 
(4), cette expression sera une fonction rationnelle de 2. Remarquons 
d’abord que, d’aprés l’hypothése faite sur ®, la fonction F(a, V,. . .) 
représentera la méme fonction de x, quelle que soit la fonction V 

Pp 
satisfaisant 4 l’équation (4). Or soit w le degré en : z de cette 
ax 
derniére équation; pour des valeurs arbitraires données a 


aV “P 
x, V, da?*""' q,p-1? 

l'équation f =O a w racines distinctes. En se servant de |'équation 
(4), on peut supposer que dans J’ la dérivée d’ordre p de V ne figure 
qu’au degré « — 1 au plus. Cette substitution faite, F’ devient une 


function 
d?V 
v, fe, ¥,.... 3) 
1 ? ? ? da” ? 
rationnelle par rapport aux lettres dont elle dépend et contenant 
ay 
da” 
nominateur. Comme, pour une valeur donnée de z, la fonction F; 
RRR 4 
-da?**" aap 


& la puissance « —1 au plus dans son numérateur et son dé- 


prend la méme valeur pour toutes les valeurs de V 


satisfaisant 4 la relation 


r(e, ee... #V)—0, 


? ’ . 
dix dz? 
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Pv 


qui est irréductible et de degré w en : > » il faut que F’, ne dépende 
CO 


que de x. La fonction ® est done une fonction rationnelle de x, comme 
nous voulions |’établir. 

» On remarquera que, dans les démonstrations précédentes, on ne 
considére pas les fonctions rationnelles de x, y,, Y,, .--+) Ym et leurs 
dérivées comme contenant des fonctions indéterminées y,,..., Ym, 
mais on doit toujours entendre que y,, Y2,.. +, Ym représente un certain 
systéme fondamental de l’équation linéaire proposée. 

»4, Nous nous sommes placé dans le cas le plus simple. Pour 
avoir la théorie dans toute sa généralité, on peut supposer que les 
coefficients p,,..., Pm de léquation linéaire sont des fonctions ration- 
nelles de w et d'un certain nombre de fonctions adjointes 


A(x), B(x), ..., L(#) 


et de leurs dérivées jusqu’’ un ordre quelconque. Il n’y a aucune 
modification essentielle & faire & ce qui précéde. Seulement les coef- 
ficients de l’équation f = 0 ne seront pas nécessairement des fonctions 
rationnelles de 2, mais des fonctions rationnelles de x, de A, B,...,L 
et de leurs dérivées. On a alors & considérer des fonctions rationnelles 
dex, de A, B,..., L et leurs dérivées, de y,, y., ..-) Ym et leurs 
dérivées, et c'est & de telles fonctions que s’appliquent le théoréme 
fondamental et sa réciproque; ceux-ci sont relatifs aux fonctions 
sexprimant rationnellement & Vaide de x, de A,..., Z et leurs 
dérivées. 

»5, Pour achever de poser la notion du groupe de transformations 
d'une équation linéaire, il faut encore démontrer que la double pro- 
priété, dont jouissent les substitutions de ce groupe 4 l’égard de 
l’équation proposée, leur appartient exclusivement. Considérons a 
cet effet, en nous plagant dans le méme cas qu’au n° 1, le premier 


membre 
; av PV 
f («, V, .** : 


da azP/? 


de l’équation (4), od nous supposons d’abord que V soit une solution 
quelconque de (2). 

»En remplagant V par sa valeur en y,, Y,.-+; Ym et leurs 
dérivées, l’expression f deviendra une fonction 


D(X, Yis Yor + +1 Ymy ++) 

» Cette fonction est nulle, quand on prend pour y,, Y, ..+) Ym 

un systéme fondamental correspondant 4 une solution V de |’équation 
(4). Une substitution 2” effectuée sur y,, ..-., Ym et qui n’appartient 
pas au groupe G ne peut laisser 4 ® une valeur invariable, car une 
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telle substitution revenaut d'une maniére générale & remplacer une 
solution de l’équation (2) par une autre, soit V par V’, on aurait 

. , av’ a’vV" 

f (x, V, @e°°°° vv) =9, 
et par suite, V’ satisfaisant & (4), la substitution 2’ appartiendrait 


au groupe G, dont les propriétés caractéristiques sont bien mises ainsi 
en évidence. » 
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Ueber die numerische Auflésung von Differentialgleichungen. 
Von 


C. Runge in Hannover. 


Die numerische Berechnung irgend einer Lésung einer gegebenen 
Differentialgleichung, deren analytische Lisung man nicht kennt, hat, 
wie es scheint, die Aufmerksamkeit der Mathematiker bisher wenig 
in Anspruch genommen, wenn man von der Berechnung der speciellen 
Stérungen absieht, wo besondere Umstiinde die Rechnung auf Quadra- 
turen zuriickzufiihren erlauben. Es scheint nicht bekannt zu sein, 
dass sich die Methoden fiir die numerische Berechnung von Integralen 
verallgemeinern lassen, so dass sie mit ahnlichem Erfolge auf jede 
beliebige Differentialgleichung angewendet werden kénnen. Ich habe 
im Folgenden eine Verallgemeinerung der bekannten Simpson’schen 
Regel gegeben, deren Anwendung mir besonders brauchbar scheint, 
womit ich aber nicht sagen will, dass nicht auch die andern Methoden 
mechanischer Quadratur brauchbare Verallgemeinerungen geben kéunen. 

Euler bemerkt in seiner Introductio, dass man eine Lésung einer 
Differentialgleichung ov == f(xy) niaherungsweise berechnen kénne, 
indem man ausgehend von einem Werthepaar x,y, zuniichst fiir eine 
kleine Aenderung Az von a die zugehérige Aenderung Ay von y gleich 
f(% oy.) 4% nimmt. In dem neuen so gefundenen Punkte a, = a + Ax, 
¥, = Y + Ay berechnet man von Neuem die einer kleinen Aenderung 
Ax vou « entsprechende Aenderung von y, indem man sie gleich 
f(x,y,)4x setzt. Indem man so fortfihrt, erhilt man eine gebrochene 
Linie, die beliebig genau mit einer Lésung der Differentialgleichung 
iibereinstimmt, wenn nur die einzeluen Aenderungen von % und y 
hinreichend klein sind. Es hat spiter Cauchy hierfiir den strengen 
Beweis geliefert unter gewissen Voraussetzungen, auf die ich hier nicht 
niiher eingehen will. Dieses Euler’sche Verfahren besitzt nur einen 
geringen Grad von Genauigkeit, wie man sofort einsieht, wenn man 


- es auf die Berechnung eines Integrals f f(x) dw anwendet, das ja 
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auch als die Lésung einer Differentialgleichung of = /(x) aufgefasst 


werden kann. Das Euler’sche Verfahren wiirde nimlich den Niherungs- 
werth 


F(%o) 1 —%o) + £(%1) (@2—-%) + -- 
ergeben, dessen Abweichung vom wahren Werth, wie man geometrisch 
unmittelbar erkennt, im Allgemeinen eine Grosse derselben Ordnung 


wie die Intervalle x, — 2), 2, — 2... ist. Viel besser ist bekanntlich 
der Naiherungswerth 


f (2E*) (@, — 2) + f (AE) @—2,) +++ 
oder auch der Niherungswerth 


flea) + £0) ( a, —- a) + £) +f (a,—2,) + - 


deren ee aap vom wahren Werth von der zweiten Ordnung 
gegen die Grésse der Intervalle sind. Der erste stellt sich geometrisch 
als die Summe der Tangententrapeze dar, das heisst, der Trapeze, die 
oben von der iiber dem Mittelpunkt des Intervalls beriihrenden Tan- 
gente begrenzt sind. Der zweite Niherungswerth ist die Summe der 
Sehnentrapeze d. h. der Trapeze, die oben von den zwei benachbarte 
Punkte verbindenden Sehnen begrenzt sind. Bezeichnet man den 
ersten Niherungswerth mit N,, den zweiten mit N,, so stellt 


N, +3(¥,—M) 


einen noch besseren Niherungswerth dar, dessen geometrische Be- 
deutung die Summe der Parabelstreifen ist, d. h. Streifen, oben begrenzt 
von Parabelbégen, die je drei Punkte mit der Curve gemein haben, 
die drei Punkte, deren Abscissen die beiden Endpunkte und die Mitte 
des Intervails sind. Dieser Naherungswerth ist es, den die ,,Simpson’sche 
Regel“ liefert, und seine Abweichung vom wahren Werth ist von der 
vierten Ordnung gegen die Grosse der Intervalle. 

Kine aihnliche Ueberlegung fiihrt nun auch fiir die Differential- 
gleichungen zu einer wesentlichen Verbesserung des Euler’schen Ver- 
fahrens. Ich will mich zunichst auf Differentialgleichungen erster 
Ordnung beschrinken. 


Statt 
(1) Ay = f(@y) 42 wu s, w. 
ist es schon viel besser wenn man 
‘ i. 
(2) Ay= f(a +} Az, % + 2 f (%%) Ax) Ax 
us. W. 


setzt. Diese Art der Berechnung entspricht dem aus der Summe der 
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Tangententrapeze gebildeten Naherungswerthe eines Integrals und deckt 
sich véllig damit, wenn f(ay) von y unabhiingig vorausgesetzt wird. 
Oder man kann der Summe der Sehnentrapeze entsprechend setzen: 


om f (@o Yo) +f(%+Az, Yo + f(% yo) 4) Ax 





(3) Ay 


_ 


u. Ss. W. 


Vergleicht man niimlich den wahren Werth von Ay, den man sich 
ja in eine nach Potenzen von Aw fortschreitende Reihe entwickelt 
denken kann, mit den von den Niherungsverfahren gelieferten Werthen, 
die man ebenfalls nach Potenzen von Aw entwickelt, so erkennt man, 
dass bei dem primitiven von Euler gegebenen Verfahren der Unter- 
schied der beiden Werthe von Ay von der zweiten Ordnung, bei den 
andern beiden Verfahren dagegen von der dritten Ordnung ist. 
Fiir den wahren Werth von Ay ist nimlich 


Ay =fh2+ (Athens 
+ (t+ af + fel? + hth) 42 + -- 


wo f, und f, die partiellen Differentialquotienten erster Ordnung von 
1(2y), fishie foe Miejenigen zweiter Ordnung nach der bekannten Schreib- 
weise bedeuten. 

Die Naherungsverfahren dagegen liefern fiir Ay: 


() fa, | 
(2) fOe+ (AAR AS + fit 2hal thal) Se +e, 
(3) fAa+ (AAA AS + (fut 2hal that) = +++, 


Wenn man nach der Analogie der Simpson’schen Regel die letzten 
beiden Niherungswerthe so combinirt, dass man zu (2) den dritten 
Theil des Unterschiedes zwischen (2) und (3) addirt, so erhiilt man 
den neuen Niherungswerth 


fda + (tht) 9@ + (fut 2hiel+hel?) 2 +s, 


der in dem Falle, wo f(xy) von y unabhingig ist, wo also /, = 0, 
zwar auch in dem Gliede dritter Ordnung mit dem wahren Werthe 
iibereinstimmt, aber in dem hier betrachteten allgemeinen Falle nicht. 
Die Analogie der Simpson’schen Regel kann also in dieser Form nicht 
festgehalten werden. Aber man kann ihr eine andere Form geben. 
An die Stelle des Niherungswerthes (3) soll ein anderer treten, der 
ebenfalls in das Sehnentrapez iibergeht, wenn f(xy) von y unab- 
hingig ist. 
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Es sei namlich der Naherungswerth von Ay gleich 


Ay+A"y 
2 


? 

wo Ay =/(%),y)Ax und A” y mit A’y durch die Gleichungen 
A’ y = f(%+4x, w+ y) Ax, 
A” y = f+ Ax, my +A"y) dx 


zusammenhingt. Dieser Niaherungswerth giebt nach Potenzen von 
Az entwickelt, die Reihe 


(3a) poet (f, thf) ae 
+ (fut fal + hal? +2he (it hf) a2 ++ 
Der Unterschied zwischen (3a) und (2) ist nun 


[Lh + fal + hol) + bhlhi+hep)] 2° +=: 


Und wenn man nun den dritten Theil dieses Unterschiedes zu (2) 
hinzuftigt, so erhalt man einen neuen Naherungswerth 


(4) fde+ (h+hf) = 
+ (fut felt fat th(hthn) = +--+ 


der auch in den Gliedern dritter Ordnung noch mit der Entwicklung 
des wahren Werthes iibereinstimmt. 
Was sonst noch fiir die practische Anwendung zu bemerken ist, 
lasst sich besser an einem Beispiele ausfiihren. 
Ks sei die Differentialgleichung 
dy waits 


dx y+ 
gegeben und die Lésung gesucht, die fiir 7 —0 y= 1 ergiebt. Man 
kann diese Lésung analytisch angeben. Mit Polarcoordinaten geschrieben 
wird niimlich die Differentialgleichung die Form erhalten 





dg =— Pa 
os 4 . . ° 
woraus, wenn fiir r=1 p= > sein soll, sich ergiebt 
=—9 
r=¢é 


Durch diese Formel kann man unser Verfahren controliren. 











nh 
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x 
“ 


f(xy) = 





Dem Tangententrapez entsprechend Dem Sehnentrapez entsprechend 


x y e | y 
0 1 0 1 
Ax=0.1) (0,1) Av=0.1 Az=0.2) . f(0, 1) Aa=0.2 
0.1 1.1 0.2 1.2 


| 
Aaw=0.2 £(0.1,1.1) Ax= 0.167 » £(0.2, 1.2)Aa— 0,148 
2 | 1.167 1.143 





(0.2, 1.143) Aa= 0.140 <— 





Ft) O21. 148) 4 °ere 


= 0.170. 


Wir erhalten also dem Tangententrapez entsprechend: 

y = 1. 167, 
dem Sehnentrapez entsprechend: 

y= 1.170. 
Kin Drittel der Differenz ist zu dem ersten Werth zu addiren, so dass 
wir demnach 

y = 1. 168 
zu setzen haben. Wenn man sich die Reihenfolge der Operationen 
gemerkt hat, wird man nicht Alles so ausfiihrlich hinzuschreiben 
brauchen, wie hier geschehen ist. Ich will noch zwei weitere Schritte 
rechnen, die nunmehr ohne Erliuterung verstiindlich sein werden 











x y x 

0.2 1.168 0.2 1.168 
0.15 0. 106 0.3 0.212 << 

0.85 1.274 0.5 1,380 

, 0.170 0.140 

0.5 1.338 Tangententrapez 1.308 
1.341 Sehnentrapez 0.134 < 

0.003 0.346 

0.173 

1 34l 

0.5 1.339 0.5 2.339 
0.25 0.114 0.5 0,228¢, 
0.75 1.453 1 81.567 | 
0.5 0.160 0.110 | 
1.499 Tangententrapez 1.449 | 
1.499 Sehnentrapez 0.092 + 

0 , 160 
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Die Schritte sind grésser gemacht als der erste. Die nahe Ueberein- 
stimmung zwischen den beiden Werthen, die dem Tangententrapez 
und dem Sehnentrapez entsprechen, verbiirgt, dass der Fehler nicht 
wesentlich grésser als die Einheit der dritten Stelle sein wird. 
In der That findet man aus der Formel 
7-9 
r=<e , 
dass fiir «== 1 y zwischen 1.498 und 1. 499 liegt. 
Bei allen drei Schritten isi as <1. Darnach ist 2 als unabhiingige 
Variable gewihlt. Wird oy > 1 so muss man 2# und y ihre Rollen 


vertauschen lassen. Die Genauigkeit des Verfahrens beruht nimlich 
darauf, dass die Entwicklung von Ay nach Potenzen von Az conver- 


” : ‘ da , 
girt. Nihert man sich nun einer Stelle, wo 7. unendlich wird, so 


wird die Convergenz schwiicher und hort an der Stelle selbst ganz auf. 
Diese Schwierigkeit wird aber dadurch beseitigt, dass man immer die 
schneller sich iindernde Coordinate zur Unabhingigen macht. 

Das Verfahren lisst sich ohne Schwierigkeit auch auf Differential- 
gleichungen héherer Ordnung anwenden. Ich will es nur fiir Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung hinschreiben. Jede Differential- 
gleichung n'* Ordnung kann man bekanntlich auch als ein System 
von # simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben, 
indem man fiir die n—1 ersten Differentialquotienten besondere Buch- 
staben schreibt. Ich will mein Verfahren gleich fiir ein System von 
simultanen Differentialgleichungen aussprechen, weil dabei seine Sym- 
metrie besser hervortritt. Es sei gegeben 

dy 
dz 
dz 
a8 = g (ays). 
Wir kénnen dies System als eine Richtungsvorschrift im Raume auf- 
fassen, analog der Differentialgleichung erster Orduung, die als eine 
Richtungsvorschrift in der Ebene gelten kann, und kénnen nun dhnlich 
wie oben, von einem Punkte ausgehend, Niherungswerthe berechnen. 
Nach dem Euler’schen Verfahren wiirde man setzen 


Ay=f(eyz)Qz, Az—g(«eyz)Az, 
wenn x zur unabhingigen Verinderlichen gewahlt ist. Dem 'Tangeuten- 
trapez entsprechend wiirde man setzen 


=f (ys), 


Ay=f(e@+tda, y4+hfdc, 2+4gd2)dz, 


Az=g(x++Az, y+ 5fAz, s+igAx)Ac. 





el 


Numerische Auflisung von Differentialgleichungen. 173 


Und dem Sehnentrapez entsprechend wiirde man setzen 
Ay=f (ay, 2)Ox, Ay =f(a+Az, y+d'y, 2+d'2)Az, 
A” y=f (+A, y+A’y, 2+ A"2)Az, 
Azc=g(a,y,2)Aa, Ae =g(e4+Az, yt+Ay, 24+ d'2) Az, 
A” 2 =g(a+Az, y+ A'y, 2+ A’ 2)Az, 


? 


bee 22285. 





e+ 


Wenn man diese beiden Systeme von Niherungswerthen nach der 
Analogie der Simpson’schen Regel combinirt, so liisst sich zeigen, dass 
die resultirenden Niherungswerthe von Ay und Ag nach Potenzen 
von Ax entwickelt in den Gliedern erster, zweiter und dritter Ordnung 
mit den Entwicklungen, der wabren Werthe iibereinstimmen. Man 
kann sich davon durch directe Entwicklung iiberzeugen. Es ist aber 
wiinschenswerth den Beweis so anzuordnen, dass er sich ohne Schwierig- 
keit auch fiir den Fall von Differentialgleichungen m»'** Ordnung ver- 
allgemeinern lisst. 
Ks ist 

[(@t+Aa, yt Ay, e+42) =f+f/ Oa + fdy + f,dz 

+5 (fir D0? + fr Ay? + fag Ae? + 2fi, Ardy 

+2f,AyAs+2f,,hahe)+--, 


Wenn wan hier fiir Ay und Ag ihre wahren Werthe, nach Potenzen 
von Az entwickelt, einsetzt: 


Ay=fAr+(hthfthore+--, 
As =gA2t (Gt of +99) +-° 


so erhalt man eine Entwicklung von /(7+Az, y+Ay, z+Az) nach 
Potenzen von Ag. 


f@+Ax, ypAy, 2+42)=f+ (Athft+hgda« 
+5h(hthl+hg a2 
+5 h(i +92f +99) 2? 


+5 (hat hel* +h? +2hral +2hesl 9 


+2fyg) de? 
+ Glieder héherer Ordnung. 
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Der Einfachheit wegen mégen U und V fiir die beiden Ausdriicke 


U=f.(fi thf+hg) + foi + Gf +939), 
V=fi t+ fol? + fg? + 2hrof + 2fosf9 + 2hsg 


geschrieben werden, so dass 


f(2pAx,yt+Ay,c+A2)—=f+ (fi t+hfthg)de+ UA 4+ vA# +... 


Wenn man die Entwicklung fiir den dem Sehnentrapez entsprechenden 
Niherungswerth machen will, so ist 


PAZ + flatAr, ytd’y. 2p a's 

zu bilden, wo 

A’y = fia+Ax, y+ phx, 2+gha) be (Art (f,+hfthg eet, 
A's = g(x +Ax, y +fAx, 2+-gAa)Aa=gdr+(9,+9,f+-9,9) 40+ > 
Folglich ergiebt sich fiir den Naiherungswerth von Ay die Entwicklung 

“4 Ax? Az’ Ax 
pdx + (+h +ho)s + UF + VAS +... 
Fiir den Niherungswerth der dem Tangententrapez entspricht, hat man 


{(a+ 5 Az, y +3fAx, 2+3g9Az) Ax 
= fhe + (fthftho*S+v°+---, 





Zieht man diesen von jenem ab, so erhilt man 
Az Ax 
+ V-— +-- 
Und der dritte Theil dieser Differenz zu dem letzten addirt giebt 
2 o .\ OS Ax Ax 
fde+ (At+hfthg = + US +0 4+-- 


Die hingeschriebenen Glieder stimmen simmtlich mit den entsprechen- 
den Gliedern des wahren Werthes von Ay iiberein. Denn es ist 


Aan 
Ay—ffe+ dx, y+dy, sts) da — fhe t (f,+fftt9) 


+ USS +t 
Das gleiche gilt von dem Niherungswerth von Az. Der Beweis ist 
derselbe , nur dass y und z, so wie f und g ihre Rollen vertauschen. 

Zu der practischen Benutzung des Verfahrens ist nur noch zu 
bemerken, dass man am Besten diejenige Variable zur Unabhiingigen 
macht, von der man die convergentesten Reihenentwicklungen ver- 
mutbet. Man wird also im Allgemeinen die unabhingige Variable 
wechseln, wenn die Differentialquotienten gross werden. 





ble 
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Als Beispiel will ich die Differentialgleichung behandeln, welche 
die Gestalt eines Tropfens oder einer Blase bestimmt und analytisch 
bisher nicht hat gelést werden kénnen. 

Es ist hier bekanntlich die mittlere Kriimmung eine lineare Func- 
tion der senkrechten Coordinate. Bei richtiger Annahme der horizontalen 
Coordinatenebene kann also die mittlere Kriimmung der senkrechten 
Coordinate proportional gesetzt werden. Der Tropfen soll auf einer 
horizontalen Grundlage ruhen. Er wird dann eine Symmetrieachse 
besitzen, die zur g-Axe genommen wird mit der positiven Richtung 
abwiirts. Bei einer Blase, die von unten gegen eine horizontale Fliche 
driickt, wird ebenso die Symmetrieaxe zur z-Axe gemacht aber mit der 
positiven Richtung nach oben. Die Differentialgleichung lautet dann: 


ews > (K,+ K,), 

wo K, und K, die beiden Hauptkriimmungen und a eine von der 
Natur der Fliissigkeit abhiingige Constante (von der Dimension einer 
Liinge) bedeuten. Der eine Hauptkriimmungsradius ist bei einer 
Rotationsfliche immer gleich der Liinge der Normalen zwischen der 
Fliiche und der Rotationsaxe. 

Der andere Hauptkriimmungsradius ist gleich dem der Meridian- 
curve. Bezeichnet r den Abstand eines Punktes von der z-Axe, s die 


Bogenliinge und @ den Winkel, den die Meridiancurve dort mit der 
Horizontalebene bildet, so hat man also 


22= a? (ean + = ; 


d ° 
Stati “? kann man auch schreiben oder 


d(sin @) “ 
ds ar » da ja 


d (— cos ) 
dz 


or COS Mp “ = sing ist Es lisst sich daher die Differentialglei- 


chung durch eins der beiden folgenden Systeme von simultanen Dif- 
ferentialgleichungen ersetzen : 


dz dr 
dy = ‘an Q, —— cot Q, 
oder : 
d(sin gy) __ 24 __ sing SF nn — Vi BF. 
dr a , ? dz a r 





Wenn |tan m| < 1 ist, werde ich das erste System, wenn |tan g| > 1, 
das zweite gebrauchen. Alle Tropfen und Blasen haben in der 
Rotationsaxe eine horizontale Tangentialebene. Ich beschriinke mich 
daher auf diesen Fall, dass fiir * —0 auch gy =—0 ist. Dann folgt 
fiir r—=g—0, da hier = = a %) ist, dass sms = — Sim), 
dass mithin die Kriimmung in der Rotationsaxe gleich a ist. Je nach 


dem fiir den Werth von ¢ in der Rotationsaxe angenommenen Werthe 
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erhilt man andere und andere Lésungen der Differentialgleichung. Es 
wiirde geniigen fiir einen festen Werth von a die Schaar der Lésungen 
zu berechnen. Denn da a die Dimension einer Liinge hat, so wiirde 
irgend eine Lésung je nach der Wahl der Liingeneinheit jedem be- 
liebigen Werthe von a entsprechen. Es ist daher keine wesentliche 
Beschriinkung der Allgemeinheit, wenn ich a = 1 annehme. 

Sei nun zum Beispiel fiir r= 0 z= 1, so wiirde sich die Rech- 
nung so gestalten: 
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Der niichste Schritt in derselben Weise ausgefiihrt bringt uns 2u den 
Werthen 





ons <= sae 
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r P sin p tan 
0.6 1.2145 0.6614 0.8819 
Und da bei dem niichsten Schritt tan » erheblich grésser als 1 werden 
wiirde, so ziehe ich es vor, schon jetzt 2 zur unabhiingigen Veriinder- 
lichen zu machen und das zweite System von simultanen Differential- 
gleichungen 


dr t 
de = CO Q, 
d(cosm) = ” sin @ 
eee 


zu Grunde zu legen: 
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des Verfahrens bestimmen. Ich glaube indessen, dass ein practischer 
Rechner sich meistens mit der geringeren Sicherheit begniigen wird, 
die er aus der Uebereinstimmung seiner Resultate fiir gréssere und 
kleinere Schritte gewinnt. 

Die Werthe von tan » oder cot, die zu gegebenen Werthen 
von sin m oder cos m gehéren, kann man aus einer Tabelle entnehmen. 
Ich habe zuerst die Coordinaten- und Tangenten-Tafeln von C. Ditt- 
manu benutzt. Sie sind fiir diesen Zweck nicht besonders geeignet, 
und ich habe mir deshalb selbst eine kleine Tabelle angelegt, die fiir 


die Zahlen u — (0.001 bis 0.710 die Werthe von 7 “__ auf vier 
— u? 


Decimalen genau angiebt. Die Tabelle lasst sich auf drei Quartseiten 
schreiben, aus denen ohne umzublittern sogleich der Werth von tan p 


entnommen wird, wenn sin  gegeben ist, oder von cot p, wenn cos p 
gegeben ist. 





Potsdam, im September 1894. 














Sui sistemi lineari di superficie algebriche ad intersezioni 
variabili iperellittiche. 


Nota di 


Feperiao Enriques a Bologna. *) 


1. Lo studio dei sistemi lineari di curve piane ha richiamato molte 
volte |’ attenzione dei geometri; a questo infatti si collegano importanti 
teorie come la teoria delle trasformazioni cremoniane e dei loro gruppi, 
quella delle superficie razionali, delle involuzioni ecc. 

Appunto dall’ uso delle trasformazioni cremoniane e dalla loro 
decomponibilita in fattori quadratici viene caratterizzata una serie di 
ricerche inaugurate con un noto procedimento del sig Noether, e 
proseguite dai sigi Bertini, Guccia, Jung, Martinetti,™*) le 
quali ricerche hanno per iscopo di classificare i sistemi lineari di curve 
piane di genere 0, 1, 2, riconducendoli a tipi (d’ ordine minimo) 
irriducibili per trasformazioni birazionali del piano. I resultati ottenuti 
in tal modo si traducono in teoremi di natura proiettiva relativi alle 
superficie razionali a sezioni di genere 0, 1, 2 e s'incontrano cosi con 
quelli cui giungevano quasi contemporaneamente i sig' Picard***) 
e Del Pezzo.+) Spetta al sig' Segre di aver rilevato in tutta la 
sua estensione questo fecondo legame per il quale ,,la geometria 
proiettiva delle superficie razionali in un S, equivale alla geometria 


*) Questo lavoro @ un rifacimento di tre note inserite nei Rendiconti del 
! Accademia dei Lincei (Decembre 93. Maggio-Giugno 94) con aggiunte tratte 
anche da recenti lavori del sigT Castelnuovo. 

**) Noether, ,,Zur Theorie der cindeutigen Ebenentransformationen“ (Math. 
Ann, Bd. V). Bertini, ,,Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie nel 
piano“ (Annali di Mat, serie II* t,8). Guccia, ,,Generalizzazione di un teorema 
di Noether; Sulla riduzione dei sistemi lineari di curve ellittiche‘* (Circolo di 
Palermo t, I). Jung (Istituto lombardo, Marzo 87 e Maggio 88, e Annali di Mat. 
serie I]* ti 15 e 16). Martinetti (Ist. lomb. Marzo 87, e Circolo di Palermo t, I). 

***) Cr. J. Bd, C. Cfr. anche Guccia (Circolo di Palermo t.1, 13 Giugno 1886). 

+) ,,Sulle superficie dell’ n° ordine immerse nello spazio di  dimensioni“ 
(Circolo di Palermo t, I). 
12° 
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dei sistemi lineari di curve piane (rappresentativi) rispetto al gruppo 
delle trasformazioni birazionali del piano“; e poco dopo il sigt Castel- 
nuovo ne faceva delle applicazioni allo studio dei sistemi lineari di 
curve piane iperellittiche e di genere tre*), 

2. Volendo iniziare per i sistemi lineari di superficie ricerche 
analoghe a quelle (di geometria piana) di cui ho parlato, ho fissato 
la mia attenzione sopra i sistemi lineari di superficie algebriche le cui 
intersezioni variabili sono curve iperellittiche, e mi sono proposto di 
classificarli riconducendoli a tipi (mediante trasformazioni birazionali 
dello spazio). 

Non potevo qui trarre grandi aiuti dalla teoria delle trasformazioni, 
nella quale (nonostante i classici lavori dei sigi Cremona e N oether) 
rimangono ancora insoluti capitali problemi; era dunque naturale che 
cercassi invece un ausilio nello studio proiettivo delle varieta (di 3 
dimensioni) a curve sezioni (cogli S,_2 in S,) iperellittiche, escludendo 
cosi quei sistemi di superficie (a intersezioni iperellittiche) pei quali il 
passaggio di una superficie per un punto generico trae il passaggio di 
essa per altri punti variabili col primo; limitandomi cioé ai sistemi 
semplici per cui cid non accade. 

3. ,,Classificare dal punto di vista proiettivo le varieta V (di 3 
dimensioni appartenenti ad un S,, » > 3) a curve sezioni iperellittiche, 
e stabilire (ove sia possibile) la loro rappresentazione punto per 
punto sullo spazio S,“‘: ecco un problema per un lato pit generale di 
quello proposto (in quanto concerne anche le V non razionali), dalla 
cui risoluzione dipende la determinazione dei tipi di sistemi semplici 
di superficie ad intersezioni variabili iperellittiche; infatti due tali 


*) Cfr. Segre (Circolo Matematico di Palermo t. I) e Castelnuovo (Circolo 
Matematico di Palermo t.1V. Accad. d. Scienze di Torino, Atti, 1890); nel 
penultimo lavoro citato trovasi anche una nota del sig Segre contenente piu espli- 
citamente |’ osservazione indicata, Cfr. anche Segre ,,Introduzione alla geometria 
sopra un ente algebrico semplicemente infinito‘‘, (Annali di Matematica 1894). 
Nel cap. I §' 3, 4, 6) della citata memoria del sig’ Segre si troveranno sviluppate 
molte considerazioni utili per |’ intelligenza di questo lavoro, In particolare mi 
limito a ricordare il seguente principio di frequentissima applicazione. ,,Dato un 
sistema lineare »” (r > 2) di curve piane (ed analogamente si dica per un sistema 
di superficie nello spazio ecc.) esiste sempre in S,, una superficie razionale semptice 
o multipla che pud ritenersi rappresentata sul piano dal detto sistema (essendo 
le curve del sistema immagini delle sezioni iperplanari della superficie): la detta 
superficie @ semplice se il passaggio per un punto delle curve del sistema non 
trae il loro passaggio per altri punti variabili con esso; inoltre essa é normale 
(cio® non proiezione di un altra dello stesso ordine appartenente ad uno spazio 
pit elevato) se il sistema di curve piane é determinato completamente dai punti 
base (e viceversa). Una superficie proiezione in uno spazio inferiore di una data 
superficie normale, viene rappresentata sul piano da un sistema lineare di curve 
contenuto in quello rappresentativo della superficie normale ece. “ 
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sistemi saranno o no trasformabili Il’ uno nell’ altro birazionalmente 
secondoché sono rappresentativi di varieta V proiettive o nd. 

Lo studio delle varieta V @ intimamente legato a quello delle 
superficie sezioni iperplanari di esse; cosi la questione proposta viene 
a riannodarsi a quelle relative alle superficie a sezioni iperellittiche (di 
cui ho fatto cenno). Ma una questione preliminare mi si imponeva 
innanzi di poter applicare quei resultati relativi a superficie (a sezioni 
iperellittiche) razionali, la questione cioe di decidere ,, quando le super- 
ficie a sezioni iperellittiche sieno razionali“. 

Ho potuto risolvere tale questione pel caso generale iu cui il 
genere delle nominate sezioni ¢ >1, e poco dopo il sig' Castelnuovo 
estendeva (per altra via) il mio resultato alle superficie a sezioni 
ellittiche, dimodoché resta stabilito che ,,tutte le superficie non rigate 
a sezioni iperellittiche di genere p(> 0) sono razionali“, 

Il lettore trovera dimostrato questo teorema nel §’ I del presente 
lavoro ed in esso troverd pure la classificazione e lo studio delle super- 
ficie razionali a sezioni iperellittiche, ellittiche e razionali; resultati noti 
che vengono qui presentati in una trattazione semplice ed uniforme, 
atta a servire d’introduzione al successivo studio delle varieta di 3 
dimensioni a curve sezioni iperellittiche. *) 

Questo studio riempie i 3 §' successivi dove si distinguono i 3 
casi delle varieta V a curve sezioni razionali, di quelle a curve sezioni 
ellittiche, e di quelle a curve sezioni iperellittiche di genere p > 1. 
» Tali variet& sono razionali o contengono un fascio (serie semplice oo!) 
di piani, ad eccezione (forse) della variet& cubica di S,“. 

Dalla rappresentazione delle V razionali in S, scaturiscono tutti 
i tipi di sistemi lineari semplici di superficie ad intersezioni iper- 
ellittiche, ellittiche e razionali; nella enumerazione dei quali manca 
forse il sistema che eventualmente rappresenta la varieta& cubica di S, 
senza punti doppi (ove questa sia razionale): la variet& cubica di S, 
con un punto doppio viene notoriamente rappresentata (per proiezione) 
dal sistema delle superficie cubiche con sestica base sopra une quadrica.**) 


I. Le superficie a sezioni iperellittiche. 


4. Superficie a sezioni razionali. A base dello studio delle super- 
ficie a sezioni razionali o ellittiche, che rientrano come caso particolare 


*) Nel n° 8 (§°I) ho creduto far cenno di altri resultati importanti recentemente 
conseguiti dal sig' Castelnuovo relativi alle superficie che contengono un 
sistema lineare o? (rete) di curve iperellittiche perché essi si collegano all’ 
argomento, sebbene non ne comparisca applicazione nel seguito. 

**) Cfr. Segre, ,,Sulla variet&’ cubica dello spazio a 4 dimensioni ecc.“ 
(Accademia di Torino. Memorie 1888). 
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nella famiglia delle superficie a sezioni iperellittiche, poniamo il seguente 
teorema di Kronecker*): 

Una superficie (di S,) contenente co? sezioni piane ridultibili é 
rigata o é la superficie di Steiner (del 4° ordine con 3 rette doppie 
passanti per un punto triplo). 

Da questo teorema segue subito il 

Teorema di Picard**). Una superficie (di S,) a sezioni razionali 
é una rigata (razionale) o la superficie di Steiner. 

Infatti una superficie a sezioni razionali viene segata secondo una 
curva riduttibile da ogni piano tangente. 

5. Superficie a sezioni ellittiche. ***) 

Sia F una superficie d’ ordine » > 3 (in S,) le cui sezioni piane 
generiche sono ellittiche: in ciascun piano generico vi é allora una 
curva C d’ ordine » — 3 aggiunta alla sezione K di J’, la quale non 
incontra la K fuori dei punti multipli, cid vale anche per un piano 
tangente ad F ma segante F secondo una curva irreduttibile, purche 
(volendo ancora considerare K come avente il genere virtuale 1) si 
consideri come aggiunta alla K la curva C d’ ordine » — 3 che ha 
un punto (¢— 1) plo in ogni punto 7 plo di K tranne nel punto 
(doppio) di contatto del piano, Ora le oo curve C o sono le sezioni 
piane d’ una superficie g,—; d’ ordine n — 3 (aggiunta ad F’) o inva- 
dono coi loro punti tutto lo spazio: in quest’ ultimo caso (per ogni 
punto ed in particolare) per un punto O su J’ vi sono oo! curve C, 
le quali incontrano in O le corrispondenti sezioni di J’; queste debbono 
dunque essere spezzate, e percid la F ha oo? sezioni riduttibili, quindi 
(non essendo la superficie di Steiner la quale ha le sezioni razionali) 
la F @ una rigata ellittica. 

Dunque se la F non é rigata le oo*® curve C d’ ordine » — 3 
aggiunte alle sezioni piane di F sono le sezioni piane d’ una superficie 
(aggiunta) g,—s. 

Cid posto si consideri una retta generica r e su questa si fissino 
n— 2 punti A, ... A,—2 di cui A, almeno fuori di m,-3. In un piano 


*) La dimostrazione che il Kronecker diede di questo teorema non fu 
pubblicata; 1’ illustre geometra si riserbava di ritoccarla quando la morte lo colse. 
Una dimostrazione del teorema fondata probabilmente su concetti diversi fu data 
dal sig’ Castelnuovo (,,Sulle superficie algebriche che ammettono un sistema 
doppiamente infinito di sezioni piane riduttibili‘*‘ Rendic, Accad. d. Lincei Genn 
1894), Questi anzi mi prega di aggiungere alle notizie che egli diede sul teorema 
di Kronecker quella qui contenuta che egli deve alla cortesia del prof. G, Loria. 

**) Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont uni- 
cursales (Crelle J. Rd. C). Cfr. anche Guccia, Circolo di Palermo t. I. 

***) Tl ragionamento e la conclusione di questo n° sono tolti dalla nota del sig* 
Castelnuovo ,,Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve 
ellittiche ‘* (Rendic, Acc. dei Lincei, Genn, 1894). 
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generico per 7 vi sono oo! curve d’ ordiue n—2 aggiunte alla sezione 
di F, passanti per A, ...A,-2; si pud tra queste fissarne una C’ colla 
condizione che essa sia tangente ad un piano generico @ per A,: allora 
il luogo delle C’, variando il piano per r, @ una superficie d’ ordine 
>n- 2. Se perd P ordine di essa superficie superasse » — 2, ad 
essa apparterrebbe r e vi sarebbe qualche piano che la toccherebbe 
secondo r, nel quale piano la C’ sarebbe spezzata in r ed in una CU 
(aggiunta d’ ordine » — 3) passante per A,; ma cid @ assurdo perché 
A, non appartiene a g,_3. Si conclude che il luogo della C’ é una 
superficie g,-2 d’ ordine n -- 2, aggiunta ad F. E si deduce che esiste 
(almeno) una superficie irreduttibile g,-2 aggiunta ad F’, segante sopra 
un piano generico (come @ un piano per 7) una data curva C’ d’ ordine 
n — 2 aggiunta alla sezione di F; ma per questa C’ passa ancora la 
@n-2 composta del piano di C’ e della gas, onde per C’ passa un 
fascio di @»—2- Quindi le superficie p,_2 d’ ordine n — 2 aggiunte ad F, 
compongono un sistema lineare co"~!, né possono essere di pid giacché 
vi @ una sola g,_3. 

Le intersezioni variabili di F colle g,-: sono curve d’ordine xn, 
componenti un sistema lineare cui appartengono le sezioni piane di F’; 
due di esse s’ incontrano in » punti (variabili): percid se queste curve 
(considerate come elementi di un sistema lineare) si riferiscono proiet- 
tivamente*) agli iperpiani di un S,_,, si otterra in S,; una superficie 
® d’ ordine m di cui la F pud considerarsi come proiezione (da punti 
esterni). Le sezioni iperplanari della ® essendo normali (come curve 
ellittiche d’ ordine » —1 in S,_:) anche la ® sar& normale, cioe 
non potra ottenersi come proiezione d’ un’ altra superficie dello stesso 
ordine appartenente ad uno spazio pid elevato. 

6. Rivolgiamoci ora allo studio delle superficie ® (non rigate) a 
sezioni ellittiche d’ ordine x > 3, appartenenti ad S, (e non ad uno 
spazio inferiore). **) 

a) Per » = 4 la ® @ intersezione di due quadriche di S, (super- 
ficie base d’ un fascio). 

Infatti per una quartica sezione di ® con un S, passano oo! super- 
ficie del 2° ordine: se m @ una di queste, per m passano 20° quadriche 
di S,, le quali segano su ® le co! quartiche sezioni iperpianali (il 
cui sistema normale, non @ contenuto in un sistema pit ampio di 


*) In modo che alle curve d’ un sistema lineare *—2 contennto nel dato 
corrispondano gli iperpiani per un punto in S,_,. 

**) I resultati di questo n° sono dovuti al sig™ Del Pezzo (,,Sulle superficie 
dell’ n° ordine immerse nello spazio di m dimensioni,“ Circolo di Palermo t. I) 
che li dedusse servendosi della proiezione da punti della ® sopra una superficie 
cubica di S,: qui essi vengono stabiliti direttamente con metodo estendibile alle 
varieta& (a curve sezioni ellittiche) di pid dimensioni. 
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quartiche perch @ completa la serie g,° che gli iperpiani di S, segano 
sopra una delle nominate quartiche sezioni); per ciascuna quartica 
sezione iperplanare di ®, e per la g, passano dunque oo! quadriche 
di S,, e quindi vi @ una quadrica di S, passante per » e contenente 
la ®: segue che ® @ base per un fascio di quadriche edd. 

La ® ® dunque la nota superficie studiata dal sigt Segre*), la 
quale {in ogni caso) contiene delle rette. Proiettando ® da una sua 
retta @, essa viene rappresentata univocamente sopra un piano, e le 
immagini delle sue quartiche sezioni sono le oof cubiche (con 5 punti 
base) proiezioni di queste ciascuna dal punto su a. 

b) Per x > 4 alla ® appartengono delle cubiche gobbe o delle 
quartiche razionali normali in S,. 

A stabilire il fatto enunciato bastano le considerazioni seguenti. 

Anzitutto, se una sezione iperplanare di ® si spezza, le sue 
componenti sono curve razionali normali: infatti se vi fosse una curva 
C @ ordine r < » sezione iperplanare parziale di ® la quale appartenesse 
ad uno spazio S, di dimensione g <r, le intersezioni residue degli 
iperpiani per S, con ® costituirebbero su ® un sisteme lineare di 
curve d’ ordine » — 7, di dimensione n — g --1>x—-r, il che @ 
assurdo perché le sezioni (ellittiche) di ® non possono contenere una 
serie g,-, di dimensione > » — r — 1. 

Essendo » > 4 vi sono infiniti iperpiani bitangenti a ® che la 
toccano in un dato punto generico O: le sezioni di questi sono spezzate 
in due curve razionali normali passanti per O ed aventi wn altro 
punto comune; nessuna di queste @ una retta perch? ® non é rigata. 
Ogni iperpiano passante per una C di tali curve incontra ® in una 
altra curva C’ che ha con C due punti comuni (2 bitangente a 9). 
Quindi se r 2 I’ ordine di una C di queste curve, r — 1 @ la dimen- 
sione del sistema lineare cui appartiene su ©. E parimente se s é |’ 
ordine dell’ altra componente C’, ® s — 1 la dimensione del sistema 
lineare cui C’ appartiene su 9. 

I due sistemi lineari di curve cui C, C’ appartengono su © possono 
essere contenuti |’ uno nell’ altro o coincidere; ma poiché una C incontra 
una C’ in due punti, uno dei due sistemi ha la dimensione <3 e quindi 
una delle due curve C, C’ ha!’ ordine < 4. Percid se nessuna delle due 
curve @ una conica, una di esse @ una cubica o una quartica razionale 
normale. Nel caso opposto si provera |’ esistenza d’ una cubica o d’ una 
quartica razionale normale su ® nel seguente modo. 

Sia C’ una conica e C abbia |’ ordine > 4 ed appartenga quindi 
ad un sistema lineare di dimensione > 3. In questo sistema vi sono 
delle curve aventi un punto doppio in un punto generico di ® le 


*) Math. Annalen Bad. 24. 
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quali si spezzano in due curve razionali normali d’ ordine > 2 aventi 
(soltanto) il detto punto comune. Ciascuna di queste due componenti 
ha ux punto comune con C’ altrimenti una di esse incontrerebbe C’ 
in due punti e |’ altra apparterrebbe ad un sistema lineare di dimen- 
sione uguale al suo ordine. Ora poiché le due curve d’ ordini 1’, s’ 
s’ incontrano in un punto e appartengono a sistemi risp. o0”~1!, 0o*—!, 
uno almeno dei due numeri 7’, s' @ <3. Se poi una delle due curve 
nominate @ una conica, un iperpiano speciale passante per I’ altra (C”) 
sega ® secondo due coniche (quella nominata e la C’) onde un iper- 
piano generico per C” sega ® secondo una quartica razionale normale. 

Rimane cosi effettivamente provata I’ esistenza su ® di una cubica 
gobba o d’ una quartica razionale normale segante in due punti |’ inter- 
sezione iperplanare residua. 

Se su ® vi é una cubica gobba, I’ intersezione residua di ® con un 
iperpiano generico é una curva irreduttibile C,_3 razionale normale d’ordine 
n—3 in S,_3, dalla quale la ® viene proiettata univocamente sopra un 
piano, poiché la C,_3 ha colla cubica due punti comuni e quindi la cubica 
stessa viene incontrata in wn punto da un iperpiano per C,_3;. In tal caso 
la ® viene rappresentata sul piano mediante un sistema lineare di cubiche 
proiezioni (dalle intersezioni con Cy—3) delle sezioni iperplanari di ©, 

Se su vi & una quartica razionale normale di S,, |’ Mtersezione 
residua di ® con un iperpiano generico per essa quartica @ una curva 
irreduttibile C,-, razionale normale d’ ordine » — 4 in S,_4, dalla 
quale la © viene proiettata univocamente sopra una quadrica Q di S,: 
in questa rappresentazione le immagini delle sezioni iperplanari di ® 
(proiezioni di queste dalle intersezioni con C,_,) sono quartiche ellittiche. 
Ma allora certo » < 8, e se m < 8 queste quartiche (sezioni di Q con 
altre quadriche di S,) hanno qualche punto comune: se da un tal punto 
si proietta @ sopra un piano si ottiene la rappresentazione di ® sul 
piano, dove immagini delle sezioni iperplanari sono cubiche: questo 
caso non conduce dunque ad un resultato diverso dal precedente tranne 
per 2 = 8. Per n < 8 si desumera dalla rappresentazione di ® mediante 
cubiche piane, l’esistenza su di essa di una C,-3 dalla quale ® viene 
proiettata univocamente sopra un piano ecc. 

Si noti poi che dovra aversi in ogni caso » <9, poiché oo” sono 
tutte le cubiche del piano, 
Riepilogando le cose dette ed includendo anche il caso noto 
n = 3*), possiamo dunque enunciare il 
Teorema di Castelnuovo-Del Pezzo**). Ogni superficie algebrica 
d’ ordine n a sezioni ellittiche, non rigata, é razionale e pud rappresentarsi 
sul piano: 
‘ *) Cfr. Cremona, Cr. J. Bd. 68. 
**) Castelnuovo, Accad. dei Lincei, Gennaio 1894. 
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1°) 0 con un sistema lineare di cubiche con 9 — n punti base 
(n<9), 

2°) o con un sistema lineare di quartiche con due punti base doppi 
(n == 8)*) (rappresentazione equivalente a quella sopra una quadrica 
mediante un sistema di quartiche ellittiche senza punti base). 

Possiamo aggiungere che ove la superficie in questione ® sia 
normale ed » > 3 la rappresentazione viene data: 

1°) nel 1° caso proiettando la ® sopra un piano da una sua curva 
irreduttibile C,_3 razionale normale d’ ordine » —- 3 (in S,_s), 

2°) nel 2° caso proiettando la © sopra un piano da una sua 
quartica irreduttibile di S, e da un punto. 

7. Superficie a sezioni iperellittiche di genere p> 1**). Rivolgiamoci 
allo studio delle superficie a sezioni iperellittiche (di genere p > 1): 
sia F una tal superficie che pud supporsi appartenente ad S, (ove in 
caso opposto si proietterebbe da punti esterni), 

Anzitutto si supponga che F' sia razionale. Nella rappresentazione 
piana le immagini delle sezioni di F sono curve iperellittiche C di 
genere p e d’ un certo ordine m: vi sono oo?-' curve K d’ ordine 
n—3 aggiunte alle nominate d’ ordine »; una K sega ogni C in 
coppie di punti coniugati (sulla curva iperellittica C); percid della 
K passante per un punto O del piano fa parte il luogo dei punti 
coniugati di O sulle curve C passanti per O; segue che le curve K 
si compongono di » — 1 curve d’ un fascio ciascuna delle quali sega 
in due punti coniugati le C: in conseguenza su F’ vi @ un fascio 
(lineare) di coniche e la conica del fascio passante per un punto é il 
luogo dei punti coniugati di esso sulle sezioni di F’***). 

Prescindiamo ora dalla ipotesi della razionalita di J’. Allora 
possono farsi due ipotesi: 

1°) I coniugati d’ un punto generico O di F sulle sezioni per 
esso invadono tutta la superficie: 

2°) | coniugati d’ un punto generico O di F sulle sezioni per esso 
descrivono una linea. 

Nella 1* ipotesi mentre in ogni piano generico per O vi @ un 
coniugato di O sulla curva sezione di F’, inversamente ogni punto di 
F @ il coniugato di O sopra un certo numero finito m di sezioni piane 
per O: in tal guisa i punti della superficie / vengono a corrispondere 
ai gruppi d’ una involuzione (di grado m) nella stella di centro O, 
e poiché una tale involuzione (come ogni involuzione in un ente 


*) Del Pezzo, Circolo di Palermo t. I. 
**) Cfr. la mia Nota ,,Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui 
intersezioni variabili sono curve iperellittiche** (Accad. dei Lincei, Dec. 1893), n° 2. 
***) Cfr. Castelnuovo, Circolo Matematico di Palermo 1890. 
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algebrico razionale o*) @ razionale*), cosi la F’ @ una_ superficie 
razionale, Ma tale conclusione per quanto @ stato innanzi osservato, 
contrasta all’ ipotesi che i coniugati di O sulle sezioni di F invadano 
tutta la superficie. Pertanto la 1* delle ipotesi fatte deve scartarsi. 

Discutiamo Ja 2* ipotesi. 

L coniugati d’ un punto generico O di F sulle sezioni per O 
descrivono una linea C d’ un certo ordine x: il punto O con ogni 
punto della linea C da una coppia di punti coniugati sopra ogni 
sezione di F’, sicché questa @ incontrata in un punto fuori di, O dai 
piani per O e quindi ha il punto O come (n—1) plo; la C é dunque 
una linea piana o si compone d’ una linea piana e di rette per O, 
ma queste possono (eventualmente) non computarsi come facenti parte 
della C. Ad ogni punto O della F’ corrisponde una siffatta curva C, 
e sussiste la proprieta fondamentale che se la curva C corrispondente 
ad O passa per il punto O' di F, la curva C’ corrispondente ad 0’ 
passa per O. Da questa proprieté si deduce che deve essere n = 1 o 
2: altrimenti (per 2 > 2) la curva piana C’ avrebbe in O' almeno 
un punto doppio, e perd tutti i piani tangenti ad F’ nei punti 
della curva piana C passerebbero per O; cid @ assurdo perché la C 
(d@ ordine m) ha O come (n — 1) plo e non si compone (interamente) 
di rette per O. 

Cid posto distinguiamo i due casi: 

1°) n= 1. La curva C corrispondente ad un punto generico O 
di F @ una retta: ogni punto O' di C ha come corrispondente una 
retta C’ per O la quale @ fissa al variare di O' su C’ (altrimenti F 
sarebbe un cono col vertice nel punto generico 0). In questo caso 
la F’ & dunque una rigata iperellittica di genere p, e su di essa le 
rette C, C’, sono rette coniugate. 

2°) n=2. Ogni punto O di F ha come corrispondente una 
conica C su J’ passante per esso. Dico che ogni punto O' di C ha 
come corrispondente le stessa conica C di guisa che le coniche C 
formano un fascio lineare su Fe percid la F @ razionale (per un 
noto teorema del sig' Noether**), 

Suppongasi invero il contrario: ai punti O' di C corrispondono allora 
(nel senso indicato) oo' coniche C’ su F’ passanti per O. Due coniche 
C’ (non giacendo in uno stesso piano) hanno comune al pit un sol 
punto variabile e quindi o formano un fascio (razionale) ed allora la 
F @ razionale pel citato teorema di Noether, oppure s’incontrano due 
a due in wn punto fuori di O, e per ogni punto di J’ ne passa un 


| 


*) Castelnuovo ,,Sulla razionalita delle involuzioni piane“ (Math, Ann. 
Bd. 44, 1893). 

**) | Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen‘‘ (Math, 
Ann. Bad. III), 
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certo numero vy > 1, ed ancora la F @ razionale perché i suoi punti 
vengono riferiti ai gruppi d’ una involuzione co? g,? sopra un sostegno 
razionale (la oo! delle coniche)*). In tutti i casi dunque si conclude 
che la F @ razionale, onde, per cid che @ stato osservato in principio, 
sulla F le coniche C formano un fascio. 

Possiamo ora enunciare il seguente teorema generale nel quale 
sotto la denominazione di curve iperellittiche includiamo anche le curve 
razionali ed ellittiche (casi particolari della famiglia): 

Ogni superficie algebrica le cui sezioni (piane o iperplanari) sono 
curve iperellittiche di genere p (>), 

1°) é una rigata di genere p, 

2”) oppure una superficie razionale, ed in queslo 2° caso per p> 1 
contiene un fascio lineare di coniche. 

8. Cenno di ulteriori resultati. Sebbene non necessario pel seguito, 
credo possa riuscire interessante per il lettore un breve cenno di ulteriori 
resultati conseguiti dal sig' Castelnuovo**) che si collegano al- 
Vargomento di cui stiamo trattando. 

Il teorema concernente la razionalitaé delle superficie non rigate a 
sezioni iperellitiche (ellittiche o razionali) pud essere riguardato dal 
punto di vista della cosi detta geomelria sopra wna superficie (geometria 
delle trasformazioni birazionali) come una proprieta delle superficie 
contenenti un sistema lineare oo* di curve iperellittiche. Allora si pud 
cereare un teorema analogo per le superficie contenenti un sistema pitt 
ristretto di curve iperellitiche: esso & stato dato appunto dal sig" 
Castelnuovo sotto la forma seguente: 

Una superficie contenente una rete di curve iperellittiche di genere p 
(> 0) @ serie caratteristica non speciale***) é razionale o riferibile ad 
una rigata di genere p, 0 ad wna rigata ellittica. 

La dimostrazione ricorre ancora al concetto di utilizzare il teorema 
della razionalita delle involuzioni piane che mi ha servito nel § 7: ma 
esso compare qui sotto altra forma. Il sig" Castelnuovo nota che quel 
suo teorema pud enunciarsi dicendo: ,,Una superficie m contenente una 
qualsiasi serie co! razionale di curve razionali @ razionale“. 


*) La razionaliti delle involuzioni sopra un sostegno razionale «1 é stata 
stabilita dal sig’ Liiroth (Math. Ann. Bd. 9). Secondo un teorema pit generale di 
Castelnuovo sono anche razionali le involuzioni pit volte infinite, non composte, 
sopra una curva di genere qualunque (Atti dell’ Accad, di Torino, Giugno 1893). Sigt 
Humbert (Journ, da Math, 1893) e giunto contemporaneamente allo stesso resultato. 

**) ,,Sulle superficie algebriche che contengono una rete di curve iper- 
ellittiche “ (Rend. Accad. dei Lincei, maggio 1894), 

***) Serie caratteristica della rete (sistema lineare *) @ quella serie segata 
dalle curve del sistema sopra una curva generica di esso: la denominazione di 
non speciale vi intesa nel senso dei sig' Brill-Noether (Math. Avn. Bd, 7), 
(serie non contenuta nella 9352 appartenente alla curva di genere p). 
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Infatti se si riferiscono biunivocamente le curve della serie ai 
piani d’ un fascio e si proietta ogni curva della serie sul corrispondente 
piano nasce una superficie F’ contenente un fascio di sezioni piane 
razionali e quindi*) razionale, la quale @ in corrispondenza [m, 1] 
colla g (dove m> 1), onde i punti della g vengono a corrispondere 
biunivocamente ai gruppi d’ una involuzione su F, o ai punti di F, e 
perd la » @ razionale. 

Cid posto si abbia una superficie contenente una rete (sistema 
lineare co*) di curve iperellittiche di genere p, a serie caratteristica 
non speciale, Sia dapprima » > 1. Sono da distinguere due casi: 

1° caso. Le curve dalla rete passanti per un punto di una curva 
iperellittica non passano pel coniugato (allora la serie caratteristica 
della rete non @ composta colla g,' della sua curva generica e quindi 
é certo non speciale). 

I punti coniugati d’ un punto O della superficie sulle curve iper- 
ellittiche della rete descrivono una curva razionale C; variando il 
punto O sopra una di queste curve C ha luogo (come @ facile vedere) 
uno dei seguenti casi: 

a) © la curva luogo dei coniugati di O non varia, e coincide colla 
C stessa o @ da essa distinta; allora sulla superficie vi @ un fascio di 
curve razionali, fascio lineare nel primo caso sicché la superficie é 
razionale, fascio di genere p nel secondo caso nel quale la superficie 
pud trasformarsi in una rigata di genere p (essendo le curve della rete 
unisecanti le C); 

b) o al variare di O su C varia la curva coniugata ad O e descrive 
una serie razionale di curve razionali ed allora la superficie é razionale 
(questo caso b) non pud in realta presentarsi). 

2° caso. La serie caratteristica della rete di curve iperellittiche 
sulla data superficie ’ & composta colla g,' sulla curva generica della 
rete. Allora (poiché tale serie caratteristica @ non speciale) due curve 
della rete si segano in pid che 2(p— 1) punti. La F risulta riferibile 
ad un piano doppio, ed una discussione pid minuta**) prova che i piani 
doppi che cosi nascono sono quelli razionali di Clebsch-Noether***) 
e loro degenerazioni. 

Sia ora p = 1 (e quindi certo non speciale la serie caratteristica 
della rete). Due curve generiche della rete si seghino in » punti. 

Un punto O della data superficie F’ contato come (n— 1) plo sopra 
ciascuna curva ellittica della rete per O, individua un gruppo di » punti 


*) Noether, Math, Ann, Bd, III. 
**) Cfr. Castelnuovo lL. c. 
**t) Clebsch, ,,Ueber den Zusammenhang ...‘‘ Math. Ann, Bd. Ill. Noether, 
» Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen“, Sitzungsberichte d. ph. 
med, Soc, zu Erlangen 1878, 
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appartenente alla g"-! completa contenente la g' caratteristica; questo 
gruppo contiene un punto fuori di O, che variando la curva per O 
descrive una linea razionale C. Ora si faccia variare O su C, la linea 
corrispondente (nel senso indicato) pud essere fissa o variabile: nel 1° 
caso le C formano un fascio (ellittico) e si & condotti alla trasforma- 
bilitas di F in una rigata ellittica; nel 2° caso si ha su F una serie 
razionale oo! di curve razionali, quindi Fé razionale. 
Cosi risulta stabilito il teorema. 


II. I sistemi lineari di superficie ad intersezioni variabili razionali. 


9. Lo studio dei sistemi lineari semplici di superficie le cui 
intersezioni variabili sono curve razionali si riconduce a quello delle 
varieta V (di 3 dimensioni) a curve sezioni razionali (cogli S,-, in S,) 
di cui i detti sistemi sono rappresentativi. 

Si supponga la V (ove occorra) proiettata da punti esterni in un S,. 

Le superficie sezioni iperplanari della V avendo le sezioni razionali 
sono rigate o superficie di Steiner (n° 4); e nel 1° caso sono quadriche 
o rigate non quadriche. 

1° caso. Le superficie sezioni di V sono quadriche. Allora la V 
é una quadrica di S,. 

2° caso. Le superficie sezioni di V sono rigate non quadriche. 
Allora la V contiene un fascio (serie semplice oo') di piani. Infatti 
per ogni punto di V passano oo! rette di essa formanti un cono; questo 
cono @ un piano avendo comune una generatrice con ogni iperpiano 
pel punto. Poiché le curve sezioni di V sono razionali anche il fascio 
di piani su V @ razionale. 


3° caso. Le superficie sezioni di V sono superficie di Steiner del 
» 


4° ordine con 3 rette doppie passanti per un punto triplo. Intanto 
la V @ del 4° ordine. ‘ 

Poiché sono oo* le superficie sezioni di V, vi sono su V dei punti 
ciascuno dei quali é@ triplo per infinite superficie sezioni di V e quindi 
per V: i punti tripli di V formano una retta (essendovi wn punto 
triplo sopra ogni sezione) e per questa retta passano tre piani doppi 
luogo delle rette doppie delle superficie sezioni. Alla V appartiene 
una congruenza di (oo) rette sezioni dei piani per la retta tripla a; 
tutte queste rette incontrano la a@ in un punto; dico che questo punto 
é fisso per le nominate rette ed @ quadruplo per la V. Infatti in un 
punto generico della retta tripla a@ vi @ un cono cubico osculatore 
costituito dai tre S, individuati dalle coppie di piani doppi ed i piani 
doppi costituiscono la completa intersezione di V col nominato cono 
osculatore: un punto O di a pel quale passi una retta di V fuori dei 
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piani doppi (la qual retta deve appartenere al cono osculatore in QO) 
é dunque un punto speciale di @ quadruplo per V edd. 

Segue che la V @ un cono proiettante dal vertice una superficie 
di Steiner: esso pud ritenersi come proiezione (da punti esterni) di 
un cono normale del 4° ordine in S, proiettante da un punto una 
superficie di Veronese*). Dopo cid si pud enunciare il 

Teorema. Una varieta (di 3 dimensioni) a curve sezioni razionali é 

1°) wna quadrica; 

2°) o una serie semplicemente infinita di piani; 

3°) 0 un cono del 4° ordine proiettante dal vertice wna superficie 
di Veronese 0 una sua projezione. 


10. Le varieta V a curve sezioni razionali sono tutte razionali 
come @ agevole vedere. Come si rappresenteranno esse su S, ? 

1° caso. La V @ una quadrica, Rappresentandola su S, mediante 
proiezione da un suo punto si hanno come immagini delle superficie 
sezioni le co superficie di 2° ordine passanti per una conica. 

2° caso. La V contiene un fascio lineare di piani. Allora (come 
ha dimostrato il sig’ Segre**) essa pud ritenersi proiezione (da punti 
esterni) d’ una varieti normale W dello stesso ordine » appartenente 
ad un S,49, e rappresentarsi quindi su S, (mediante successive pro- 
iezioni da punti della varietaé normale W); si hanno allora come im- 
magini delle superficie sezioni iperplanari di V (o di W) superficie 
d’ ordine ~ con una stessa retta (n—1) pla (ed altri elementi base). 
Il sigt Segre nel lavoro citato ha considerato pid da vicino tali 
sistemi lineari di superficie il cui ordine pud in generale abbassarsi 
con trasformazioni cremoniane dello spazio. 

3° caso. Per rappresentare su S, il cono W del 4° ordine (normale 
in S,) proiettante da un punto una superficie di Veronese (cono che 
insiéme alle sue proiezioni dello stesso ordine costituisce il 3° tipo 
delle varieté considerate) basta anche qui ricorrere a successive proiezioni 
da punti semplici di W. Con cid le immagini delle sezioni iperplanari 
di W riescono del 4° ordine; ma |’ ordine di tali superficie pud essere 
abbassato con una trasformazione cremoniana dello spazio S,. 


*) Dicesi di Veronese la superficie normale del 4° ordine in S, rappresen- 
tabile sul piano mediante il sistema lineare della coniche. Questa bella superficie 
(le cui proiezioni dello stesso ordine in S, sono superficie di Steiner) si trova gid 
accennata dal Cayley ,,On the Curves which satisfy given conditions“ (Phil. 
Trans, 1868), ed @ stata studiata diffusamente dal sigé Veronese (Accad. dei Lincei, 
Memorie 1883—84) e dal sig™ Segre ,,Considerazioni intorno alla geometria delle 
coniche“ (Atti Accad. di Torino 1885). Cfr. anche Study ,,Ueber die Geometrie 
der Kegelschnitte‘‘ (Math. Ann. Bd, 27). 

**) ,Sulle varieta normali a 3 dimensioni composte di una serie semplice 
razionale di piani‘' Atti (Accad. di Torino 1885). 
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Per vederlo nel modo pid semplice basta considerare che tutti i 
coni W (di S,) sono proiettivi fra di loro e quindi due sistemi lineari 
di superficie in S, rappresentativi di coni W debbono potersi trasfor- 
mare birazionalmente |’ uno nell’ altro: in altre parole un qualunque 
sistema di superficie in S, rappresentativo d’ un cono W pud essere 
assunto come tipo della famiglia che stiamo considerando; allora si 
potra assumere come tipo il sistema oo® delle quadriche che toccano 
un piano in un dato punto di esso (sistema evidentemente rappresen- 
tativo d’ un cono W),. 

Dopo cid possiamo enunciare il 

Teorema. I sistemi lineari semplici di superficie algebriche le cui 
intersezioni variabili sono curve razionali possono trasformarsi birazional- 
mente in uno dei seguenti tipi: 

1°) sistema delle quadriche per una conica; 

2°) sistema di quadriche tangenti in un punto ad un piano; 

3°) sistema di superficie d’ un certo ordine n con retta base (n— 1) pla, 
e (forse) altri elementi base. 


III. I sistemi linari di superficie ad intersezioni ellittiche. 


i1.*) Si consideri una varieti W (di 3 dimensioni) a curve sezioni 
ellittiche in S,. Le superficie sezioni iperplanari di essa sono rigate 
o razionali. 

Nel 1° caso la variet& contiene un fascio ellittico di piani (cfr. 
n° 9—2° caso). Nel 2° caso col ragionamento del n° 5 si prova che le 
curve d’ ordine » — 2 aggiunte alle sezioni piane di W supposte 
@ ordine  generano oco"t! varieta d’ ordine » — 2 (aggiunte a W) 
mediante le quali (riferite proiettivamente agli iperpiani di S,4:) la W 
si trasforma in una varieta V dello stesso ordine normale in S,4: 
di cui W puod ritenersi come proiezione. 

Escludendo le varieta contenenti un fascio ellittico di piani (certo 
non razionali), rivolgiamoci a considerare le varieta normali V d’ ordine 
m in Sati, @ Curve sezioni ellittiche. 

Dimostreremo che per » > 3 esse sono razionali e ne troveremo 
la effettiva rappresentazione: rimane il dubbio sul caso nm = 3, rimane 
cioé dubbia la razionalita delle varieté cubiche di S, prive di punti doppi. 


12. Anzitutto si noti che le superficie sezioni iperplanari di V 
sono normali d’ ordine » in S,; quindi per » > 3 esiste sopra una 
superficie sezione generica di V una curva irreduttibile C d’ ordine 


*) Cfr. le mie Note ,,Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui inter- 
sezioni variabili sono curve ellittiche’s‘ (Rendic. Accad. dei Lincei, Maggio- 
Giugno 1894), 
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n—3 o @ ordine » — 4 dalla quale la superficie viene proiettata 
univocamente sopra un piano 0 sopra una quadrica (di S,)*): proiet- 
tando V da una tale curva C si ha la rappresentazione univoca di 
essa sopra un S, 0 risp. sopra una quadrica di S, e cosi resta intanto 
provato che: Una varieta di 3 dimensioni a curve sezioni ellittiche 
d’ ordine > 3 o contiene un fascio ellittico di piani (ed é irrazionale), 
o & razionale. Dobbiamo ora distinguere il caso in cui la C possa 
assumersi d’ ordine » — 3(n<3) da quello in cui sulla superficie 
sezione di V non esista una curva d’ ordine n — 3 (possibile soltanto 
per » = 8). Chiameremo risp, di 1* e 2* specie le varieta V che cosi 
nascono, come le relative superficie sezioni. 


13. Cominciamo ad occuparci delle varieta V di 1* specie, d’ ordine 
n > 3. La curva proiettante C incontra le superficie sezioni d’ ordine 
n in » —3 punti dai quali queste superficie vengono proiettate in 
superficie cubiche dello S, rappresentativo: le V di 1* specie vengono 
dunque rappresentate su S, mediante sistemi lineari di superficie 
cubiche Z. Le intersezioni variabili di due LZ sono curve d’ ordine n 
proiezioni da C delle curve sezioni di W (dello stesso ordine), onde 
il sistema delle Z possiede una curva base K d’ ordine 9 — mn: questa 
® intersezione parziale di una superficie cubica Z con una quadrica 
fissa @, residua di ciaseun piano rispetto al sistema delle L. 


a) Per » = 4 la quintica base K intersezione parziale di una 
quadrica con una superficie cubica irreduttibile, individua sempre da 
sola un sistema oo di superficie cubiche ad intersezioni quartiche 
ellittiche, rappresentativo d’ una varieti V del 4° ordine in S,**) 
(intersezione completa di due quadriche di S,). 


Per » > 4 la curva base K pud non individuare pid da sola il 
sistema delle Z e quindi possono aversi pid tipi di sistemi di L rap- 
presentativi di varieta V. 

E cid che dobbiano indagare pid da vicino. 


14. Premettiamo il seguente lemma, Proiettando la varieta di 1° 
specie V (d’ ordine » >4 in S,;1) da una sua curva irreduttibile C 
d ordine »n — 3 in S,_3, si ottiene un sistema di superficie cubiche L 
immagini delle sezioni iperplanari che 


*) Cfr. n° 6, 

**) La varietid V del 4° ordine di S, pud considerarsi come un complesso 
quadratico di rette (chiamando punti [di una quadrica] le rette di S,). La data 
rappresentazione di V coincide con quella data dal sig™ Klein in un’ aggiunta 
alla nota del sig' Noether, ,,Zur Theorie der algebraischen Functionen mehrerer 
complexer Variabeln“ Géttinger Nachrichten 1869). Cfr. anche Caporali, ,,Sui 
complessi e sulle congruenze di 2° grado“ (Memorie dell’ Acad. dei Lincei. 
1877—78). 
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1°) @ determinato dalla curva base K d’ ordine 9 — n e non ha 
punti base doppi, se per C non passa aleun S,-2 segante V secondo 
una superficie; 

2°) nel caso opposto ha, oltre la curva base K, un punto base 
O doppio per le L e (7 —-+ @) plo per la K dove g = 0, 1, 2. 

La dimostrazione del lemma si fonda sull’ osservazione seguente. *) 
Se esiste un punto O base per le Z che impone ad esse nuove con- 
dizioni non espresse dal passaggio delle ZL per K, i piani per 0 
rappresentano sezioni iperplanari parziali di V, d’ ordine < m; percid 
vi @ per C uno S,_2 segante V secondo una superficie d’ ordine » — 3 
(come la C sua sezione) e gli iperpiani per esso segano ulteriormente V 
secondo rigate cubiche. I piani per O sono immagini delle nominate 
rigate cubiche, e quindi O @ doppio per le Z le quali hanno in ogni 
piano per O altri due punti base semplici. Questi possono essere 
ambedue distinti da O che @ in tal caso (7 —™) plo per K; oppure 
uno solo di essi distinto da O {(8 —) plo per K} e l’altro descrivente 
Yintorno di O sopra un piano osculatore fisso per le Z; © infine 
ambedue infinitamente vicini ad O che é allora (9 — m) plo per la K 
(composta di 9 — m rette), ed in tal caso le Z hanno in O lo stesso 
cono quadrico tangente. 

Osservazione. Giova inoltre osservare che il secondo dei casi prece- 
denti pud presentarsi soltanto per m < 6: infatti in tal caso proiettando 
da C sopra un piano una sezione iperplanare di V per C, si ha come 
immagine di C una conica spezzata (essendoché delia quadrica @ 
residua di ciascun piano rispetto al sistema delle Z si stacchi il piano 
osculatore in O); una delle rette componenti la nominata conica contiene 
allora tre punti (di K) base per le LZ, onde la K contiene una cubica 
(piana), e si ha appunto » < 6. 


15. Il precedente lemma fissa i limiti della discussione che dobbiamo 
compiere, Vi sono 4 casi da esaminare per ogni valore di , cioe il 
caso in cui il sistema delle LZ @ determinato dalla curva base K, e 
quello in cui vi @ inoltre un punto base doppio per le L e(7 —n-+ @) plo 
per la K (d’ ordine 9 — n) dove @ = 0, 1, 2. Cominciamo dall’ ultimo 
a cui corrispondono soluzioni per ogni valore di  (< 9). 

b) La curva base K si compone di 9—~y rette per un punto 
base doppio O nel quale @ fissato il cono quadrico tangente alle super- 
ficie cubiche L. 

Da questa condizione nasce effettivamente (per n—=3,4,5,6,7,8,9) 
un sistema oco"t! di superficie cubiche Z rappresentativo d’ una V, e 
per n > 3 nasce dalla effettuata projezione della V da una sua curva C 


*) Lt lettore trover’ svolti i dettagli della dimostrazione nella 2* delle mie 
citate Note dell’ Accad. dei Lincei, 
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(razionale normale d’ ordine n — 3); per nm = 4 il sistema rientra come 
caso particolare nel tipo a) n° 13. La varieta V cosi rappresentata é@ 
un cono, (cono ottenuto proiettando dal vertice una superficie non 
rigata d’ ordine ” in S, a sezioni ellittiche) ossia ha oo? rette per un 
punto aventi per imagini nello S, rappresentativo le rette per O. 
Inoltre si vede facilmente che la projezione di un tal cono da una 
sua curva C (razionale normale d’ ordine » — 3) da sempre come 
sistema rappresentativo di LZ quello b) considerato; segue la sua irre- 
ducibilita agli altri che verremo trovando. 


16. Escludiamo le V che sono coni: restano 3 casi da esaminare 
per ogni valore di n. 

c) Sia m= 5. La curva base K sia una quartica di 2° specie 
(genere 0). 

Si ha cosi l’unico sistema di LZ corrispondente alla 1* ipotesi: invero 
soltanto una quartica di 2° specie appartiene ad wna quadrica (residua 
di ciascun piano rispetto al sistema delle Z) e quindi solianto una 
siffatta quartica determina da sola un sistema oo® di Z rappresentativo 
d’ una V. Sotto la condizione di essere di 2* specie la quartica K pud 
degenerare (appartenendo sempre ad wna quadrica). 

Le varieta V rappresentate dal sistema c) non sono coni. Dico che 
ogni altra V del 5° ordine che non @ un cono pud rappresentarsi col 
sistema c) , proiettata su S, da una conica C opportunamente scelta su di 
essa. Invero la V del 5° ordine che non @ un cono ove sia rappresentata 
su S, mediante proiezione da una conica C, non dal sistema c), ha 
, cone sistema rappresentativo un sistema oo® di Z con un punto base 
doppio O che @ doppio o triplo per la quartica base K; allora si con- 
sideri (in S,) un piano generico per O ed in esso una conica generica y 
passante per O e per gli altri due punti base per le ZL nel detto piano 
(uno dei quali al pid @ infinitamente vicino ad Q); alla y corrisponde 
su V una conica C per la quale non passa alcuna superficie del 2° 


‘ ordine; proiettando la V su S, dalla C si ha dunque (n° 14) come 


D 





: } sistema rappresentativo di V il sistema c). 

. 17. Sia »=6. Kselusi i coni V si hanno i 3 casi: 

7 d) La eubica base K determina da sola il sistema delle L e perd 
s / anche wna quadrica Q residua di ciascun piano rispetto al sistema, 
) : quindi la K si compone di 3 rette sghembe. Effettivamente esiste un 
4 i sistema oo? di Z determinato da 3 rette base sghembe rappresentativo 
; d una V del 6° ordine. 


d’) Il sistema delle Z ha oltre la cubica base K un punto doppio O, 
e semplice per K. Allora K @ una cubica gobba appartenente ad oo? 
(e non oo*) quadriche residue dei piani per O rispetto al sistema delle L. 
13* 
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Nasce cosi effettivamente un sistema oo’ rappresentativo di una V 
proiettata su S, da una sua cubica C. 

a’) Il sistema delle Z ha oltre la curva base K un punto base 
doppio O che @ doppio anche per K, ed inoltre le Z hanno in O un 
punto biplanare con un piano osculatore fisso (cfr. I’ Osservazione del 
n° 14). Allora la K @ una cubica piana. Un siffatto gruppo base 
individua effettivamente un sistema oo’ di LZ rappresentativo di una 
V e nascente dalla proiezione di essa da una sua cubica C. 

I sistemi d), d’), d”) sono irreducibili fra loro, perch le V 
rappresentate sono proiettivamente distinte: per verificare |’ asserto 
basta considerare i sistemi di rigate cubiche che possono appartenere 
alle V dei 3 tipi. 


18. Sia »=7. Esclusii coni e rammentando l’osservazione dei n° 14, 
non vi sono da esaminare che i sistemi di L determinati completamente 
dalla curva base K, o quelli aventi anche un punto base doppio per le 
Le (7—n)plo per K: la 1* ipotesi @ da scartare giacché una linea 
@’ ordine < 3 non individua mai da sola wna quadrica residua di ciascun 
piano rispetto al sistema delle LZ; la 2° ipotesi conduce soltanto al caso: 

e) Per n = 7; il sistema oo di Z con conica base e punto base 
doppio fuori di esso. Questo sistema si pud trasformare quadraticamente 
in un sistema di quadriche per un punto. 

E non potendosi andar oltre, si conclude che per » > 7 le varieti 
V di 1° specie sono coni. 


19. Passiamo alle V, normali di 2° specie. Queste sono di 
ordine 8: la loro rappresentazione su S, si ottiene proiettandole da 
una quartica razionale normale C e da un punto fuori di essa. 
Proiettiamo anzitutto la V da una sua quartica C sopra una quadrica 
Q di S,: le immagini delle sezioni iperplanari di V su Q sono super- 
ficie di 4° ordine LZ intersezioni di Q con quadriche di S, ed aventi 
come intersezioni variabili curve d’ ordine 8. Sopra V vi @ wna super- 
ficie del 4° ordine passante per C (giacente in un S,); per ottenerla 
basta considerare un iperpiano per C tangente a V in due punti di C, 
la cui superficie sezione (di 2° specie con due punti doppi) si spezza 
staccandosi da essa una superficie del 4° ordine @ di S, passante per C. 
Cid posto sulla quadrica Q proiezione di V da C, le ZL (immagini 
delle sezioni iperplanari di V) hanno wn punto base O immagine 
della @ (superficie su V passante per C e contenuta in un S;): e poich? 
le L non hanno curva base intersecandosi due a due secondo curve 
di 8° ordine, e poiché inoltre tre Z han comuni 8 punti variabili, il 
punto O @ doppio per le Z. Ora se la Q non é un cono col vertice 
in O, si pud scegliere il punto 0 (immagine di un punto di V su g) 
per proiettare la @ su un S,: si ha allora la rappresentazione di V 
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su S, dove le immagini delle sezioni iperplanari sono le oo° superficie 
di 2° ordine. Effettivamente 

f) il sistema di tutte le quadriche di S, & rappresentativo di una 
V normale di 2° specie (che non @ un cono). 

Si supponga invece che @ sia un cono col vertice in O allora le 
L sono intersezioni di Q@ con quadriche passanti per O, e quindi le 
generatrici di @ sono immagini di rette su V; siccome poi ad una 
superficie sezione generica di V non appartengono rette (di guisaché 
la superficie diviene un cono se contiene una retta), la V stessa é un 
cono, proiettante dal vertice una superficie di 2* specie. Proiettando V 
da una sua quartica C e da un punto, su S,, si ha come sistema 
rappresentativo 

ft’) il sistema delle superficie di 4° ordine con punto base triplo, 
due rette doppie per esso e in esso lo stesso quadrico tangente. Un 
siffatto sistema rappresenta effettivamente un cono V di 2* specie. 


20. Riassumendo i resultati ottenuti sui sistemi lineari di super- 
ficie ad intersezioni ellittiche, possiamo enunciare il teorema: 

I sistemi lineari semplici di superficie algebriche le cui intersezioni 
variabili sono curve ellittiche, e dove tre superficie generiche s’ incontrano 
in pit di tre punti (sistemi di grado > 3), si possono ricondurre con 
una trasformazione birazionale dello spazio ad uno dei seguenti sistemi 
lineart tipict di grado n e dimensione n + 1, 0 ad un sistema contenuto 
in uno di questi: 

per n=4 

1°) il sistema di superficie cubiche determinato da una quintica 
intersezione parziale di una quadrica (che pud degenerare); 

per n=5,6,7,8,9 

2°) il sistema oo"t+! di superficie cubiche con punto base doppio, 
9 — n relte base per esso, ed in esso lo stesso cono quadrico tangente 
(questo sistema, rappresentativo @ un cono, per n= 4 rientra nel 1° tipo); 

oppure: per n= 5 
3°) il sistema oo® di superficie cubiche determinato da una quartica 
di 2° specie (che pud degenerare); 
per n= 6 
4°) il sistema oo’ delle superficie cubiche passanti per 3 rette 
+ 
sghembe ; 

5°) il sistema oo’ delle superficie cubiche aventi un punto base 
doppio e contenenti una cubica gobba (che pud degenerare) passante 
semplicemente per esso; 
6°) il sistema oo? delle superficie cubiche con un punto base 
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biplanare ed in esso un piano osculatore fisso, passanti per una cubica 
piana di cui il nominato punto é doppio; 
per n=T7,8 

7°) il sistema oo® 0 co® delle quadriche con un punto base o risp. 

di tutte le quadriche ; 
per n =8 anche: 

8°) il sistema delle superficie di 4° ordine con punto triplo, due 

rette base doppie per esso, ed in esso lo stesso cono tangente. 


IV. I sistemi lineari di superficie ad intersezioni iperellittiche. 

21.*) Rivolgiamoci ora a considerare i sistemi lineari semplici 
di superficie le cui intersezioni variabili sono curve iperellittiche pro- 
priamente dette (di genere p > 1). Occorre per cid considerare le 
varieta V a curve sezioni iperellitiche. Supporremo V proiettata (ove 
occorra) in una dello stesso ordine in S,. 


La varieta V di S, a sezioni piane iperellittiche pud avere le super- 
ficie sezioni iperplanari rigate o pur nd: nel 2° caso le nominate 
superficie sono razionali e contengono un fascio di coniche. 

Se le sezioni iperplanari di V sono rigate, la V contiene un 
fascio di piani del genere p (cfr. il n° 9) ed @ certo irrazionale. 

Supponiamo |’ opposto. Allora sopra ogni superficie J’ sezione 
di V vi ®@ un fascio (lineare) di coniche, e queste segano Je coppie 
della g,' sopra uva sezione piana di F’. In conseguenza per una coppia 
di tale g,' vi sono co! coniche su V, una conica appartenendo ad un 
fascio di iperpiani: le co' coniche stanno in unS, e generano una superficie 
non contenente la retta congiungente i due punti della coppia della g,' 
considerata, e perd di 2° ordine: analogamente si costruiscono oo! 
quadriche su V partendo dalle altre coppie della g,' sopra una sezione 
piana iperellittica di V. La serie razionale delle quadriche cosi ottenuta 
su V @ un fascio (ossia per un punto di V ne passa wna) giacche 
sopra una sezione piana iperellitica di V (di genere p > 1) non esiste 
altra serie razionale di coppie di punti che la g,'**). 

Ora se si considera una superficie sezione iperplanare generica di 
V, le quadriche del fascio nominato segano su questa un fascio (razionale) 
di coniche il quale ammette quantesivogliano curve unisecanti***): una 
di tali curve C sega in un punto ciascuna quadrica del fascio su V. 


*) Cfr. la mia Nota ,,Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui inter- 
sezioni variabili sono curve iperellittiche’‘ (Rendic. Accad. d. Lincei, Decembre 1894). 


**) Cfr. la nota a pag. 72 della citata memoria del sigt Segre (Annali di 
Matematica 1894). 


***) Noether, Math. Ann, Bd. LI. 
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Si pud supporre che le quadriche del fascio su V appartengano 
ciascuna ad un S, di un fascio, giacché nell’ ipotesi opposta basta 
trasformare la variet&é in una W riferendo proiettivamente gli elementi 
(quadriche) del fascio agli iperpiani per un piano in S,, e proiettare 
(da un punto fisso) ciascuna quadrica sul corrispondente iperpiano. 

Cid posto si proietti ciascuna quadrica del fascio su V (o su W) 
dal punto di C sopra un S,: si otterra una rappresentazione di V punto 
per punto su S;, in modo che alle quadriche di V vengano a corrispondere 
i piani d’un fascio in S,. Dunque: 

Una varieta (di 3 dimensioni) a curve sezioni iperellittiche di 
genere p(> 1), 

1°) 0 contiene un fascio di piani del genere p ed é irrazionale; 

2°) o é razionale e contiene un fascio di quadriche. 


22. Le varieta razionali V a curve sezioni iperellittiche ci forniscono 
colla loro rappresentazione su S, tutti i sistemi lineari semplici di 
superficie ad intersezioni iperellittiche. Ponendo mente al modo come 
é stata ottenuta la rappresentazione delle V su S,, si perviene al teorema: 

Ogni sistema lineare semplice di superficie le cui intersezioni variabili 
sono iperellittiche (di genere > 1) pud trasformarsi birazionalmente in 
un sistema di superficie @ un certo ordine n con retta base (n— 2) pla, 
curva base segante in due punti fuori della retta % piani per essa, 
e (forse) altri elementi base. 

Viceversa un tal sistema rappresenta sempre una V contenente 
un fascio di quadriche e quindi a curve sezioni iperellittiche, 

Si noti infine che nell’ enunciato precedente si deve intendere che la 
curva base bisecante i piani immagini delle quadriche su V puod ridursi 
(tutta o in parte) a punti della retta. 











Die Stetigkeit der automorphen Functionen bei stetiger 
Abinderung des Fundamentalbereichs. 


Von 


Ernst Rirrer in Gottingen. 


Theil IL. 
Allgemeine Fundamentalbereiche. 
® i 
Der Fundamentalbereich und seine Abanderung. 


Es sei in der Ebene einer complexen Variabeln § der Fundamental- 
bereich eines Systems automorpher Functionen gegeben, mit einer 
endlichen Anzahl von Kantenpaaren bezw. erzeugenden Subsiitutionen, 
aber sonst vom allgemeinsten functionentheoretisch zulassigen Charakter. 
Der Bereich darf sowohl fiir sich, wie vermége seiner analytischen 
Fortsetzungen die §-Ebene beliebig oft iiberdecken. Die Substitutionen, 
welche die Kantenpaare zusammenordnen, mdgen beliebig elliptisch, 
hyperbolisch, parabolisch oder loxodromisch sein, oder auch auf blosse 
ein- oder mehrmalige Umliufe sich reduciren. 

In Folge der Zulassung dieser letzten Art von Kantenzusammen- 
ordnungen kann ich das Vorkommen von Windungspunkten im Innern 
des Bereichs von vornherein ausschliessen, indem ich einfach nach 
jedem solchen Windungspunkte hin einen Einschnitt gelegt denke, 
dessen beide Ufer ich mit zur Begrenzung rechne. 

Selbstverstiindlich sollen diejenigen functionentheoretisch unzu- 
lissigen Vorkommnisse ausgeschlossen sein, welche Herr Klein als 
» hyperbolische Zipfel*‘ bezeichnet*). Ferner will ich der Einfachheit 
halber solche Ecken, in denen Windungspunkte unendlich hoher 
Ordnung liegen, sowie solche Ecken ausschliessen, die in unendlich 
oft umlaufende Kreisbiinder mit hyperbolischer Zuordnung der Rinder 





*) Math. Ann, Bd. 40, p. 1301f. 
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ausgeartet sind. (Kreisbiinder mit loxodromischer Kantenzuordnung 
dagegen kann man immer durch erlaubte Abinderung des Bereichs 
in eigeutliche Ecken mit loxodromischer Kantenzuordnung verwandelt 
denken). 

Kin specieller Fall eines solchen Fundamentalbereiches, wie ich 
ihn eben geschildert habe, ist eine gewéhnliche geschlossene Rie- 
mann’sche Flache, die man sich hier nur mit einem solchen Einschnitt- 
system versehen zu denken hat, dass jeder Verzweigungspunkt auf dem 
Schnittsystem liegt. 

Zwei Fundamentalbereiche heissen nun unendlich wenig verschieden 
yon der Orduung ¢, wenn sowohl die Fixpunkte wie die Amplituden 
(absolut bestimmt, nicht nur mod. 2a) der die Kanten zusammen- 
ordnenden Substitutionen sich bloss um Gréssen unterscheiden, welche 
mit é stetig wenigstens in der ersten Ordnung verschwinden, und 
wenn zugleich bei beiden Bereichen dieselben Zusammenhangsver- 
hiiltnisse vorliegen. Man kann dann die Begrenzungen der beiden 
Bereiche, die ja an sich noch in hohem Grade willkiirlich sind, so 
wiihlen, dass die Kanten des einen Bereichs unendlich nahe an den 
Kanten des andern Bereichs verlaufen. 

Irgend eine Ecke « des Bereichs S soll also von der entsprechen- 
den Ecke ew’ des andern Bereichs S’ immer um weniger als ¢@ ent- 
fernt sein, unter @ eine angebbare endliche Strecke verstanden, und 
wenn eine erzeugende Substitution des Bereichs S durch das Schema 

«“, Br 
T = a 3)? «ad — py =1 
gegeben ist, so soll die entsprechende Substitution des Bereichs S’ 
die Form 
,  (&+ee’, B+ ep \(@-+ 3d’) —( satis , 
Dm (Oe bea’)? HER )O+ £8) B+ BY rbe7) =I 


haben, wobei «’, 8’, y’, 0° dem absoluten Werthe nach unterhalb 
angebbarer endlicher Grenzen bleiben. 

é soll dabei immer ein reeller positiver Zahlencoefficient sein, 
welcher beliebig klein gemacht werden kann, entsprechend einem 
stetigen Uebergang des Bereichs S’ in den Bereich S. 

Durch Reproduction des Bereiches S vermittelst der zu ihm ge- 
hérigen Substitutionen 7’ entsteht ein Bereichnetz S, aus dem Bereich 
S’ durch die Substitutionen 7” ein Bereichnetz S’. Zwei Punkte im 
Bereichnetz S sehe ich als identisch in Bezug auf das Netz S an, wenn 
sie an entsprechenden Stellen in verschiedenen Bereichen des Netzes 
liegen; desgleichen nenne ich zwei Punkte identisch in Beeug auf das 
Netz S’, wenn sie an entsprechenden Stellen von Bereichen des zweiten 
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Netzes liegen. In demselben Sinne spreche ich von Linienelementen @§, 
welche, sei es in Bezug auf das Netz S, sei es in Bezug auf S’ mit- 
einander identisch sind. 

Ich will nun sofort den Satz beweisen: 

Zwei Linienelemente, welche in Bezug auf das Bereichnetz S’ mit 
einander identisch sind, 2. B. zwei entsprechende Randelemente des 
Bereiches S', sind in Bezug auf das Bereichnetz S nach Ort, Grosse 
und Richtung nur um eine mit « stetig in der ersten Ordnung ver- 
schwindende Grosse verschieden. 

Es sei 7’ diejenige Transformation des Bereiches S’, welche das 
erste der beiden fraglichen Linienelemente in das zweite iiberfiibrt, 
T die entsprechende Transformation des Bereiches S. Dann ist uur 
zu zeigen, dass das Linienelement d&’, welches aus dg entsteht, wenn 
man erst die Transformation 7’, dann die Transformation Z7’—! an- 
wendet, nach Ort, Grésse und Richtung nur unendlich wenig von dé 
abweicht. 

Aus 

pa (08), ri (eben Be 
y, 9 yter, +60 
erhalt man: 
prs (it see —8), ee’ Be) 
é (d7'—79") 1 + e(ad°—By’)/’ 
und also, wenn ich 
CT’T-! =f’, df7T’T-' =—df’ 
go a emg (XB — Be’) + (Ba — 08+ By’ — 7B) + Fld" — By’) _ ep 
1 + © ((ad’—By’) + £(8y’—y0’)) i+ eq 
ag’ 1 1 





de fi + e((ad’— By) + &(8y'—ye’)) > Feg® 
Hierin bleiben p und g, wie man sieht, fiir jeden Werth von §, dessen 
absoluter Werth unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze bleibt, 
selbst ihrem absoluten Werthe nach unterhalb einer angebbaren end- 
lichen Grenze. 

So lange also dg im Endlichen liegt, — und hierauf kann ich 
mich immer beschrinken*) —, ist der Satz thatsiichlich bewiesen. 
Er erleidet offenbar auch dann keine Ausnahme, wenn dé in der un- 
mittelbaren Nihe eines Fixpunktes von 7 oder 7’ liegt. 





*) Vergl. die Bemerkung im ersten Theil, Math, Ann. Bd. 45, S, 529. 
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Construction des Vergleichsbereichs. 


Es wird spiter darauf ankommen, die Functionen der beiden 
Bereiche S und S’ in einem solchen Gebiete miteinander zu vergleichen, 
in dem sie beide unverzweigt sind. 

Wenn der eine Bereich, etwa S’, sich vollstindig auf den Bereich 
S legen lisst, kann man S’ selbst als solches Gebiet benutzen, um 
etwa die Werthe der zum Bereich S gehérigen Green’schen Function G 
innerhalb von S’ mit G’ zu vergleichen. Im Allgemeinen ist aber ein 
solehes Aufeinanderlegen nicht méglich, besonders dann nicht, wenn 
der Bereich Ecken besitzt, die sich mehrfach herumwinden. 

In allen solchen Fallen muss man einen ,, Vergleichsbereich erst 
eigens construiren, und zwar so, dass er sowohl von S, wie von S’ 
nur unendlich wenig abweicht, und dass er sich sowohl in das Bereichnetz 
S, wie in das Netz S’ ohne Collision mit den Ecken einlegen liisst. 

Die zweckmiissigste Construction des Vergleichsbereichs, den ich 2 
nennen will, ist wohl die folgende: 

Irgend eine Ecke «’ des Bereichs S’ bildet fiir sich oder mit 
anderen Ecken zusammen einen ,,Cyklus“*). Wenn der Cyklus etwa 
aus v Ecken besteht, so gehért jede von der Ecke «’ im Bereichnetz 
S’ ausgehende Kante mit der im Uhrzeigersinn folgenden v'" weiteren 
von derselben Ecke ausgehenden Kante durch eine loxodromische, 
elliptische oder parabolische — nur nicht hyperbolische — Substitution 
zusammen, welche einen ihrer Fixpunkte in der Ecke «@’ hat, wihrend 
der andere Fixpunkt 8’ sein mége. 

Den Fall einer parabolischen Substitution will ich vorerst einmal 
ausschliessen, da er eine etwas abweichende Behandlungsweise erfordert. 

Die Amplitude der Transformation mit den Fixpunkten «’, 6’ sei, 
absolut bestimmt, 

V.2a = (A, +i, ) 2a, 
die Winkelsumme des Cyklus also 4,’. 2z. 

Ich denke mir nun die Schar der Bahnecurven dieser Substitution 
in der Nahe der Ecke a’ construirt, d. h. die Curven, lings deren 
die Function 


1 
i’ 


— a’ 
Z=(;= 8’ 
constanten absoluten Werth besitzt; die genau entsprechenden Bahn- 


curven denke ich mir um die andern Ecken desselben Cyklus herum 
construirt. Unter allen diesen Curven wihle ich mir die engste aus, 


*) Vgl. Poincaré, Acta math, I. S. 14ff. 
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welche der Bedingung geniigt, dass der durch sie und die ihr ent- 
sprechenden Curven an den Ecken des Cyklus abgestutzte Bereich S’ 
sich in der Umgebung dieser Ecken den entsprechenden Ecken des 
Bereichs S nirgend um mehr, als auf eine kleine Entfernung <¢, 
nahert, unter g, eine beliebig vorzugebende endliche Strecke verstan- 
den. Die Minimalentfernung der Abstutzungscurven von den Ecken « 
des Bereichs S ist dann ¢g,, diejenige von den Ecken «’ des Bereichs 
S’ jedenfalls nicht grésser als ¢(g9+ ,), beide Minimalentfernungen 
verschwinden also mit ¢ stetig von der ersten Ordnung. Da kein 
hyperbolischer Zipfel vorliegt, ist auch die Maximalentfernung der 
Abstutzungscurven sowohl von den Ecken « wie «’ unterhalb einer 
geometrisch leicht angebbaren mit ¢ in der ersten Ordnung ver- 
schwindenden Grenze gelegen. 

Diese beschriebene Abstutzung denke ich mir an allen Ecken des 
Bereiches S’ vorgenommen, welche beim Auflegen von S’ auf S mii 
den Ecken des letzteren Bereichs collidiren. Den so aus S’ zu ge- 
winnenden Bereich nenne ich 2, den Vergleichsbereich. 

Kine Modification des Verfahrens zur Herstellung von J ist nothig, 
wenn die zu einem Cyklus gehérige Substitution parabolisch ist. 

Die Substitution mége in der Gestalt 

B) (eB 
PDB +20 
geschrieben sein und die Amplitude 42a (A=0, 1, 2,...) haben. 
Ich setze dann, wenn 4 = | ist: 


 ») ae 
: (ga’) jog 2 
wenn A> 1 ist 
(§B’) __ 


Gay = ot + Z-4 + log Z, 

mit -+ oder —, je nachdem man es mit einer parabolischen Ecke der 
ersten oder der zweiten Art zu thun hat, d.h. je nachdem der zweite 
Randkreis links oder rechts vom ersten Randkreis liegt (cf. 1. Theil, 
S. 505). Zur Abstutzung der Ecken dienen mir dann die Curven 
|Z| == Const., welche nur im Falle 40 zugleich Bahncurven der 
Substitution sind. 

Immer, mégen parabolische Ecken vorliegen oder nicht, ist der 
Vergleichsbereich von einer gewissen Anzahl durch die Substitutionen 
T’ des Bereichs S’ einander paarweise Punkt fiir Punkt zugeordneter 
Curvenstiicke, und durch eine Anzahl unendlich kleiner Bogenstiicke 
begrenzt, welche die Ecken abstutzen, und welche keinem andern 
Randstiick zugeordnet sind. 
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8 3. 
Formulirung der Aufgabe. 


Die automorphen Functionen kann man bekanntlich alle aus 
Integralen des Bereichs, z. B. aus denen zweiter Gattung mit einer 
Unendlichkeitsstelle aufbauen. Es wird also die Hauptaufgabe sein, 
nachzuweisen, dass ein solches Integral zweiter Gattung so ein- 
gerichtet werden kann, dass es sich stetig iindert, wenn man den 
Fundamentalbereich stetig abiindert. 

Wir werden dieses Integral so normiren, dass es nur rein imaginiire 
Perioden besitzt, dass also sein reeller Theil ein automorphes logarith- 
misches Potential vorstellt, d.h. ein solches logarithmisches Potential, 
welches an entsprechenden Stellen verschiedener Fundamentalbereiche 
des Netzes immer genau die gleichen Werthe besitzt. 

Geben wir noch die Art des Unendlichwerdens an der Unstetig- 
keitsstelle € vor, etwa, dass es sich dort verhalte wie 

Cos (p — o) 
r 
so ist dieses Potential bis auf eine additive Constante véllig bestimmt, 
und diese letztere legen wir schliesslich durch die Bedingung fest, 
dass in.der Keihenentwicklung des Potentials in der Umgebung der 
Stelle &: 
cos (@ — go) a,r cos p + a,r? cos 2p-+.--- 
r + + y r sin sin § tae 
17 sin mp + dr? sin 2g + 
das constante Glied 
ay, = 0 
sein soll. 

Das hierdurch eindeutig bestimmte Potential denken wir uns 
sowohl fiir den Bereich S, wie fiir den Bereich S’ construirt, und 
nennen das erste G, das zweite G’; dass die Construction desselben 
immer méglich ist, folgt aus den bekannten Methoden von Schwarz 
und Neumann. 

G und G’ sollen an der im Innern von S bezw. S’ gelegenen 
Stelle € beide das gleiche Unstetigkeitsverhalten zeigen. Dann ist 

d=G— i’ 
ein logarithmisches Potential, welches im Innern des ganzen Bereiches 
2, des Vergleichsbereichs, holomorph ist. Wir werden nun versuchen, 
die Werthe von 0 im Innern von & aus den Werthen am Rande dieses 
Gebiets abzuschiitzen, und zwar folgendermassen : 

Es mogen die Begrenzungsstiicke von 2, welche zugleich der 
Begrenzung von S’ angehdren, und welche zugleich durch die zu S’ 
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gehérigen Substitutionen paarweise zusammengeordnet sind, mit s und s’ 
bezeichnet werden, und zwar mége von jedem Paare soicher Randcurven 
immer die eine mit s, die andere mit s’ benannt.sein. Die unendlich 
kleinen Begrenzungsstiicke von 2, durch welche die Ecken abgestutzt 
werden, sollen o heissen. 

Es werde nun, — was nach dem Schwarz’schen Verfahren eben- 
falls ohne Schwierigkeit méglich ist —, fiir den Bereich Z eine 
,Green’sche Function“ ree, d. h. ein logarithmisches Potential von 
folgender Beschaffenheit hergestellt: [ soll an der Stelle € unstetig 


werden wie + log *, an der Stelle» wie -— log = und soll an der 


Stelle €, verschwinden; lings der Randstiicke 6 soll et = () sein, und 


lings der Curvenpaare s und s’ soll [ den bekannten automorphen 
Randbedingungen geniigen, namlich 


ro=r(e), am, ds + im ds’ =0. 

Diese Green’sche Function [ gestattet Vertauschung von Argu- 
menten und Parametern, so dass man sie ebensowohl als ein Potential 
mit der laufenden Variablen &, der 0-Stelle 4, der positiven logarith- 
mischen Unstetigkeitsstelle € und der negativen Unendlichkeitsstelle €, 
auffassen kann. 

Nach einem bekannten allgemeinen Satze ist nun 


1 a3 er, Ohh 
86) — 0) = a5 J (FTG - 8 AE) ase 
das Integral mit der Integrationsvariablen & iiber irgend eine ge- 
schlossene die Punkte € und § umschliessende Curve erstreckt, die 
Normale m; nach Aussen gerichtet gedacht. 

Als Integrationseurve wihle ich jetzt die Berandung des Ver- 
gleichsbereichs 2. Dabei fasse ich jedes auf ein Element ds beziig- 
liche Integralelement mit demjenigen zusammen, welches sich auf das 
entsprechende Randelement ds’ bezieht. Ich bekomme so eine Summe 
von Theilintegralen: 


NTL (528 oie, 4 08 po 
ae Ht a FE y dss ar AL. y ASE 

7 )  - 

whee > sf 0 (&) Ome ds; + 0(&’) on ds: 


i od pte, 
+ i On Tey d6s. 











Ne 


so 
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Nun ist aber 


re. tc argte 
Tt = yd =2 dst = — “dng " dss, 


so dass wir erhalten 


ZasG (an, ds; + 2 ant ast) FF) 
+ Def Oe) - 06) SE ax 
+>’ aa f 3m On: 9 dds. 


Hierin setze ich wieder fiir 6 den Werth G — G’, und bedenke, dass 
i’ lings der Curvenpaare s und s’ den Gleichungen 


GE)=—G®), FF as— — Fe as 


geniigt, und ich bekomme also fiir 0 schliesslich folgende Summe von 
Integralen : 


arts . 
80 - 0%) = DA f (ae) - ee) Bas 
oG dsy et, m 
+ Beste pe. a re, dss 
17 
Z:IG-3 =) ee doy. 


Als Punkt § kann man die gemeinsame Unstetigkeitsstelle der 
beiden Functionen G und G’ wihlen; da hier G — G’ verschwindet, 
stellt die Integralsumme dann 0(€) selbst dar. 


Der Unstetigkeitspunkt » von ‘= fillt aus dem Integral heraus, 





; r) , 
weil ge dsz, um die ganze Begrenzung von Z herum erstreckt, ver- 
§ 


schwindet. 
Die Aufgabe ist also jetzt die, fiir die — Bestandtheile 

» dst » 

unter den Integralzeichen, also fiir G(&’) — Ge), _* 4 Ta? -, 
@ aG aa’ 


mz? Omg? re ms der Curven- 


reso 
5 lings der Curven s, und fiir 
OM: 


stiicke 6 obere Grenzen des edecleinn Werthes absuschitsen. 
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§ 4. 


Abschitzung von G, G’, fT im Innern ihrer Bereiche. 


Um die zu Ende des vorigen Paragraphen niiher bezeichnete Auf- 
gabe lésen zu kénnen, ist es vor allen Dingen nothwendig, fiir G, G’, [ 
selbst lings irgend welcher die Unstetigkeitspunkte vermeidenden 
Curven endliche obere Grenzen des absoluten Werthes angeben zu 
kénnen. 

Fiir G und G’ brauchen wir uns zu dem Zwecke nur auf das 
Schwarz’sche Grenzverfahren zu berufen, mit Hiilfe dessen man die 
Funetion iiberhaupt construirt. 

Es sei jetzt s die Begrenzung des Bereiches S bezw. S’. s, sei 
ein mdglichst grosser, aber noch ganz im Bereich gelegener Kreis 
mit dem Unstetigkeitspunkt von G als Centrum, r, sei sein Radius; 


* os ° : > 2% . 1 ° 
s, sei ein kleinerer concentrischer Kreis, dessen Radius r, < 3 72 sein 


soll. Mit S, werde das zwischen s und s, gelegene mehrfach zusam- 
menhiingende Gebiet bezeichnet, mit S, das Innere des Kreises s,, 
mit S, das den Gebieten S, und S, gemeinsame von s, und s, begrenzte 
kreisringférmige Gebiet. 

Man construirt nun zuerst ein Potential «,, welches in S, holo- 
morph ist, lings s die automorphen Grenzbedingungen befriedigt und 


: cos (@ — mo) . . * 
lings s, die Werthe se (9 — 98 besitzt. Die Werthe von «, lings s, 
. 1 
heissen w,”. 
Dann bildet man ein in 8, holomorphes Potential w,, das liings s, 


: ” cos {p — : - 

die Werthe w,” — — . #0) hat; die Werthe desselben liings s, sollen 
2 

u, heissen. 


Darauf stellt man ein in s, holomorphes Potential w, her, lings 
s den automorphen Grenzbedingungen geniigend, lings s, in Ueber- 
COs (P—Mo) | 
vr, 


einstimmung mit wu, + Seine Werthe liings s, heissen w,”. 


wu, ist dann wieder ein in S, holomorphes Potential mit den 
” COS (P—Mo) ys 
Werthen 1,” — ~ v oe’ lings s, u. s. w. 
2 
Das gesuchte Potential G ist dann im Gebiete S, durch die Reihe 


G =u, + (4, —%m) + (4,4) + ---, 


im Gebiet S, durch 
cos (q — Mo) ’ 
G = on + uy + (,— ty) + (tg —,) + +>, 


im Gebiet S, und auf den Linien s,, s, dureh beide Reihen zugleich 
gegeben. 








y= 


d 


. 
ry 


1e 


th 
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Die einzelnen Terme z. B. der ersten Reihe geniigen — wie man 


des Genaueren bei Schwarz, Ges, Abh. II, 8. 168 ff. nachlesen mag — 


lings s, den Ungleichungen: 
IMIS 
| #3’ — | < (+ *. : at 
IH, — 41 < (E+ 7). ), 


“de ’ 1 1 2r, \8 
| ty’ — U5"| < (7 + 7) ' (= “ys 








so dass also lings der Kreislinie s, 
IG <F+(F +f + ea) +(—) +--4 


ist. Da hierin r, < 5%) folglich ~~ <= ist, so ist die Reihe 
summirbar und es ergiebt sich 

' 27,2 — ry % + 72? 

Fl < “alte = 84 
Dieselbe obere Grenze fiir |G|, wie liings s,, gilt a fortiori fiir alle 
ausserhalb s, liegenden Punkte des Bereichs S. Fiir einen Punkt, 
oder eine Curve, die sich dem Unstetigkeitspunkt von G@ auf eine 
Entfernung » < r, nahert, ist |G| immer noch kleiner als der kleinere 
der beiden Werthe: 
1 2(r, +7) 27+ 12) 2r 
rtm an? rt ain —an) AF 
Genau ebenso, wie fiir |G@|, findet man eine obere Grenze fiir |G’) 
in einem vom Unstetigkeitspunkt verschiedenen Punkte des Bereichs S’. 

Um jedoch Ff abzuschiitzen, denke ich mir nach dem Schwarz’schen 

Verfahren zuerst nicht [ selbst hergestellt, sondern ein Potential, 
welches zwar denselben Randbedingungen wie [ geniigt, im Innern 


aber nur an einer Stelle € in der Art unstetig wird wie on fo — 9). 


Dieses Potential heisse ré,. 
Dasselbe lisst sich genau in derselben Weise abschiitzen, wie 
Gund G’, f° selbst gewinnt man aus ri, durch Integration : 


rze afi _— rie ) dss, 


wobei ds: das Element irgend eines von 9 bis § ganz im Innern 


Mathematische Annalen. XLVI. 14 
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des Bereichs verlaufenden Weges, @ die Richtung dieses Elementes 
bezeichnet. 

Man kann daher leicht, — was ich nicht niher ausfiihren will, — 
eine obere Grenze fiir den Werth von ree abschiatzen, wenn &, » 
irgendwie fest im Innern des Bereichs he sind und €, & in 
angebbaren Entfernungen von den Ponkten —, 7 bleiben. 

Da nun immer i = 74 ist, so ist damit zugleich eine obere 
Grenze fiir |r 





als Penction von § und y gefunden, wenn man €, €, 
vorgegeben sein liisst und &, 9 in endlicher Entfernung von §, & 
variirt, z. B. wenn man €, €, 9 im Innern des Bereichs festhilt und 
& lings des Randes bewegt. 


Abschatzung von G(&°) — G(é). 


In den Integralen 


t, 
f (4(’) — @®) ae dsg, 


oG OG ds: +e 
J +k? Tey dss 


bedentet € einen auf einer Randcurve s des Bereiches X, also auch 
auf dem Rande von S’ gelegenen Punkt, §’ den ihm zugeordneten 
auf der Randcurve s’ gelegenen Punkt; dsg ist ein an der Stelle & 
gelegenes Randelement, ds¢ das entsprechende Randelement an der 
Stelle &’; @mn¢z bedeutet eine Differentiation normal zum Randelement 
dsg, @nz eine solche normal zu ds, beidemal nach aussen gerichtet. 

Fiir G ist § bezw. &° jetzt laufende Variable, wihrend die irgend- 
wo im Innern festliegende Unstetigkeitsstelle von G mit & bezeichnet ist. 

Da G@ an solchen Stellen der £-Ebene, welch® in Bezug auf das 
Bereichnetz S identisch sind, genau? dieselben Werthe besitzt, so kann 
man in den Integralen die Punkte und Elemente &’ und ds; durch 
irgend welche beziiglich S mit ihnen identische Punkte und Elemente 
ersetzen, z. B. durch diejenigen Punkte und Elemente, welche nach § 1 
den Punkten und Elementen &, ds¢ unendlich benachbart sind. Diese 
Ersetzung denken wir uns im Folgenden immer vorgenommen. 

Ich beweise hiernach zuerst folgende beiden Siitze: 

Fiir jeden Randpunkt &, der sich in angebbarer nicht wnendlich 
kleiner Entfernung von der niichsten im selben Blatt gelegenen Bereich- 
ecke befindet, lisst sich eine endliche Grisse g angeben, von der Art, 
dass die Ungleichung besteht: 


|G(S) — G(8)| < eg. 
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Kine Ungleichung derselben Art gilt a fortiori in der Umgebung 
einer Ecke mit der Amplitude 4,2” = (A,+iA,)2a, — ich will die 
Amplitude der Substitution, welche in der Ecke ihren einen Fixpunkt 
hat, kurz Amplitude der Ecke nennen —, wenn 4, < 1 ist. 

2) In der Umgebung einer Ecke « des Bereichs S mit der Amplitude 
A.2a = (A,+7%A,)2m liisst sich eine endliche Grosse g angeben, von 
der Bedeutung, dass 


x a gal 
Ge’) — GE)|< eet" ig 


ist, unter @ die Entfernung von der Ecke « verstanden. 

Der Beweis dieser beiden Siitze ist ganz analog dem Beweis der 
entsprechenden Siitze des symmetrischen Falls, den ich im ersten Theil 
(Math. Ann. Bd. 45, S. 491—512) ausfiihrlich discutirt habe; ich kann 
mich daher jetzt kiirzer fassen, und ich will nur als Beispiel fiir die 
Beweismethode auf den Beweis des Satzes 2) fiir nichtparabolische 
Keken etwas niher eingehen. 

Sei a@ die betreffende Ecke des Bereichs S, 6 sei der andere 
Fixpunkt der zugehérigen Substitution, 4.22” — (A, -+iA,)2m ihre 
Amplitude, absolut bestimmt, so dass 4,.22 die Winkelsumme des 
Cyklus ist. A, ist also eine wesentlich positive Grésse 


Es werde 
1 
r 


Gp) - 2-0 


gesetzt, so dass r = const. eine Loxodrome, eine Bahneurve der Trans- 
formation ist. 

Nun sei 7, ein endlicher Werth von der Kigenschaft, dass die 
Loxodrome r = 7, von dem Bereich S nur die eine Ecke « abschneidet, 
und dass weder auf ihr, noch zwischen ihr und der Ecke «@ im Bereich- 
netz ein Unstetigkeitspunkt der Function G liegt. Dann kann man 
fiir |G| lings dieser Loxodrome nach dem vorigen Paragraphen eine 
obere Grenze M abschiitzen. 

G gestattet eine Entwicklung 

G=R(Q+4Z24+%2 +¢,2>+---), 
oder, wenn ich 
Cy = ay + tb, 
setze: 
+ a,r cos p + a,r* cos 2p +--- 
G = a P = 
— br sin » — b,r? sin 29 — --- 
Hierbei ist 


a| <M, |a <<, [bo] <=, (v= 1,2,3,...), 
0 0 


14* 
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folglich fiir »> 1: 
M.2V3 


Vy 


la|< 


Der nach irgend einer Richtung ¢ der -Ebene genommene Dif- 


ist seinem absoluten Werthe nach 


ferentialquotient “s 


‘ ‘ 2 , [az 
Sle, + 26,2 + 3e,2?+---|- | ae , 
Hierin ist 
le, + 26,2 + 36,27 +4+---|< M.2yV2 ar 

a _ «—8 poe ae 

dg — A(g—6) S—« 
Hieraus geht hervor, wenn man sich nur auf eine hinreichend kleine 
endliche Umgebung der Ecke, z. B. r<iny beschrinkt, dass dann 
in dem ganzen Gebiet 


> 
Tel <5'9» (@=|6—al), 
also 


ist, unter g,, g. angebbare endliche Gréssen verstanden. 
Um nun noch r als Function von @ abzuschiitzen, setze ich 
os =@-ce, 
e und w liegen hierbei in der ganzen in Betracht kommenden Um- 
gebung von @ innerhalb angebbarer endlicher Grenzen. 
Ks ist dann 


a, loge+ aw 


a 
aid, ee 
> .— gf ‘ 2 a? +42 i 3 
r= |(é ) gt th, Wta 


? 


folglich 


und also 


4, 
0G) ea! 
i a 


Mit Hiilfe dieses Resultates findet man eine obere Grenze fiir 
|G(&’) — G@(&)| in folgender Weise: 

Ich verbinde die beiden unendlich benachbarten Punkte — und &' 
durch ein Curvenstiick ¢, etwa durch eine gerade Linie; dann ist 


y bG 
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Hierin ist | unterhalb der oben angegebenen Grenze gelegen. 
Ks ist noch die Linge des Integrationsweges ¢ abzuschiitzen. Nach 
§ 1 ist 
é —£ =... 


™ i—e? 


wo p,q ihrem absoluten Werthe nach unterhalb angebbarer endlicher 


° ° |; 1 ° 
Grenzen liegen. Setze ich nun nur « < | voraus, so wird 
1<@| 


E°— E| < é|2p|, 
und also 


a, 
iaae7! 
G(s") — G(&)| < &+ 9" “ ‘DiI29s 2P), 


womit meine Behauptung bewiesen ist. 

Fiir parabolische Ecken bleibt der Satz ebenso richtig, wenn auch 
der Beweis etwas modificirt werden muss, ihnlich wie im symmetrischen 
Falle, worauf ich hier nicht niher eingehe. 


§ 6. 
. 0G dG ds: 
Abschatzung von — + . 
Fiir die Abschitzung von 
eG eG ds 


Se i > 
ONs Ons dss 
> Ss s 


haben wir nicht nur den Unterschied der Argumente § und §’, sondern 
auch den Unterschied in den Differentiationsrichtungen dng und dn: 
und in den Liingen der Elemente dsg und ds¢ zu beachten. 

Nach § 1 ist 


eg ep , ee, : 
~ tfeqg? d&  (i+eq)? 


Ss 
i 
wo 


Ich setze 


& = &, + 7&,, &° == &' + v&,', 
= 
S 


=ce.ds:, dé’ =e. ds, 


so dass « und @’ die Richtungswinkel der Elemente ds;, ds; sind. 
Ferner schreibe ich zur Abkiirzung 


6G(é)_ a OG(S’) __ ay gg? 
0g; = G;,(&), 08, = G(s), 
G 0G (&’) 1 /¢? 
WP= 0.0, YP 0.8). 


Dann ist 
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in — G,(&) sina + G,(§) cosa, 


G al , . , a] , ’ 
oa + G, (&’) sin «’ — G,(§’) cos a’, 


Suet but deg (GiB) — 4) sin « — (4,18) — Gy (8) €08 
4 (3 ) (@, &) sin « — @,(') cos a) 


ds’. 
+ (sin «’ — sin a) G,(8’) 5- 





rn as 
— (cos a’ — cos a) G,(§") Pe . 


Ich setze nun, wie schon zu Ende des vorigen Paragraphen, um 


, . 1 
mit bestimmten Vorstellungen zu rechnen, voraus, dass ¢ < Za 


26 





sei, 
| 


. . > : : : i . 
was ich gewiss darf, da ja |q| eine endliche obere, | also eine von 


24 
0 verschiedene untere Grenze besitzt. Miri ich g = q' + iq’, so ist 


dann é zugleich auch <|5 i und <| Fre ih Ich behaupte, dass unter 
der eben gemachten Voraussetzung iiber die Kleinheit von ¢ 





ds. 1 | : 
rae : | 
ds: | < é\0q ? 
lsin a’ — sina! < €|8q" | 
i™ | q |? 
cos a’ —- cos a| < e|8q"| 
ist. 
Es ist namlich erstens 
ds; 1 


ds, |t+eq{*? 
folglich 
1 ds: 1 


(iF eq) => dsy= (1 elq |)?’ 
1—e\2a\f2Q)+3Q) 4-4 < Ge <tte2ul2Q+3@'+--4, 
1 — 2 |6q) < fe <1 + 6/641, 


womit die erste Behauptung bewiesen ist. 


Was die folgenden Ungleichungen betrifft, so gehe ich davon 
aus, dass 
dé’ ds: 1 
eile’ —a) —— 


dg ~ qa, (i + eq)? 








n 
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ist. Setze ich g = q' + iq”, so folgt hieraus 


(1 + eg’) + ieg’: PV aio — —* _ isin “= = 3 


to * = —=-— — 








* 3 are 
— | : |. 
la’ — a| 2 t= foci JM e|2q' if 
' < 2 I+eq’ 
gg 
und =| ist: 
1=% | 


\a’ — a| < €|4q”! 
Ferner ist 


|sin a’ — sin a| < |a’—a| + 5\a' — a|*, 


wie 


|cos @’ — cosa < la — 5 |e’ — al?, 
folglich 
|sin @’ — sin «| < « |4q"|(1 + €|29”"!) 
jcos a’ — cosa! < é |4q”| (1 + €|/2q”.), 


Daée< Fra ist, so ist in der That die rechte Seite jeder dieser 
beiden Ungieichungen < « |8qg”|, wie oben behauptet. 
: . eG eG dst 
Es sind nun in dem Ausdruck fiir = in de * obere Grenzen 
Ne * Ons dss 
fiir G,(&’), G,(&’), sowie fiir G,(&’)— G,(&) und G,(&’) — G,(§) zu 
finden, 

G, (&’) und G,(§’) sind nur specielle Fille des im vorigen Para- 
graphen bereits abgeschiitzten a. Wir wissen also: 

G, (&°) und G, (&’) besitzen fiir Punkte, die sich in angebbarer nicht 
verschwindender Entfernung von der niichsten im selben Blatt gelegenen 
Ecke befinden, eine endliche obere Grenze g ihres absoluten Werthes. 

In der Umgebung einer Ecke mit der Amplitude 4.2x = (A, +i,)2a 
besitzen G,(&"), G,(&’) eine angebbare obere Grenze von der Gestalt 


Ay 
EE ae 
Q” +4 _* 
. Yee . - dst . , . | , 
Diese Siitze mit den fiir ie 1, |sine’—sina|, |cos a — cos a| 
ds: 
Ss 
gefundenen zusammen fiihren zu folgendem Ergebuiss: 


oG OG ds. 
Die drei letzten Zeilen in dem Ausdruck fiir img ob ini, doy * besitaen 


dem absoluten Werthe nach fiir jeden nicht in der heen + Ecke 
liegenden Randpunkt & eine angebbare obere Grenze von der Form 


é9, 
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in der Umgebung einer Ecke mit der Amplitude (A,-+-i4,) 2a eine obere 
Grenze von der Gestalt 
>. A, 
Fos i ee 
Fe of ve g. 
Es kommt also jetzt nur noch darauf an, eine obere Grenze fir 
die absoluten Werthe von G, (&’) — G,(&) und von G,(&’) — G,(&) 
abzuschitzen. 
Bedeutet H die zu G conjugirte Potentialfunction, G + iH also 
die schon auf S. 211 benutzte Reihe: 


G+ imag teZ+aZ+q2+--, |o|< 224% w>4, 
Ps 
so ist G,(€) der reelle Theil, G,(€) der mit ¢ behaftete Theil, negativ 
genommen, der Function 
a(iG+it ‘ ‘ ° 1Z 
te ) = (ce, + 2¢,2+3¢,2Z? +--+) ag ‘ 

Hierin ist, wenn es sich um einen gewodhulichen Randpunkt & 
handelt, Z = € — § zu setzen, wenn es sich um die Umgebung einer 
Ecke @ handelt 

1 
—-. 
ee 

Der Differentialquotient von G,(€) sowohl, wie der von G,(§) 
nach irgend einer beliebigen Richtung ¢ der €-Ebene ist daher dem 
absoluten Werthe nach héchstens gleich 


ae | [2-1 ¢, + 3-2-64.Z2 + 4-3-¢,Z2?9+.-.-| dz}? 
ag 4 
+ |e + 2_Z4+ 3,2? +--+ ||FeI- 


Daraus folgt, indem man Z = ¢ — & setzt, fiir die Umgebung eines 
gewohnlichen Kandpunktes, dass 
lakes | OG, 
at |) |or | <I 
also 
1G, (8) — G,(8)| < ey, 
|G,(’) — G@,(§)| < eg 
ist, unter g,,g angebbare endliche Gréssen verstanden. 
In der Umgebung einer Ecke ist 


1 


Pn : 
7 _ : 8) = ree? : 
5-8 
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eds a8 
| dé | < @? “N» 
|\@Z| Ur 
\da@| <a 9") 
4, 
r< oe t* 
und folglich 
a, , 
oG, eG faa 
Se |> [Gel <e Wo 


und hiernach 
a 


2 q—2 
GB) — Gl <e.g*t* og, 

Ay — 
|G, ( §’) G.(&)| < é: ” sae! -g- 


Das Gesammtresultat der Betrachtungen dieses Paragraphen ist 
also folgendes: 


Fiir jeden Randpunkt &, der in nicht verschwindender angebbarer 
Entfernung von den Ecken liegt, lisst sich eine endliche Grésse g finden 
von der Art, dass 


oG ds: 
sm + Bay ds, < 69 


ist, fiir jeden in der Umgebung einer Ecke « des Bereiches S mit einer 
Substitution von der Amplitude (A, + id,)2a in der Entfernung @ von 
derselben gelegenen Punkt & dagegen liisst sich eine endliche Grosse g 
angeben, so dass 
a 

\0G 0G ds: waa? 

Om, int Ja,| < oe ‘9 
ist. 

Auf die Besonderheiten, welche sich bei dem Beweise dieses Satzes 
fiir die Umgebung parabolischer Ecken einstellen, will ich hier der 
Kiirze halber nicht eingehen. 

Ich will nur noch kurz hinzufiigen, was tiber die Werthe von 
is und ce ; in den auf die Bogenstiicke 6 beziiglichen Integralen zu 
sagen ist. 


Langs eines solchen Bogenstiickes ist, wie wir jetzt wissen, 


*) Wenn man 4 21 voraussetzt; der Fall einer parabolischen Ecke mit 


4=1 erheischt andere Formeln, doch das Resultat bleibt dasselbe, wie im all- 
gemeinen Fall. 
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4, 
0G i+? 
an < @ 9, 
resp. 
P ? 
og +a? , 
On; < 9 I ’ 


unter g die Entfernung von der Ecke « des Bereichs S, unter 9 die- 
jenige von der Ecke a’ des Bereichs S’ verstanden. 

Nun besitzt @ sowohl wie 9’ lings o eine mit ¢ in der ersten 
Ordnung verschwindende angebbare obere sowohl als untere Grenze; 
‘jndem man die erste oder die zweite einsetzt, je nachdem der Exponent 
positiv oder negativ ist, bekommt man 


A 
aG yap? 
an, < é -I) 
n , 4, 
aG s 


i a 


§ 7. 

. or 
Abschiitzung von fT und —- 

Da sich fiir die Werthe von re als Function von § lings irgend einer 
die beiden Punkte € und §, vermeidenden Curve eine obere Grenze 
des absoluten Werthes angeben lisst, so kann man auch [> und 
ort ° 
ore, a 
‘ a fiir Randpunkte € dem absoluten Werthe nach abschiitzen. Hs 
ergeben sich so ohne Weiteres die Siitze: 

1) Léings des ganzen Randes von &, sowohl liings der Stiicke s, 
wie lings der Stiicke @ lisst sich eine endliche Grosse g angeben, derart, 
dass iiberall 

oo. | 
L rs <9 
ist. 

2) Fiir jeden in angebbarer nicht unendlich kleiner Entfernung von 
der niichsten Ecke liegenden Randpunkt §& lidsst sich eine endliche Grisse 
g angeben, so dass 


ist. 
Es bleibt also nur noch iibrig, auch fiir diejenigen Punkte & der 
Randeurven s, welche in der Umgebung von Ecken liegen, eine obere 


a 
Grenze fiir cae zu finden. 
s 
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Wenn die Ecke a’ des Bereichs S’ einem Cyklus angehért, so 
ergeben die Ecken des Cyklus, wenn man sie alle vermittelst der 
geeigneten Substitutionen an die Ecke @’ iibertrigt, dort zusammen 
einen Winkelraum, dessen Schenkelcurven s und s’ durch die zur Ecke 
gehérige Substitution von der Amplitude A4’2a = (A, + id,') 2x 
zusammengehoren. 

Fiihrt man ebendieselbe Uebertragung bei dem Bereich 2 aus, 
so erhalt man denselben Winkelraum mit derselben Zuordnung der 
Schenkel, nur dass der Scheitel des Winkels durch eine sehr enge 
Loxodrome abgestutzt ist, welche vom Punkte «@’ eine mit ¢ in an- 
gebbarer Weise in der ersten Ordnung verschwindende Minimal- sowohl, 
wie Maximalentfernung besitzt. 

Die Function 


2=(— ) “nem 
bildet diesen abgestutzten Winkelraum derart auf das Aeussere eines 
verschwindend kleinen Kreises ab, dass die abstutzende Loxodrome 6 
genau durch die volle Peripherie des kleinen Kreises wiedergegeben 
wird, und dass die beiden Schenkelcurven s, s’ mit ibren entsprechen- 
den Punkten in der =-Ebene sich genau als die Ufer eines von dem 
kleinen Kreis nach aussen verlaufenden Einschnittes zusammenfiigen. 

Der Radius des kleinen Kreises, welcher aus der Loxodrome 6 
— heisse 7,3; 7, verschwindet mit « stetig in der Ordnung 


ie 4 rc mit angebbarem Coefficienten. 
1 


- muss nun, da es liings s und s automorphe Grenzbedingungen 
befriedigt, eine Entwicklung folgender Art gestatten: 


= W(-+ fexd?@+e,57%7+a+¢,E+¢, =? +--++ clog =), 
oder, wenn ich c, = a, + ib, schreibe: 


ro ‘+++ a_grcos2p+a ir cosp+a,+a,rcosp+a,r* cosy + - 


pe ge taeda —b,rsing —b,r? pel 
+alogr—bo. 
. : er ae 
Dabei muss wegen (S) = 0 


Sr, 
a,=a,:r?”", b,=—br?", a=—0 


und wegen der automorphen Randbedingungen b = 0 sein. 

Bedeutet r = 7,, wie in §5, eine Loxodrome, welche von dem 
Bereich die Ecke sammt einer endlichen Umgebung, doch ohne eine 
weitere Ecke und ohne einen Unstetigkeitspunkt ¢ oder €, der Func- 
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tion rt abschneidet, und bedeutet F die Werthe von f als Function 
von § lings dieser Curve, so ist 


ai 
> 
, 1 fz 
oe are tan t= f Teos vg .dg, 
a 0 
a, = | T.dg, 2 
. 
0 1 a 
— bry” + br’ = tf sin vp .dg. 
0 
Hieraus folgen die Ungleichungen: 
, 2M 1 2M 
| dy |, | Oy | ey i Se 
r,” r 2y ry” 
) 1+(2) 0 
To 
|| < M, 2M »M 
\d—v\) \b »| < os 7 ton \ 39 < — r?”, 
a 
Ty 
und hieraus fiir v > 1: 
M.2V2 mes _., 
lo|< - ? lC_»y|< ,” ir « 
° 0 


Nun ist, unter @é eine Differentiation in irgend einer beliebigen 
Richtung verstanden: 


. 2c_s= s—1 9.2 LE 
a | <|e-- — 2e-gS-§ — eye? +e, +2eq=5+---|- a | 
‘ij d= | > 4 * se . 
Fir ‘ z | findet man, wie friiher, eine obere Grenze 
4= Mao? 
d= At $H? 
dé <9 °9I; 


unter g’ den Abstand von der Ecke «’ verstanden, und wenn man 
dies , sowie die fiir ¢,, c_, angegebenen Ungleichungen benutzt, wird 


cr ay 
a 


r le ar. 
or) < Meg 2 V2 +t Ete Eb) gH 


—1 


M.g .2V2 1 a) ’ aie I 
Yr (1 +- ") rez ra ny 


Da fiir das ganze in Betracht kommende Gebiet r >r, ist, so kann 
ich auch schreiben 


ee (Mor 


Ich kann nun gewiss ¢ so klein annehmen, dass 7,, welches ja 








de 
Si 


s 
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mit ¢ stetig verschwindet, < + ¥ ist. Beschriinke ich mich iiberdies 
nur auf die jedenfalls endliche Umgebung der Ecke, welche durch 
n<srs 5 vy reprasentirt ist, so wird der Klammerausdruck < 8, und 


man bekommt 


a a! 
ar M.g.16V2 aaa! 
| aaa pte juni 


womit wir schliesslich den Satz gewonnen haben: 

In der Nihe einer Ecke «' mit der Amplitude 1’ 2a—=(A,'+i4,')2a 
des Bereichs S’ d. h. liings der Curven 6 und in ihrer Nachbarschaft liisst 
sich immer eine endliche Grisse g angeben von der Art, dass 


| arto] a ae 
ee! . pint 
| Omg | 


ist, unter @ die Entfernung des Punktes & von der Ecke des Bereichs 
S’ verstanden. 


§ 8. 
Abschitzung des Integrals. 


Wir haben jetzt alle Mittel zusammen, um das auf Seite 207 auf- 
gestellte Integral fiir 0(€) abschiitzen 2u kénnen. 


Wir theilen das Gesammtintegral in eine Summe einzelner Theil- 


integrale 
= 0, +0,+0,+-+-+96, 


so dass der Integrationsweg fiir 0, alle solchen Randpunkte umfasst, 
welche weiter als in einer gewissen endlichen, wenn auch beliebig 
kleinen Entfernung von den Ecken liegen, wihrend 0,, 0,,... 0, 
immer nur die Umgebung je einer einzelnen Ecke umfassen, 


Im Integral 6,, welches keine auf die Curvenstiicke 6 beziiglichen 
Elemente enthilt, ist nach den Ergebnissen der Paragraphen 5—7 
der Integrand seinem absoluten Werthe nach durchweg < eg, unter g 
eine angebbare endliche Grésse verstanden. Da man auch die Linge 
des Integrationsweges als endlich voraussetzen kann — denn ein 
Hindurchziehen der Begrenzung von S durch oo kann man immer, sei 
es durch erlaubte Abinderung, sei es durch eine lineare Transforma- 
tion vermeiden — so ist damit der Satz bewiesen: 


Es liisst sich stets eine endliche Grosse g, angeben, so dass 


: |9a| << &9o 
ist. 








222 Ernst Rrrrer. 


Nunmehr betrachten wir genauer den Theil des Integrals 4, 
welcher sich auf die Umgebung einer einzelnen Ecke bezieht, z. B. 
das Integral @,. 

Die Begrenzung von ZX in der Umgebung der Ecke «@, besteht 
aus einem kleinen Curvenstiick o, dessen Linge mit ¢ in der ersten 
Ordnung verschwindet, und aus zwei seitlichen Curven s, s’ von end- 
licher Liinge, von denen beide oder eine oder auch keine die Be- 
nennung s (die anderen s’) tragen. 

Achten wir zuerst auf denjenigen Theil des Integrals 6,, der sich 
auf das unendlich kleine Curvenstiick o bezieht! 

Hier ist nach § 6 


A ay’ 





ayy = ane 2 a_i 
0G a? +42 6G Ata, , 
an; = Ny omg SF “Me 
rt, 
re <2 
und also, da 
6 < £9; 
ist, 
A 
1 "eG «tt FPA 1 Ge Is 
i aun 550 dés| < a xa 3 
ize ng! én d | =9 2x ’ 
G - 
1 OG -th 2 | A2+as? 91 929s 
sad tate ies) <é “ln 


Liings der Curven s, falls solehe von der Ecke iiberhaupt auslaufen, 

ist, unter g die Entfernung von der Ecke a, des Bereichs S, unter 
@ die Entfernung von der Ecke a,’ des Bereichs S’ verstanden: 

a a 

We = 3 -! 0G eG dst} 

9G) —G@i<e—e™** 5. | +5" 


i <2 a ee * gy 
7 pe Be a 2) 
On: © ONE ds. | 
ore a, 
argh , mo | - | 
gy + a2 ay? batts , 
= | 2 *. it. | < & 
One | << Ix \ ey | S G2» 





folglich 





Ns 
s 


| eam an ’ | ° a 
| oG oG “*) -* id ok hte 
ew al € $ So "i NG . AP+ay : 
22 J (5 On: ds: re, dss | < ax °° @ ds. 
e j 


Wir miissen nun behufs Abschiitzung dieser Integrale g, 9’, ds in 
Beziehung zu einander setzen. 

Die Curven s sind noch in hohem Grade willkiirlich , da wir sie 
innerhalb weiter Grenzen beliebig verzerren diirfen, wenn wir nur 


| 1 , arse : Ins : wee? 2 yan 
— (G(s G(é)) re L ds:| < =e" <7 as, 














oc 


_— ee es A 





n, 
er 


s 


sie 
ur 
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auch die Curven s’ in ewtsprechender Weise verzerren. Wir kénnen 
z. B. unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Curven s 
innerhalb der ganzen fiir 8, in Betracht kommenden Umgebung der 
Ecken «,, @, geradlinig genau auf den Punkt a,’ zustreben, so dass 
man geradezu 


Qo =s 
setzen kann. 

Es sei nun ¢g, die Entfernung der Punkte a, und a,’, welche ja 
mit ¢ mindestens in der ersten Ordnung verschwindet. 

Man kann dann die Abstutzungscurve 6 unbeschadet der Forderung, 
dass sie mit ¢ in der ersten Ordnung verschwinde, jedenfalls so weit 
wiihlen, dass sie sich der Ecke a,’ des Bereichs S’ héchstens bis auf 
die Entfernung 2. ¢@, niihert, so dass also 

S=@ > 2eQ, 
bleibt. Dann ist auch lings des ganzen Integrationsweges: 


58<e — F< 0 <o +8m <Ss. 


In unsere Integrale werden wir also jetzt unbeschadet der Richtig- 
keit der angegebenen Ungleichungen statt g den Buchstaben s und 
statt @ entweder 58 oder Ss einfiihren kénnen, je nachdem der Ex- 
ponent von @ in dem betreffenden Integral negativ oder positiv ist. 
Ausserdem kann ich die Integration, auch wenn der kleinste Werth 
von s groésser als 2¢@, sein sollte, doch von 2¢@g, an erstrecken, da 
hierdurch nur positive Elemente zu den Integralen hinzukommen, 
welche die Ungleichungen nicht stéren. Ist s, der grésste Werth 
von s, eine jedenfalls angebbare endliche Grosse, so gehen mithin die 
rechten Seiten unserer Ungleichungen in jedem Fall in Ausdriicke 


folgender Art iiber: 
8 
ete 4 
2 at 73 a7 2 
ge f ote 4, ?+-4,? ds, 
e 


#.2Q 


& 
: a, 


ete 


g'-é ds. 


&.205 


Fiir die Ausfiihrung der Integration sind drei Fille zu unter- 
scheiden: 


a 
) ate et arg + tas I, 


¢ a a ay 
2) ae+ a? = 1, +a + Ay? + ag? >i, 


ay ay ay id 
) aa saa tapaa os 














224 Ernst Rrrrer. 


Im Falle 1) erhailt man Ausdriicke der Gestalt: 


A, 4 


42+a? * a,'2+4,? 
NE+AG-é - ties ? 
i 
. + at +ae 
gy e+ gy’ t™, 


im Falle 2): 
oe a 
1 +9,:** Al *+h : 
, , 1 
9, &+ gy & log =? 
im Falle 3): 
1 
Ke + Glog =, 
ilies 
net get, 
Die beiden Ausdriicke hat man jedesmal zu addiren und noch die 
von dem Curvenstiick o herriihrenden ——— 
4, 
9s ° ght 7. 93 ‘ gtk aaa 
hinzuzufiigen. Man findet so Summen cael Art: 
a = 
Vet ge th + gyi ao ge th EM, 
a, 
1 re -_ 1+ 77947, 
2) Net geé log = + gs. & +h + 9I,°8 ileiualt” 
= - 
3) etge et 4 gy th 4g. 8 log +. 


Man sieht, dass in jedem der drei Fille 0, mit ¢ stetig ver- 
schwindet, da ja der Fall eines hyperbolischen Zipfels, in dem allein 
a ie verschwinden kéunte, ausgeschlossen wird. 

Die Ordnung des Verschwindens von 9, wird durch den kleinsten 
der Exponenten von ¢ in obigen Ausdriicken gegeben, wobei die Ord- 





nung von é log + immer niedriger als 1, aber hdher als jeder echte 

- , ah a ay 
Bruch zu zihlen ist. Beriicksichtigt man, dass Pap und ep? 
nur beliebig wenig von einander verschieden sind, so ergeben sich 
folgende drei Fiille als méglich: 








a ' 
a) ie ig > 1: 0, | < eg; a 
a | 1 rm a 
b) ith ie =1: |0,|<elog--g oder < fee" .g, 


je nachdem >1 oder < 1 ist: 





rar = 
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—_ ay’ 

) artis < Ja) < et. g oder < eth". g, 
j A, ay Ay ‘ 
je nachdem i?4 1,2 = iP tie oder < ii ag ist. 


Auf diese Weise kann man zu jedem der Bestandtheile 04, 0,, 0,,... dm 
von 0 die Ordnung des Verschwindens mit ¢ und eine obere Grenze 
fiir den absoluten Werth des Coefficienten des Verschwindens angeben. 
Die niedrigste Ordnung, die dabei herauskommt, ist die Ordnung 
von 0 selbst. 

Das Schlussresultat dieser ganzen Betrachtung ist daher folgendes: 

Wird ein Fundamentalbereich S um unendlich kleine Grissen von 
der Ordnung « abgetindert, so dndert sich ein Elementarpotential G¢, 
dessen Unstetigkeitsstelle § im Innern des Bereichs in angebbarer Ent- 
fernung vom Rande liegt und bei der Abdnderung sammt der Art des 
Unendlichwerdens festgehalten wird, in jedem im Innern des Bereichs 
in angebbarer Entfernung vom Rande gelegenen Punkte § wm weniger 


als eine kleine Grisse e* - g(ev. é log : . 9); worin w und g durch eine 

endliche Anzahl von Schritten abschiitzbare den Ungleichungen 
S<e<t, O<g<+n 

geniigende Zahlen sind. 


§ 9. 
Stetigkeit der automorphen Functionen. 


Von hier aus ist es nun ein Leichtes, die stetige Aenderung auch 
der automorphen Functionen bei Aenderung des Fundamentalbereichs 
zu beweisen. 

Zuerst kann man sofort die iiber die Lage der Punkte &, € ge- 
machten Kinschriinkungen, dass beide im Innern von S in an- 
gebbarer Entfernung vom Rande liegen sollten, als unwesentlich 
beseitigen. 

Liege niimlich € oder & auf dem Rande von S, aber nicht in un- 
mittelbarer Nihe einer Ecke, so bedenke man, dass ja der Rand des 
Fundamentalbereichs noch sehr willkiirlich ist, indem man jede Rand- 
curve innerhalb weiter Grenzen verzerren kann, wenn man nur mit 
der zugeordneten Randcurve die entsprechende Verzerrung vornimmt. 
Durch solche ,,erlaubte Abiinderung“ des Bereichs kann man immer 
bewirken, dass sowohl € wie § im Innern des Bereichs in angebbarer 
Entfernung vom Rande liegt. 

Liegt ferner € in unmittelbarer Niihe einer singuliiren Ecke des 
Bereichs S, so fiihrt das im 1. Theil S. 535 angegebene Verfahren 
ebenfalls zum Beweise der Stetigkeit von G¢ in einem solchen Punkte €. 


Mathematische Annalen, XLVI, 15 
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Nur der Unstetigkeitsstelle § muss man im Allgemeinen die Be- 
schriinkung auferlegen, iu endlicher angebbarer Entfernung von jeder 
Ecke zu bleiben, da man sonst die Definition von G noch etwas 
modificiren miisste. Fiir meine Zwecke ist dies aber nicht néthig, da 
ich — nicht in eine solche Ecke riicken zu lassen brauche. 

Ferner beweist man leicht aus dem automorphen Verhalten von 
Gé, wie im 1. Theil § 19, dass Gé auch in jedem Punkte € eines 
solechen Bereiches im Netz, den man von dem Ausgangsbereiche S aus 
mit Durchsetzung einer endlichen Anzahl von Bereichen erreicht, sich 
stetig aindert; nur mit Ausnahme der mit § congruenten Unstetigkeits- 
punkte von G:, in denen die Stetigkeit der Abinderung ungleich- 
missig wird. 

Ferner zeigt man, dass das zu G¢ conjugirte Potential H:, 
welches aus G durch eine Quadratur herzustellen ist, sich in jedem 
Punkte, der nicht mit € congruent ist, stetig findert, dass also auch 
das normirte Integral zweiter Gattung 


Yi = G¢ + iHe, 


sowie die Perioden desselben sich stetig aindern. 

Hieraus folgt wieder, dass die durch Integration aus Y¢ her- 
zustellenden normirten Integrale erster und dritter Gattung, sowie deren 
Perioden sich stetig aindern. 

Endlich kann man beliebig viele automorphe Functionen, sei es 
aus Integralen Y¢ allein, sei es aus diesen und aus Integralen erster 
Gattung, linear zusammensetzen, indem man nur die Zusammen- 
setzungscoefficienten bestimmten mit den Perioden gebildeten linearen 
Gleichungen unterwirft; da die Coefficienten dieser linearen Glei- 
chungen nach dem Bisherigen sich stetig findern, so kann man die 
ihnen zu unterwerfenden Zusammensetzungscoefficienten der auto- 
morphen Functionen, und also auch die automorphen Functionen selbst 
so einrichten, dass sie sich bei stetiger Abiinderung des Bereichs stetig 
abindern. 

Hat man dies erst fiir irgend zwei automorphe Functionen 2, y 
nachgewiesen, durch welche sich alle iibrigen rational ausdriicken, so 
ist dasselbe damit fiir das ganze System automorpher Functionen 
nachgewiesen. 

Auf die Beweise dieser Siitze brauche ich hier nicht nochmals 
einzugehen, da die Betrachtungen des 1. Theils § 19ff. sich fast ungeindert 
auf den vorliegenden allgemeinen Fall tibertragen. Ich will nur das 
Resultat noch einmal kurz zusammenstellen: 

Man kann die willkiirlichen Constanten in allen automorphen 
Functionen und Integralen eines Fundamentalbereichs S so einrichten, 
dass sich die F’unctionen und Integrale bei stetiger Abiinderung des 
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Bereichs in jedem Punkte €, der in angebbarer Entfernung von jedem 
Unstetigkeitspunkt der betreffenden Functionen liegt, stetig dndern. 

Damit habe ich das Ziel erreicht, welches ich mir in dieser Arbeit 
gesteckt hatte. In den nachsten Paragraphen will ich nur noch an- 
hangsweise einerseits auf den wichtigsten Specialfall, den der gewohn- 
lichen Riemann’schen Fliche, besonders eingehen, andererseits unter- 
suchen, was fiir Verhiiltnisse sich bei gewissen besonders hiiufig 
vorkommenden Ausartungen eines Fundamentalbereichs einstellen, ob 
bei einer solechen Ausartung des Bereichs das Functionensystem sich 
noch stetig aindert oder nicht. 


§ 10. 
Specialfall der geschlossenen Riemann’schen Flache. 


Die vorstehenden Betrachtungen finden wohl ihre wichtigste An- 
wendung auf die geschlossenen Riemann’schen Fliichen mit endlicher 
Zahl von Blattern und von Verzweigungspunkten. Hier heisst der Satz: 

Wenn man die Verzweigungspunkte einer Riemann’schen Fiche 
mit endlicher Zahl von Blittern und von Verzweigungspunkten con- 
tinuirlich wandern liisst, so dndern sich die zugehirigen algebraischen 
L’unctionen und Abel’schen Integrale jedenfalls so lange stetig, als nicht 
mehrere Verzweigungspunkte zusammenriicken. 

Der Beweis dieses Satzes ist zwar in dem Beweis des allgemeinen 
Satzes bereits enthalten; doch ist es der Miihe werth, zu sehen, wie 
sich hier die allgemeinen Methoden vereinfachen; auch kann man in 
Folge dieser Vereinfachungen weiter durchdringen, insbesondere kann 
man die Ordnung der Aenderung mit der Aenderung der Verzweigungs- 
punkte schirfer bestimmen, als es mir im allgemeinen Fall bisher 
mdglich gewesen ist. 

S midge die urspriingliche, S’ die abgeiinderte Fliiche sein. Irgend 
ein Verzweigungspunkt @ sei von dem entsprechenden Verzweigungs- 
punkt «’ der Flache S’ um nicht mehr als ¢, bestimmter gesagt, um 
2te (0 <t< ) entfernt. 

Den Vergleichsbereich 2 construire ich, indem ich immer um den 
Mittelpunkt der zwei Punkte «, a’ verbindenden Strecke 2#¢ als 
Centrum eine Kreislinie 6 vom Radius ¢ construire, welche sich sowohl 
auf S, wie auf S’ nach A-maliger Umlaufung schliesst, unter 4 die 
Zahl der in « bezw. a’ zusammenhiingenden Blitter verstanden. Das 
Innere dieser Kreislinie denke ich mir von S oder S’ ausgeschnitten, 
und der iibrig bleibende Bereich ist dann 2. 

Das Integral von S. 207 reducirt sich jetzt auf 


¥$ "ai eee y1 ‘(0G OG’ te, ' 
Gy, — G” = 2a J (Gig in, Py + dos. 


15* 
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Da die Minimalentfernung (1 — #)é der Kreislinie 6 von @ sowohl wie 
von «’ mit ¢ in angebbarer Weise in der ersten Ordnung verschwindet, 
so lisst sich eine endliche Zahl g bezw. g’ angeben derart, dass lings 
der ganzen einzelnen Kreislinie 


— 


—1 


. $ 
<g-8 - 





aG : =| Pad 

am M8 Meas 
ist; ferner liisst sich eine Grosse g” angeben, so dass [ < g” ist. Es ist 
dann das von der einzelnen Kreislinie herriihrende Integral dem ab- 


soluten Werthe nach 
1 


<g" (gt+g9'):a-e. 
In gleicher Weise findet man fiir jedes der auf die einzelnen Kreis- 
linien 6 beziiglichen Integrale eine obere Grenze des absoluten Werthes, 
und wenn man alle zusammenfasst, erhilt man den Satz: 
Wenn A die grisste Zahl von Blittern ist, die in einem variablen 
Verzweigungspunkt zusammenhingen, so lisst sich stets eine endliche 


Grosse g angeben, von der Art, dass fiir jede beliebige Lage des 
Punktes € in der Fliiche 


1 
IG—G'| <g-s* 
ist. 

Der Satz gilt fiir jede beliebige Lage des Punktes €, auch wenn 
man € in einen Verzweigungspunkt der Fliche S oder S’ wandern 
lisst. Beziiglich § dagegen mag, um Complicationen zu vermeiden, 
an der Bescirinkung festgehalten werden, dass es in angebbarer Ent- 
fernung vom nichsten Verzweigungspunkt liege. 

Wenn wir hier als obere Grenze fiir |G—G’) eine Grosse finden, 


welche mit ¢ in der Ordnung ; verschwindet, so ist damit natiirlich 


nur eine untere Grenze fiir die Ordnung des Verschwindens von G—G’ 
gegeben. In der That ist zu vermuthen, dass G —G’ in solchen 
Punkten €, die in angebbarer Entfernung vom niichsten Verzweigangs- 
punkt liegen, mit ¢ in der ersten Ordnung verschwindet. Nur die 
grosse Umstiindlichkeit der Betrachtung hat mich im allgemeinen Fall 
verhindert, diese Frage nach der genauen Ordnungsbestimmung von 
G — G’ weiter zu verfolgen. Um so wesentlicher ist es, wenigstens 
in dem vorliegenden einfacheren Fall die Frage nach der Ordnung von 
G— G’ vollstindig beantworten zu kénnen. 

Wenn a@ bezw. a’ eine Ecke mit der héchsten Zahl A daselbst 
zusammenhiingender Blitter ist, so wird die Ordnung von G — G’ 
gewiss nicht niedriger sein, als die desjenigen Integrals 


1 (2G a@’ 
oH | (Fn ae oy) I-do, 
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welches sich nur auf die Kreislinie o um «, a’ bezieht. Dieseg Integral 
ist also naher zu untersuchen, 

Es sei « der Mittelpunkt eines Polareoordinatensystems r, 
a’ derjenige eines Systems 7’, g’, und zwar so, dass die Axe m = 0 
bezw. gy =O die Richtung der Strecke von «’ nach « hat. Dann 
gelien Entwicklungen folgender Art: 


1 2 ‘ 
Y z 2 2 a 3 
G=-a+a,r cos 7 +a, r° cos , + a, r° cos P+ 
1 2 3 


+ b, r* sin , + b, r* sin ~~ + b, r* sin e+ ia 


1 2 3 
. , ee y aoa 2q’ i 3q’ 
G’ == dy, + a, 7r cos 7 + a, r “ cos t+ a, 7 ~ cos i+ . 
oe 
1 2 3 
z 


: + b, r'* sin F4 by v'* sin=? + b,'r’* sin *e +... 
Bedeutet ferner g, » ein Polarcoordinatensystem mit dem Mittel- 
punkt der Strecke «’a@ als Centrum, und mit der Richtung @’ @ als 
Richtung & = 0, so besitzt [ lings o, d. h. auf der Kreislinie @ = ¢ 
eine Entwicklung : 
1 2 


4 AS 
r=a,+ a, « cos) + tt, &* cos i +... 


1 2 
>. = 
+ Bp, é* sin? + B, &* sin oe 


worin die «,, 6: Functionen von £, & sind, welche endliche obere 
Grenzen haben, so lange €, § in endlicher Entfernung von den Ver- 
zweigungspunkten bleiben. 

Bildet man aus diesen Reihen die Ausdriicke: 


1 aG 1 "nAG’ 

«fda on i 30; oe 
> ? > ? 
2m J on 2m J on 


so erhilt man mit Benutzung der auf der Kreislinie 6 vom Radius « 
geltenden Beziehungen: 


r =éeV1—2@cos~+ ®&, 
r = eVl+2¢ cosy + 8, 





ef? == Bill 
Vi — 28 cos » + 8?’ 
ei?’ _— ev + 4 





Vi + 2@ cos y+ a 
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fiir das erste Integral den Ausdruck: 


> u u 
A=o fy é — ay (cos f » — 8 cos i? + ¥)) 
“g / Ste -(Vi—2eosy +H") ( 
J w= + by (sin gy — sin (7 +- *)) 


v 
v=o » ay cos 7 


v=0 +- B, sin ; y 


-edy, 


und das zweite Integral erhilt man hieraus, indem man 0 durch — @ 
und a,, b, durch a,, by ersetzt. 

Ich forme das Integral noch in der Weise um, dass ich statt der 
trigonometrischen Kunctionen Exponentialfunctionen eigfiihre und dann 
fiir e'? den Ausdruck durch w einsetze; zur Abkiirzung werde noch 
gesetzt: 

5 (du —idy) = Cy, 5 (ts —ip,) = y,, 


© (dytiby) = tu, 5 (a> iPr) = pr. 


Dann geht das Integral in folgendes tiber: 








cs +18” 
CuYy(1—Be-iv)? «ee * 
2aid uu any 
a st +4 y 
1 un v=m oo » + u?,(1 — de-ivy' -e a 
2a waa “ap faa ik y 
_ + Cu Yr (1— det) -e 
0 a aie 
a Fe a -ify 
+ Gu7,(1—Fetivy -e ] 


Durch Umkehrung der Reihenfolge von Summation und Integration 
ergiebt sich so eine Reihe 


»| bo 


3 
+ f 2@rdo— A, Peed ee &--.. 


22, on 
worin A, eine lineare Combination der Integrale ist: 


2aa 2nd 


: Si» 4302" 1 : + 29 
T sen\d - 2 ; = 
= (1— Per *¥) -e - dy, roe ne BeFivys .¢ * .dy 


0 0 


( uetv=n 
l<ucn, Oven -4): 
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Man sieht leicht, dass diese Integrale identisch verschwinden, wenn 


nicht ere bezw. ‘- eine ganze Zahl ist. 


)| Sei pee l1<u+v<i—tl1, also ete == ein echter Bruch. 
)| Dann kann nur i eine ganze Zahl sein, > 1d zwar nur so, dass 


n . . . ae . oe . 
# =v =, wird. Dies ist nur fiir geradzahlige n = 2u méglich, so 


dass man also den Satz hat: 

Die Coefficienten A,, A,,... mit ungeradem Index bis zu A, 
ausschliesslich verschwinden identisch. 

Sei nun n = 2m <4. Dann reducirt sich das Integral auf 


Qn 
> 5,1 a 
1 | Cu, — ve" ™ a 
bay sf cael “ dp = — W(CuPu + CuPu) 
e m7) < i YI 
0 teu Pu (L— Pet v) 
—— (Ge tye + Ou Bx). 
Dagegen der Coefficient 4, von ¢ wird: 


v=0 
usd 


Arm — 5% “+b, B,)—o >) 82 (ques — bubs) 
PF a wenn A==( (mod. 2), 
onan 
Aj = —? z= (Gp, @y — by By), 
ar , wenn A=1 (mod. 2). 


Wollen wir die entsprechenden Coefficienten der Reihe 


1 2 3 
2 fet ¢ d¢@ =a A oll + A,-8* + A,'-8° 4... 


bilden, so zeigt sich, dass hier ebenfalls A,’, A,’,... bis A,’ excl. ver- 
schwinden, und A,’, A,’,... A,’ erhiilt man aus A,, A,,...4A,, indem 
man die a,, b, durch a,, b, und & durch — @ ersetzt. 

In der Reihe 


) 
a {@s. on )r dG = ( A, ye t 4 , 498 4 ie 
ae meee 


sind in Folge dessen die Coefficienten (A, — 4,), (A, —A,),... bis 
(A, — Aj’) exclusive homogene lineare Functionen der Differenzen 
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(a, — a,'), (0, — by)3 (dg — ay), (0, — b,'); u. 8s. w. Erst A, — Aj’ 
enthilt ausser Differenzen auch die Summen 


(au + Qu)» (du + bu) (u=1, 2,.- ,4 — 1). 
Nun zeigt schon eine oberflichliche Betrachtung vorstehender Reihe, 
dass G — G’ in jedem Punkte € der Riemann’schen Flache mit « 
mindestens in der Ordnung verschwindet, Daraus liisst sich aber 


mit Hiilfe der bestimmten Integralausdriicke fiir die a,, b, leicht 
beweisen, dass auch die a, — a,, b, — b, mit ¢ mindestens in der 


» - - , 
Ordnung ; verschwinden. Dann verschwindet aber auch A, — A, 


(wenn A> 2 ist) mindestens in der Ordnung a? G — G’ also min- 


destens in der Ordnung ; (wenn A> 4ist), folglich auch a,— ag, bu— V;, 
und also auch A, — A,, A, — A, mindestens in der Ordnung - 
also wieder G — G’ in der Ordnung $ u. Ss. W. 

Man findet so, dass sich die Ordnung des Verschwindens vou 
G —G’, je weiter man in der Untersuchung geht, immer mehr 
erhéht, doch nur bis zur ersten Ordnung. 

Dass die Ordnung des Verschwindens von G — G’ sich nicht iiber 
die erste hinaus erhéht, liegt daran, dass A, — A, nicht unendlich 
klein mit ¢ wird, weil es nicht nur die Differenzen a, — a,, by — by; 
sondern auch die Summen a, + a,, 6. + 0, enthiilt. 

Wir haben mithin den Satz bewiesen: 

Die Differenz G — G' verschwindet mit der Verschiebung « der 
Verzweigungspunkte der Fliiche in jedem Punkte €, der eine angebbare 
Entfernung von den Verzweigungspunkten besitet, in der ersten Ordnung. 

Dieser Satz bleibt nicht, wie der friihere, erhalten, wenn man ¢ 
in einen der variablen Verzweigungspunkte selbst riicken liisst; vielmehr: 

In der unmittelbaren Nahe eines variablen Verzweigungspunktes 
der Fliche erniedrigt sich die Ordnung des Verschwindens von G— G’ 


7 i ; 
bis =, unter A die Zahl der in dem Verzweigungspunkt zusammen- 
héngenden Blatter verstanden. 


§ 11. 
Ausartung symmetrischer Fundamentalbereiche. 


Als erstes Beispiel fiir die Ausartung von Fundamentalbereichen 
will ich in diesem Paragraphen einige Ausartungen symmetrischer 
Fundamentalbereiche ins Auge fassen, nimlich solcher Bereiche, die 
man in zwei Kreisbogenpolygone zerlegen kann, wie sie im ersten 
Theil der vorliegenden Arbeit besonders betrachtet worden sind. 
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Von den Ausartungen eines Fundamentalpolygons sollen folgende 
beiden Arten besprochen werden: 

1) Erstens kénnen zwei oder mehrere Ecken des Fundamental- 
polygons zu einer einzigen Ecke zusammenriicken, indem die zwischen 
ihnen liegenden Seiten unendlich klein werden; oder auch umgekehrt, 
es kann sich eine Ecke in mehrere neue Ecken spalten, indem sich 
zwischen die urspriinglichen Polygonseiten neue Seiten von anfangs 
unendlich kleiner Grésse einlagern. Hierher gehért es z. B., wenn 
man, wie es Herr Klein in seiner Vorlesung iiber lineare Differen- 
tialgleichungen vom W. 8. 90/91 (Autographie 8. 132) vorgeschlagen 
hat, ein Kreisbogendreieck mit beliebigen Winkeln als Grenzfall eines 
Kreisbogensechsecks mit lauter rechten Winkeln -ansieht, bei welchem 
immer je zwei benachbarte Ecken zusammenriicken, wenn man also 
die hypergeometrische Function als Ausartung einer allgemeinen Lamé’- 
schen Function mit 6 Verzweigungspunkten ansieht. 

2) Zweitens kénnen zwei verschietene Begrenzungsstiicke des Poly- 
gons sich einander vom Innern des Polygones her bis zur Beriihrung 
niihern, so dass die Zusammenhangszahl des Polygons um 1 ver- 
mindert wird oder auch das Polygon in mehrere getrennte Stiicke 
zerfallt. Umgekehrt kénnen sich zwei Begrenzungstheile ein und 
-desselben oder verschiedener Polygone von Aussen bis zur Beriihrung 
nihern und dann so mit einander verschmelzen, dass an der be- 
treffenden Stelle ein neuer Zusammenhang zwischen den vorher ge- 
trennten Theilen des Polygons entsteht. Ich will diese letzten beiden 
Processe als ,,Abschniirung“ und ,,Verschmelzung“ benennen. 

Was zuniiehst die unter 1) genannten Ausartungen betrifft, so 
sind dieselben von der im ersten Theil meiner Arbeit benutzten Be- 
weismethode schon mit umfasst. Die Functionen fandern sich — 
wenigstens im Innern des Polygons — auch dann noch stetig, wenn 
die Begrenzung aufhért aus Kreisbogen von endlicher Linge und 
Kriimmung zu bestehen. Die einzige Bedingung fiir die stetige 
Aenderung ist die, dass die Maximalentfernung der Begrenzung des 
nahezu ausgearteten Polygons von der des vollstiindig ausgearteten 
Polygons in stetiger Weise kleiner als eine beliebig klein zu gebende 
Strecke ¢ gemacht werden kann. 

Dabei findern sich auch von den analytischen Fortsetzungen der 
Functionen diejenigen noch stetig, welche man durch Ueberschreitung 
uicht ausartender Polygonseiten erhilt. Nur die analytischen Fort- 
setzungen iiber die ausartenden Seiten hinaus arten selbst aus, und 
man kann bei ihnen nicht mehr von stetiger Aenderung reden. 

Umstindlicher ist die Betrachtung der Ausartungen unter 2), 

Es sei S der Bereich im Augenblick seiner Ausartung, mag er 
dabei aus einem zusammenhiingenden oder aus mehreren getrennten 
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Stiicken bestehen. S’ sei der Bereich kurz vor der Ausartung, wenn 
die in S zur Beriihrung kommenden Begrenzungsstiicke noch eine Ent- 
fernung 6 << von einander besitzen. s mége die Begrenzung von S, 
s’ die von S’ sein. 

Als Vergleichsbereich 2 dient mir 
das aus ein oder mehreren Stiicken be- 
stehende Polygon, welches ich aus S’ 
erhalte, wenn ich die unendlich nahe 
riickenden Begrenzungsstiicke s’ durch 
einen Schnitt 6 von unendlich kleiner Linge 
verbinde und die Ufer dieses Schnittes mit 
zur Begrenzung rechne. 

Da das Polygon 2 dieselben Zu- 
sammenhangsverhiltnisse wie S besitzt, bezw. aus ebensoviel Stiicken 
besteht, und da die Begrenzung von der Begrenzung des Polygons S 
nur unendlich wenig entfernt ist, so kann man das Schlussverfahren 
des ersten Theils unmittelbar anwenden, und findet also, dass die 
Functionen des Polygous S und des Polygons & resp. die der einzelnen 
Theile von S und der einzelnen Theile von S nur um verschwindende 
Gréssen voneinander verschieden sind. 

Es sind daher nur noch die Functionen der Bereiche S’ und 2 
mit einander zu vergleichen. 





Es seien F und  irgend zwei symmetrische automorphe Potentiale, 
das eine des Polygons S’, das andere des Polygons 2, und zwar so, 
dass beide an denselben im Innern der Bereiche gelegenen Stellen in 
genau derselben Weise unstetig werden; es mégen z. B. F und 9 als 
diejenigen automorphen Potentiale definirt sein, welche an der vor- 


; : + COS - sin 
gegebenen Stelle &, im Innern unstetig werden, wie aed oder wie —*, 


und welche liings des Randes s’ von S’ bezw. lings des Randes s' + 6 
von 2 verschwindex. Wenn 2 aus mehreren Stiicken besteht, ist ® 
natiirlich nur in dem Stiick von 0 verschieden, welches die Stelle ¢, 
enthiilt. 

Fiir die absoluten Werthe der Function F lings irgend einer in 
angebbarer Entfernung von der Unstetigkeitsstelle bleibenden Curve in 
S’, also auch lings der Strecke 6, kann man eine endliche obere 
Grenze M angeben. 

d = F — © ist dann eine Potentialfunction, welche in jedem der 
Theile, aus welchen 2 besteht, holomorph ist, welche lings der Be- 
grenzungsstiicke s' von 2 verschwindet und welche lings der durch 
die Ufer von 6 gebildeten verschwindend kleinen Begrenzungsstiicke 
von 2 dem absoluten Werthe nach unter der angebbaren endlichen 
Grésse M bleibt. Sie ist daher ihrem absoluten Werthe nach kleiner, 
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als diejenige in 2 holomorphe Potentialfunction, welche lings s’ ver- 
schwindet, lings 6 gleich M ist. 

Die letztere driickt sich aber durch ein Integral aus, gebildet mit 
der Green’schen Function [ des Bereichs 2, so dass also 


aio) < 2 [ea ach I h 
10(f)| < aa) Ong‘ 6: (@n nach Innen gerechnet) 
ist, das Integral erstreckt iiber die an der Begrenzung des betreffen- 
den Theilbereichs theilnaehmenden Ufer des Schnittes 6, 

Schniirt sich das Polygon an mehreren Stellen zugleich ein, so 
sind statt eines Schnittes mehrere Schnitte 6 zu legen und statt eines 
oder zweier Integrale hat man eine gréssere Anzahl solcher zu addiren, 
soviel, wie Ufer 6 an der Begrenzung des einzeluen Theilbereichs 
theiluehmen. 


Ich discutire ein einzelnes dieser Integrale. Es kommt darauf an, 
den Werth der Ableitung von [ nach der Normale lings des Curven- 
stiickchens 6 abzuschitzen. 

Wenn 6 an seinen beiden Enden keine Ecken des Polygons 2 
tragt, sondern auf einem einheitlichen Kandkreise in angebbarer Ent- 
, . ve, OF ye : : 
fernung von dessen Kcken liegt, so kann man fiir a lings 6 eine endliche 
obere Grenze g angeben, — vorausgesetzt, dass € in angebbarer Ent- 
fernung von der Einschniirungsstelle liegt —. Dann ist aber, da die 
Linge des Curveustiicks 6 < ¢ ist, 


M. 
‘= 


\d\< 


also eine mit ¢ stetig verschwindende Grdsse. 


Im Allgemeinen jedoch wird die Randstrecke 6 an ihren Enden 
Winkel des Polygons Z tragen, wodurch die Abschitzung erschwert wird. 
Ich finde aber auch dann noch 
eine brauchbare obere Grenze fiir 
0, wenn auch nicht die niedrigste 
angebbare, durch folgendes Ver- 








X 
fahren: / BZ 
Ich nehme zuerst mit dem / - \ 
Bereich J eine solche Modification | 

vor, durch welche die zugehérige oF 


Function im Innern des Bereichs 

nur vergréssert wird: Es bilde die Randstrecke 6, welche wir als 
geradlinig voraussetzen kénnen, rechts einen Winkel 4,2 mit der 
voraufgehenden Curve s,’, links einen Winkel 4,2 mit der nachfolgen- 








236 Ernst Ritrer. 


den Curve s,’. Dann setze ich rechts an s,’, links an s,' je ein solches 
Kreisbogendreieck an 2 an, dass die Winkel 4,2 und A,z sich jeder 
in das nichstgréssere Multiplum eines gestreckten Winkels, und zwar 
mit geradliniger Begrenzung verwandeln; die neuen Winkel mégen 
4, a, A,'x sein, wo also 4,’, 4,° im Allgemeinen die kleinsten ganzen 
Zahlen sind, die den Ungleichungen geniigen: 


ey ee gS 


Kine Function, welche lings ¢ den Werth M annimmt, lings 
der iibrigen Begrenzung s” des erweiterten Polygons 2 aber ver- 
schwindet, ist nun innerhalb des urspriinglichen Polygous S jedenfalls 
grésser als die vorher betrachtete Function, die lings 6 gleich M und 
lings der Begrenzung s’ des nichterweiterten Polygons 2 gleich ( ist. 

Jetzt ersetze ich noch das Randstiickchen 6 durch eine um den 
Mittelpunkt von 6 als Centrum beschriebene Kreislinie 6’ vom Radius 6, 


welche sich von der Randlinie s,” aus beginnend 1a + A,’— 1) mal 


herumwindet und auf der Randcurve s,” endet. Die Zahl 4,’ + 4, —1 
will ich zur Abkiirzung mit 4 bezeichnen, Der so abermals modificirte 
Bereich 2 heisse &’. Schreibe ich fiir den Bereich 2’ lings der 
Kreislinie 6’ den Werth M vor, lings der iibrigen Begrenzungsstiicke 
den Werth 0, so ist die hierdurch definirte Function gewiss im Innern 
von »’ grésser als |0(g)|; denn auch bei der letzten Abinderung ist 
dieselbe grésser geworden. 

Wir haben also jetzt: 


Aa 
1 (jee 
d(bi< a (5) -odq, 
0 ~ 


unter +, m Polarcoordinaten mit dem Mittelpunkt der Kreislinie o als 
Centrum und der Richtung s,” als 0-Richtung verstanden. 
Nun hat aber f¢ als Function von &, da es lings s,”, s,° und 


lings 6’ verschwinden soll, eine Entwicklung folgender Gestalt: 


1 


1 . 2 i 
ree ar? —(F) ) sin + a, (7 —() ) sin *? 
Si cel 
+ a, (7 = (*) 


Hierin sind a,, a,, a,,... Functionen von €, welche, wenn § in 
angebbarer Entfernung von der fraglichen Stelle liegt, eine angebbare 


Ss 
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) ein 9% 4... 
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obere Grenze besitzen, niimlich: Es sei r, der Radius einer méglichst 
grossen von S,” bis s,” den Bereich ’ durchziehenden Kreislinie, 
welche weder andere Begrenzungsstiicke von X” einschliesst, als o’ und 
$,", 8)’, noch den Punkt € einschliesst oder trifft, sondern in angebbarer 
Entfernung von demselben bleibt. Man kann dann liings der Kreis- 
linie 7 eine endliche obere Grenze M fiir den Werth von [ als Function 
von § in der friiher geschilderten Weise abschiitzen. Dann gentigen 
die Coefficienten der Reihenentwicklung den Ungleichungen: 


2M 
ee 
FOG) 


oder auch , da * <1 und » >1 ist, den Ungleichungen: 


| ay | < 


2M 


rt ( 2 (*)') 


Aus der Reihenentwicklung und den angegebenen Ungleichungen 
folgt nun 


|ay| << 
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~1 S 


=) 2a, 2 —o, oe 2° oe 27° 
a“ = —! - sin — att -sin — —. -sin — o. 
(f Bo 6 ns +. 7 6 ms 4. 79 ins -t- 
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Je —, o-dg = 4a,-0° -f- 4a,-o* + 4a,,-0° +4... 
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und also 
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Es ist hiermit thatsichlich bewiesen, was wir beweisen wollten, 
dass der Unterschied  — ® in jedem Punkte des Polygons, der in 
angebbarer Entfernung von der Einschniirungsstelle liegt, mit ¢ stetig 
verschwindet. 

Wenn die Abschniirung nicht, wie bisher angenommen, an einer 
bestimmten Stelle eintritt, indem sich zwei Begrenzungsstiicke s’ nicht 
nur in einem Punkte, sondern liings einer endlichen Erstreckung 
beriihren, so gelten fast genau dieselben 
Ueberlegungen, wie im Falle der punkt- 
férmigen Abschniirung. Man hat nur statt 
des einen Schnittes 6 an jedem Ende des 
unendlich schmal werdenden Bandes einen 
Schnitt zu legen und als Bereich Z das 
anzusehen, was iibrig bleibt, wenn man 
das zwischen den Schnitten liegende Band 
wegiiisst. 

Natiirlich ist die gefundene obere Grenze 
fiir 0(€) keineswegs die genaueste findbare, 
schon deswegen, weil ich die Winkel 4,, 4, der Bequemlichkeit halber 
erst zu Vielfachen von 2 ergiinzt habe. 





, — : ae 
Aber noch aus einem andern Grunde ist ; nicht die wirkliche 


Ordnung der Kleinheit von ¢: Nimlich die obere Grenze M des 
Werthes von F liings des Curvenstiickchens 6 ist selbst eine mit 6 
stetig verschwindende Grosse. Ich will die genauere Abschiitzung von 
M hier ihrer Umstindlichkeit wegen nicht wiedergeben, da ich doch 
nicht alle hierhergehérigen Fragen in einem Paragraphen behandeln 
kinnte, sondern ich will nur folgendes noch der Verschiirfung fihige 
Resultat mittheilen : 

Ist 4, das kleinste Multiplum eines gestreckten Winkels, welches 
grésser als jeder der beiden Winkel ist, welche 6 an seinem einen 
Endpunkte mit der Begrenzung s’ des Polygons S’ bildet, 4,2 das 
kleinste Multiplum von z, welches grésser als jeder der beiden Winkel 
am andern Endpunkt von o ist, und bezeichne ich die Zahl 4, + 4, —1 
mit A, so lasst sich eine endliche Grésse g angeben, so dass 


1 
M<g:é& 
ist. 

Die Zahl 4, welche in der oberen Grenze von 6(§) auf der vorigen 
Seite auftritt, ist jedenfalls nicht grésser, als die jetzt eben definirte 
Zahl 4. Ich kann daher in der Ungleichung fiir 6(€) unbeschadet der 
Richtigkeit der Ungleichung 4 mit der Zahl 4 des letzten Satzes 
identificiren, und bekomme so das Resultat: 
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Fiir jeden in endlicher Entfernung von der Abschniirungsstelle 
gelegenen Punkt € lisst sich eine endliche Grosse g, angeben, so dass 
2 


18(Q)| <g,- 8 


ist, in unmittelbarer Néihe der Abschniirungsstelle eine Grisse g, von 
der Art, dass 


1 
81 <g.-2 
ast. 

Jedenfalls kénnen wir aus allem bisher Gesagten, wenn wir nun 
vom Vergleichsbereich 2 wieder zum Bereich S zuriickgehen und diesen 
direct mit S’ in Beziehung setzen, den Schluss ziehen: 

Stimmtliche symmetrischen automorphen Potentiale dindern sich, wenn 
man ihre im Polygon gelegenen Unstetigheitsstellen und die Art des 
Unendlichwerdens im denselben festhiilt, auch bei Abschniirung oder 
Verschmelzung des Fundamentalpolygons im Innern und auf dem Rande 
des Fundamentalpolygons einschliesslich der Abschniirungsstelle stetig. 

Dieser Satz wird die Grundlage fiir die Untersuchung der Stetig- 
keit der aus den symmetrischen Potentialen abzuleitenden symmetrischen 
und unsymmetrischen automorphen Integrale und Functionen sein 
miissen, Ich gehe aber auf diese ausserordentlich interessanten Fraye- 
stellungen hier nur mit folgenden wenigen Andeutungen ein: 

Die symmetrischen wie unsymmetrischen automorphen Integrale kann 
man so einrichten, dass sie sich im ganzen Innern und auf dem Rande des 
Polygons mit Ausschluss der Umgebung der Abschniirungsstelle stetig déndern. 

In dey Umgebung der Abschniirungsstelle jedoch ist die Aenderung 
der Functionen im allgemeinen nicht mehr gleichmissig stetig, da die 
Grenzwerthe der Functionen auf der einen und auf der andern Seite 
der Abschniirungsstelle sowie in der Abschniirungsstelle selbst von 
einander verschieden sein kénnen. Auch kénnen Functionen bei der 
Abschniirung in der Abschniirungsstelle Unendlichkeitsstellen erhalten. 

Die Perioden der Integrale kénnen sich dadurch unstetig iindern, 
dass diejenigen, deren Weg durch die Abschniirungsstelle hindurchgeht, 
unendlich gross werden. 

Nichtsdestoweniger aber kann man die automorphen Functionen 
des Bereichs stimmtlich gleichzeitig so einrichten, dass sie sich dberall 
mit Ausnahme der Umgebung der Abschniirungsstellen und der Um- 
gebung ihrer Unendlichkeitsstellen stetig dndern. 

Ich kénnte nach den besprochenen zwei Arten von Ausartungen 
symmetrischer Fundamentalbereiche noch auf eine dritte Gattung von 
Ausartungen eingehen, nimlich auf den Fall, dass ein oder mehrere 
der geschlossenen Curvenziige, die das Polygon begrenzen, sich auf 
Punkte zusammenziehen. Kinfache Beispiele zeigen, dass bei solchen 
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Ausartungen des Polygons die zugehérigen Functionen sich im All- 
gemeinen unstetig findern, indem sie vollstiindig ausarten, z. B. tiberall 
mit Ausnahme einzelner Punkte oder Linien unendlich gross oder 
unendlich klein, oder ganz unbestimmt werden. 


§ 12. 
Ausartung Riemann’scher Flachen. 


Eine geschlossene iiber der ¢-Ebene ausgebreitete Riemann’sche 
Flaiche von endlicher Zahl der Blitter und der Verzweigungspunkte 
mége dadurch ausarten, dass zwei oder mehr ihrer Verzweigungs- 
punkte zusammenriicken, wobei sie sich theilweise gegenseitig zerstéren, 


theilweise auch zu Verzweigungspunkten héherer Ordnung zusammen- 
treten kénnen. 


Es mége irgend eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten 
so weit zusammengeriickt sein, dass sie sich simmtlich innerhalb eines 
Kreises von dem beliebig klein zu machenden Radius « befinden. Die 
in dieser Weise nahezu ausgeartete Riemann’sche Fliiche heisse S’. 
Riicken alle Verzweigungspunkte in den Mittelpunkt des kleinen Kreises 
vom Radius ¢ zusammen, so ist die Ausartung der Fliche vollendet, 
und die Fliche heisse S. 


Es ist zu zeigen, dass die Functionen der Fiiiche S’ von den 
entsprechenden der Fliche S sich nur um mit « stetig verschwindende 
Gréssen unterscheiden. Z. B. wollen wir dies fiir die Green’sche 


Function Gf mit einer algebraischen Unstetigkeitsstelle 1. Ordnung 
in €, nachweisen, wobei die additive Constante wie friiher bestimmt 
werden mdége, niimlich so, dass das constante Glied in der Reihen- 
entwicklung an der Stelle §, verschwindet. G’ sei die 2u S’ gehdrige 
Function, G die zu S gehdrige. Letztere hat natiirlich, falls die 
Fliche S aus mehreren getrennten Stiicken besteht, in denjenigen 
Stiicken, welche €, nicht enthalten, je einen unbestimmten constanten 
Werth. 

Ich studire jetzt die Differenz G’ — G in einem Vergleichsbereich 
2, den ich folgendermassen erhalte: Ich construire um die Ausartungs- 
stelle als Centrum einen Kreis von midglichst grossem endlichem 
Radius r,, welcher in keinem der an der Ausartung theilnehmenden 
Blitter einen andern als die an der Ausartung theilnehmenden Ver- 
zweigungspunkte umschliesst oder trifft. Ich denke mir nun einen 
Kreis vom Radius 6 =//er, construirt, mit der Ausartungstelle als 
Centrum, und das Innere dieses Kreises in allen denjenigen Biittern, 


die in den zusammenriickenden Verzweigungspunkten zusammenhiingen, 
ausgeschnitten. 
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Ich erhalte so eine Fliiche von denselben Zusammenhangsverhilt- 
nissen, wie die ausgeartete Fliiche S, insbesondere in derselben Weise, wie 
diese , in getrennte Stiicke zerfallend, welche sich aber von S dadurch 
unterscheidet, dass sie an der Ausartungsstelle eine oder mehrere genau 
iibereinanderliegende kreisférmige Oeffnungen besitzt, jede dieser 
Oeffnungen von einer ein- oder mehrfach umlaufenden Kreislinie vom 
Radius 6 begrenzt. 

Wenn gleichzeitig noch an andern Stellen der €-Ebene Ausartungen 
stattfinden, so hat man daselbst in derselben Weise Oeffnungen von 
einem entsprechenden unendlich kleinen Radius 6 anzubringen. 


Nun sei ein Potential F3 mit der laufenden Variablen & dadurch 
definirt, dass es in der Fliche 2 eindeutig ist, lings der Begrenzungs- 
linien 6 der Bedingung cr =0 geniigt, an der Stelle € positiv, an 
der Stelle €, negativ logarithmisch unendlich wird und an der Stelle 7 
verschwindet. Die so definirte Function hat, wenn 2 aus mehreren 
getrennten Stiicken besteht, nur dann einen Sinn, wenn € und &, in 
demselben Stiick von 2 liegen. . 

Dann lisst sich die Differenz 0(€) = Ge, — ast in demjenigen 
Stiick der Fliche X, welches den Punkt €, enthilt, durch folgendes 
liber alle Begrenzungskreise 6 zu erstreckende Integral ausdriicken: 

80) ae fing MAO, 
die Normale nm: nach dem Innern der Kreise 6 gerichtet gedacht. 

O(€) ist in der ganzen Fliiche 2 holomorph; sie ist aber auch 
noch holomorph in einer Fliiche, die man erhilt, wenn man die zu- 
sammenriickenden Verzweigungspunkte statt durch Kreise vom Radius 
6=Ver, durch solche vom Radius ¢ ausschneidet. Man kann sowohl 
fiir G, als fir G’ lings jeder den Punkt § vermeidenden Curve, also 
auch insbesondere liings der Kreise ¢ eine endliche obere Grenze des 
absoluten Werthes, etwa M, angeben. Dann ist 0(€) lings dieser 
Kreise ¢ dem absoluten Werthe nach jedenfalls kleiner als 2M, und 
da 0(€) in der ganzen durch die Kreise ¢ begrenzten Fliche holomorph 
ist, so ist es auch in dieser Flache durchweg dem absoluten Werthe 
nach kleiner als 2M. 

Ich discutire jetzt insbesondere denjenigen Theil des obigen 
Integrals, der sich auf eine einzelne etwa A-mal umlaufende Kreislinie 
6 =Yer, bezieht, 

6(€) ist sowohl ausserhalb dieser Kreislinie, namlich bis zu der 
concentrischen eben so oft umlaufenden Kreislinie vom Radius 7,, als 
auch innerhalb derselben bis zu der 4-mal umlaufenden Kreislinie vom 
Radius ¢ holomorph und eindeutig. Es besitzt daher in diesem Ring- 
gebiet eine Entwicklung folgender Art: 


Mathematischo Annalen, XLVI. 16 
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2 z 2: 

d=alogr+ a,+ (a, (2) +a.) ) eos & + (a,(") +a_s(£) ) cos =? + +s 


s s 2 2 
+ (0, (2) +0-1(2) )sin? + (0,(2) +6-0(2) ) sin 22 + --. 


Zur Berechnung der Coefficienten in dieser Entwicklung dienen folgende 
Formeln: Es mégen die Integrale 


2m 
1 
2ma 
v 


2nd 
1 . : v@ 
— —_ -§ —_— 
si fe in ~-d@ 
v0 


lings der Kreislinie r, erstreckt, mit ¢*, s,*, lings der Kreislinie « 


d- cos"? dg, 


erstreckt, mit c,, s, bezeichnet werden. Dann ist 


et — oD ep log ry — ef log e 
a= tr. ’ ay = - T, ’ 
log — log — 

2 8 € 


v ¥ 
a z 
— a g 
2e+ — 265 (;) 2c, — 2ct (=) 
s To To 
a, = —____ >, a_, = ——____*, 


1-(:) 1-() 


¥ 
a a 
ast — os (=) 28> — 2st &) 
4, oo ——____ eo 
2y ’ 2” 


1-(2) -(), 


Da nun @ sowohl lings «, wie lings r, dem absoluten Werthe nach 
kleiner als 2M ist, so ist auch 


b,= 


let |, ler |, (stl, |r| < 2M. 


Aus der angegebenen Entwicklung von @ folgt, dass lings der 
Kreislinie vom Radius 6 = Yer, 
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ist. Hieraus ergiebt sich vermittelst der fiir die ¢ und s angegebenen 
Ungleichungen: 
1 2 * 
e\24 22 e\24 . { 
\0 4M , 8M/bz (=) F (<) ts x 
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Ferner lisst sich, wenn € und €, in angebbarer Entfernung von der 
Curve 6 liegen, eine obere Grenze M fiir den absoluten Werth von 
re als Function von § lings 6 angeben. Dann ist aber der absolute 
Werth des auf die Kreislinie « bezogenen Integrals kleiner als 
A-g,:M 
1% 
8 


’ 


log 


wird also mit verschwindendem ¢, d. h. wenn die Verzweigungspunkte 
mehr und mehr zusammenriicken; in stetiger Weise unendlich klein. 

Damit ist die Stetigkeit der Aenderung von ag in allen denjenigen 
Punkten bewiesen, welche auch bei der Ausartung mit dem Punkte €, 
zusammenhiingend bleiben und in angebbarer Entfernung von der 
Ausartungsstelle liegen. 

Ich kann aber auch noch zeigen, dass in unendlich kleiner Ent- 
fernung von der Ausartungsstelle, niimlich lings einer unendlich engen 


ee ° r es ‘ . ‘ 
Kreislinie vom Radius —*. der Uebergang von G’ in G ein stetiger ist. 


log-° 
. , . . é . 
Liings dieser Kreislinie ist niimlich 
r 1 a an 
. a ** & se 
log = 


r - & . . : 
so dass also sowohl — wie ~ mit « stetig verschwinden, 
0 


. eo r . . . T, 
Es ist also lings des Kreises mit dem Radius —*. 


0 
log : 
¢ 
log 7) — loglog° pong x — ct loge 
8 = (ct —)- —2 See be 
log ry — log & log r, — log « 
4 log log 2 
== Cy + (co -}- cf) - + (€), 
log -° 


é 
wobei (€) eine mit ¢ in angebbarer Weise (wie eine Wurzel aus dem 


reciproken Werthe des Logarithmus) stetig verschwindende Grosse ist. 
Der hingeschriebene Ausdruck ist also 


= of + (2) 
log log To 
worin (€) mit ¢ stetig verschwindet wie —- . 
log ~ 
é 


Nun ist cf das iiber den Kreis r = 1, erstreckte Integral: 


2aa 
a 
d=A,fo.ag. 
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Langs des Kreises ry ist nun aber bereits bewiesen, dass 0 mit ¢ stetig 


verschwindet. Folglich verschwindet auch cy mit ¢ stetig, und wir 
haben also den Satz: 


0(§) verschwindet nicht nur in endlicher Entfernung von der Aus- 


artungsstelle, sondern auch in der unendlich kleinen Entfernung ae 
log 
mit € in angebbarer Weise stetig. , 
Hieraus lasst sich sofort folgender weitere Schluss ziehen: 
Wenn die 4-mal umlaufende Kreislinie 6 fiir sich allein die Fliiche 
S’ in einen den Punkt & enthaltenden Theil und einen den Punkt & 
nicht enthaltenden Theil zerschneidet, so niihert sich G' auch in der 
Ausartungsstelle selbst, sowie in dem ganzen bei der Ausartung eventuell 
sich abschniirenden Theil der Fliche stetig gegen den Werth von G 
in der Ausartungsstelle. 


Denn G’ unterscheidet sich lings einer die Ausartungsstelle beliebig 


eng umgebenden Kreislinie, — nimlich vom Radius —°, — um 


log 7 
beliebig wenig von den Werthen der Function G lings dieser Linie. 
Die Werthe der Function G lings dieser Kreislinie unterscheiden sich 
aber wegen der Stetigkeit von G in der Umgebung der Ausartungs- 
stelle nur beliebig wenig von dem Werthe von G in der Ausartungs- 


stelle selbst. Folglich unterscheiden sich auch die Werthe von G’ 


= on eS r 
lings der Kreislinie —° 





a beliebig wenig von dem Werthe von G in 
og > 

der Ausartungsstelle. Da nun aber G’ in demjenigen Theil der 
Flache S’, welcher von dem Innern der Kreislinie und den daran 
hingenden Blattern gebildet wird, holomorph ist, so muss es auch in 
diesem ganzen Theil der Flaiche bei hinreichend kleinem ¢ sich beliebig 
wenig von dem Werthe der Function G in der Ausartungsstelle unter- 
scheiden, w. z. b. w. 

Der eben besprochene Fall liegt z. B. immer vor, wenn mehrere 
Verzweigungspunkte einfach zu einem einzigen Verzweigungspunkte 
héherer Ordnung zusammenriicken', wenn also keine Zusammenhangs- 
inderung der Fliche — Abschniirung — eintritt. Dann ist also der 
Uebergang von G’ in G in der ganzen Flache einschliesslich der 
Ausartungsstelle gleichmissig stetig. 

Anders ist es dagegen, wenn die Fliiche S’ durch die eine Kreis- 
linie 6 allein noch nicht in zwei getrennte Stiicke zerfallt. Zur voll- 
stindigen Trennung der Ausartungsstelle von dem Punkte £, sind dann 
mehrere Kreislinien 6 néthig, mégen dieselben iibereinander oder an 
verschiedenen Stellen liegen. Es liegt dann, wie einfache Beispiele 
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zeigen, gar kein Grund vor, dass lings der verschiedenen Kreislinien 
G’ sich derselben Grenze nihere, dass also in dem durch sie abge- 
schnittenen Stiick ein bestimmter Werth als Grenze von G’ sich einstelle, 

Wenn z. B. bei einer zweibliittrigen Fliche mit 4 Verzweigungs- 
punkten zwei Verzweigungspunkte zusammenriicken, so hat man um 
die beiden zusammenriickenden Verzweigungspunkte, um sie von der 
Stelle , zu trennen, zwei iibereinanderliegende je einfach umlaufende 
kleine Kreislinien zu ziehen, eine im obern, eine im untern Blatt. 
Die vollstaindig ausgeartete Fliche S hat nur zwei Verzweigungspunkte 
und an der Ausartungsstelle laufen ihre beiden Blatter schlicht und 
vollstiindig getrennt iibereinander hin. Die Function G der Fliiche S 
wird an der Ausartungsstelle, die ja fiir S eine ganz beliebige Stelle 
ist, im oberen und im untern Blatt im Allgemeinen ganz verschiedene 
Werthe haben. Die Function G’ wird sich nun lings der im obern 
Blatte liegenden kleinen Kreislinie stetig dem Werthe von G im oberen 
Blatte an der Ausartungsstelle, lings der im untern Blatte liegenden 
Kreislinie dem Werthe von G im untern Blatte niihern. Dann muss 
aber, wenn diese Werthe verschieden sind, zwischen den beiden Kreis- 
linien in der Flache S’, also in der unmittelbaren unendlich kleinen 
Umgebung der Ausartungstelle ein unendlich starkes Gefille herrschen, 
und der Grenzwerth von G’ in der Ausartungsstelle selbst ist daher 
ganz unbestimmt, nimlich irgend ein Mittelwerth aus den beiden 
Werthen von G im obern und im unteren Blatt, welcher davon ab- 
hingt, mit welchen Geschwindigkeiten und Richtungen die beiden 
Verzweigungspunkte sich der Ausartungsstelle nihern. 

lim G' unterscheidet sich daher in unserem Falle von G dadurch, 
dass es in der Fliiche S an der Ausartungsstelle im obern und im untern 
Blatte je eine hebbare Unstetigkeit besitet. 

Artet die zweiblittrige Flache mit vier Verzweigungspunkten so 
aus, dass gleichzeitig ein Paar und das andere Paar von Verzweigungs- 
punkten an verschiedenen Stellen zusammenriicken, und liegt der 
Punkt € etwa im oberen Blatt, so hat man, um den Punkt £ von 
den Ausartungsstellen zu trennen, um jede Ausartungsstelle nur eine 
im oberen Blatt liegende kleine einmal umlaufende Kreislinie zu legen. 
Liings der einen Kreislinie wird sich G@’ dem Werthe von G an der 
einen, lings der andern Kreislinie dem Werthe von G an der andern 
Ausartungsstelle stetig nahern. 

In dem ganzen durch die beiden Kreislinien abgeschnittenen Theil 
der Flache ist G’ holomorph, und besitzt Mittelwerthe ausden Werthen 
von G an den beid n Ausartungsstellen, und die Vertheilung dieser 
Mittelwerthe wird im untern Blatt beim Zusammenriicken der Ver- 
zweigungspunkte mehr und mehr constant, doch so, dass sie in der 
Umgebung der Verzweigungspunkte mit unendlich starkem Gefiille 
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in die Werthe lings der beiden Kreislinien, also in die Werthe von 
G iibergeht. 

In unserm eweiten Beispiele unterscheidet sich daher lim G’ von G 
selbst im oberen Blatte durch zwei an den beiden Ausartungsstellen 
gelegene hebbare Unstetigkeiten, im unteren Blatte ist lim G’ ein con- 
stanter Mittelwerth aus den beiden Werthen von G an den Ausartungs- 
stellen, aber an den Ausartungsstellen mit je einer hebbaren Unstetigkeit 
behaftet. 

Mit diesen Beispielen schliesse ich ab, was ich tiber Ausartungen 
von Fundamentalbereichen sagen wollte. Es ist dieses Thema natiir- 
lich noch lange nicht erschépft, und man wird dariiber noch eine 
reiche Fiille der merkwiirdigsten Satze finden kénnen, besonders, 
wenn man nicht nur das Verhalten der einfachsten Potentiale, sondern 
auch der aus ihnen abgeleiteten Functionen genaver untersucht. 

Was insbesondere die algebraischen Functionen der Flache betvrifft, 
so wird man leicht finden, dass sie simmtlich so eingerichtet werden 
kénnen, dass sie tiberall in endlicher Entfernung von den Ausartungsstellen 
stetig in die Functionen der ausgearteten Fliche tibergehen — abgesehen 
natiirlich von den Unendlichkeitsstellen der Functionen selbst —, dass 
aber in den Abschniirungsstellen im Allgemeinen sich hebbare Unstetig- 
keiten einstellen, wie bei der Green’schen Function. So, wenn man 
die allgemeinste algebraische Function der ausgearteten Fliche erzielen 
will. Aber mehr: will man nicht die allgemeinste algebraische 
Function der ausgearteten Fliche, sondern nur eine solche als Grenuze 
haben, welche an einer Abschniirungsstelle immer in jedem der aus- 
einandergeschniirten Blatter denselben Werth hat, — und solche 
Functionen der ausgearteten Fliche giebt es gewiss unendlich viele —, 
so lisst sich zeigen, dass eine solche besondere algebraische Function 
der ausgearteten Flache aus einer algebraischen Function der noch 
nicht ausgearteten Fliche auch an den Abschniirungsstellen  stetig 
hervorgeht. 

Damit ist dann auch die Berechtigung eines von Herrn Castel- 
nuovo in der Theorie der Punktgruppen auf einer algebraischen Curve 
angewandten Beweisverfahrens streng nachgewiesen; denn Herr Klein 
hat dasselbe in seiner Vorlesung iiber Riemann’sche Flichen vom 
8. S. 92*) auf folgenden Satz zuriickgefiihrt: 

Man kann eine Riemann’sche Fliche so einer Curve in einem Raum 
von beliebig vielen Dimensionen ein-eindeutig entsprechen lassen, dass 
einer gewissen Abschniirung von einzelnen Blittern der Riemann’schen 
Fliche in stetiger Weise ein Zerfallen der Curve in eine Curve von 
einer um 1 niedrigeren Ordnung und in eine Secante entspricht. 


*) cf. das Selbstreferat in Math, Ann. Bd. 45, 8. 144. 
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Und dies ist offenbar nur ein Specialfall unseres zweiten tiber die 
algebraischen Functionen ausgesprochenen Satzes. 

Niaher auf alle diese Betrachtungen einzugehen, wiirde mich hier 
zu weit iiber den beabsichtigten Umfang meiner Arbeit hinausfiihren; 
ich wollte fiir eine solche genauere Untersuchung der Ausartungen in 
den letzten zwei Paragraphen, einem blossen Anhang zu meiner all- 
gemeinen Untersuchung, nur die nothwendigsten Grundlagen geben. 


Gottingen, im Oktober 1894. 
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Berichtigung zum Theil I. 


Im ersten Theil ist mir im Satz 6) auf S. 476/77 insofern ein allerdings un- 
wesentliches Versehen untergelaufen, als in diesem Satz unter symmetrischen 
Functionen solche verstanden sind, die lings der Symmetrielinien reell sind, 
wahrend es mir sonst in der Arbeit bequem gewesen ist, diejenigen Functionen 
symmetrisch zu nennen, welche lings der Symmetrielinien rein imaginir sind, 
welche also aus ersteren durch Multiplication mit ¢ entstehen. Es ist leicht zu 
sehen, wie hiernach der Satz zu modificiren ist. 
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Strahlformen incompressibler reibungsloser Flissigkeiten. 
Ausziiglich mitgetheilt aus den Abhandlungen der ung. Akad, der Wissenschaften 
von 


Dr. M. Rérsy in Budapest.*) 


Im Anschluss an die Untersuchungen von Kirchhoff**) sollen 
bei denselben Voraussetzungen neue Specialfiille von wirbelfreien 
Strahlbildungen incompressibler reibungsloser Fliissigkeiten beschrieben 
werden. Auch die Bezeichnungen von Kirchhoff halte ich fest; 
bezeichne also die Coordinaten eines beliebigen Punktes in der Strémungs- 
ebene mit x, y, — die Componenten der reciproken Geschwindigkeit 
in diesem Punkt mit §, 7, — endlich mit gm — const. und » = const. 
die Gleichungen der in ihm sich schneidenden Niveau- resp. Strémungs- 
linien; auch sei 


(1) e=a+iy, €=E+in, w= H+ yi, 
wo zwischen z, £, w die Beziehung stattfindet 
d 
@) cH. 
§ 1. 


Strom von endlicher Breite, der Querschnitt des Dammes eine 
geradlinige Strecke. 


I. Zwischen den Bildebenen von § und w midge die Gleichung 
bestehen: 


gh— 19 


(3) a1 = k?(1 —ev), 


wo k reell und > 1 ist. Mittelst dieser Gleichung wird das §-Gebiet 








*) Die Abhandlung wurde vom Verfasser der math. phys. Classe der ung. 
Akad. der Wiss, am 11. December 1893 vorgelegt; ist erschienen im ung. Original 
in dem ,,Ertekezések a Mathematikai Tudomanyok kirébél“ 1894, Bd. XV, und 
erscheint in ausfiihrlicher Uebersetzung in den Berichten aus Ungarn Bd. XII, 
pag. 144—194. 

**) Math. Phys. Mech. 1876, pag. 273—307. 
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(Fig. 1b), begrenzt einerseits durch die concentrischen Kreisquadranten 
(34) und (55) mit Radien = 1 resp. = oo, andererseits durch die un- 
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(k= 2,c=/3, s—1, 1, =— 0-34, n= 1-383.) 


endlichen Strahlentheile (45) und (53), in den kleinsten Theilen ahnlich 
und bei gewissen Festsetzungen eindeutig abgebildet auf das w-Gebiet 
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(Parallelstreifen, Fig. 1a), begrenzt durch die in beiden Richtungen 
unendlichen Geraden y = 0 und » = a; es entsprechen sich die Punkte 


ay oe  'e ’ w,=0 ’ Ww, = +, 


4 
g—-iGth), &—+1, Goi. 


Durch die Gleichung 


(4) 


Zi) = Be) 
wird nimlich das Z-Gebiet (Fig. le) begrenzt durch concentrische 
Halbkreise (34) und (55) mit Radien = 1 resp. = oo und durch die 
unendlichen Strahleutheile (45) und (53) auf das genannte w-Gebiet 
conform und eindeutig abgebildet; wihrend durch die Gleichung Z = ¢? 
einem jeden Punkt des Quadranten in € ein einziger Punkt der Halb- 
ebene Z zugeordnet wird. 

Umgekehrt wird einem jeden Punkt des w-Gebietes ein einziger 
Punkt des §-Gebietes zugeordnet mittelst der Gleichungen 


5 én eee _ a/i+u 
(9) u=kyl — ev, ga ite, 
(die mit der Gleichung (3) aiquivalent sind) wenn wir festsetzen, dass 
w=—oo, u=k pi (t+) 
“ ee ee k—1 


einander zugeordnete Punkte sind; dadurch sind nimlich die Wurzel- 
zeichen in diesen Punkten, daher im ganzen Gebiet eindeutig bestimmt. 

Die Grenzen des z-Gebietes (Fig. 1d) construiren wir mit Hilfe 
des aus (2) sich ergebenden Integrals 


* dw 
em ft aude 
1 


u“ 


2 “uw +ui Os dw 
(6) oa 2 f wv — ke Vi-w ? 
i 


d. i. (zufolge (5)) aus 


wo demnach dem Anfangspunkt z= der an der Grenze gelegene 
Punkt « = 1 des u-Gebietes zugeordnet ist; hier ist £ = co, also die 
Geschwindigkeit = 0. 

Die Ausfiihrung der Rechnungen ergiebt das folgende Resultat: 


*) Die Construction der Strémungslinien in den Figuren 1—8 wurde (mit 
Ausnahme der Fig, 6) von Herrn Ingenieur Josef Beke in Budapest nach 
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zwei der y-Axe parallelen Ufern in Richtung der negativen y- 7 


1)? 
mit der Geschwindigkeit ¢- Ti ; die Breite des Canals ist a(Ett yt 


Das eine Ufer ist eine zur pe parallele in beiden Richtungen 
unendliche Gerade. Das andere Ufer wird von den Schenkeln eines 
rechten Winkels gebildet: der eine Schenkel ist die ganze positive 
y-Axe, der zweite die von « = 0 an bis 2 = a, reichende Strecke der 
positiven Axe, die als ein Damm aufgefasst werden kann. Die Fliissig- 
keit strémt hier durch eine Oeffnung von der Breite 


Ly — Lye a+ are cos + 


aie k 

in ruhende Fliissigkeit, und bildet einen Halbstrahl, dessen Breite im 
Unendlichen = z ist. Bezeichnet man demnach die Breiten des Canals, 
der Oeffnung und dieses Strahls im Unendlichen mit ¢, n, s, so hat man 


2 arc cos 4 
(7) cin:s— (Ft! his gee 1. 
x(k? — yt 
Die Grosse k bestimmt das Verhiltniss der Canalbreite zur Oeffnung, 
wie auch umgekehrt dieses Verhiiltniss die Grésse k bestimmt. Die 
Formel (7) steht aber in Widerspruch mit einem von Herrn F. Auer- 
bach ohne Beweis aufgestellten Zusammenhang, nach welchem sogar 
in einem (sub XI, pag. 15 zu beschreibenden) allgemeinern Fall » das 
harmonische Mittel zwischen c und s sein sollte.*) 
Was schliesslich die Form des Strahls anbelangt, so ist ihre freie 
Grenze in parametrischer Form durch folgende Gleichungen gegeben: 


‘ b 
z=2,+ ee (are tg ate)” — are tg —t—) ‘ 
_ @e—1)! at—1?t 


2)3 f —2)4 
y=— 21. l »)? k ), Gey —oli—k 2) 
(v + ( + ) ) + (ee —1)? (1440) +v (4 oe K-?)3 








wo 


= at!) — «— 


1 
— are cos ; 


= . 

e—1)3 . 

Wachst v von 0 ins Unendliche, so beschreiben diese Gleichungen die 
freie Grenze der Flissigkeit. 


grafischer Methode ausgefiihrt, fiir welche Freundlichkeit ich ihm auch hier meinen 
verbindlichsten Dank ausspreche. Die iibrigen Figuren (auch Fig. 6) sind nur als 
Skizzen zu betrachten, die zur lilustration des Textes dienen sollen. 

*) Winkelmann, Handbuch der Physik pag. 419. Bd. I. 
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Il. Mittelst Spiegelung des z2-Gebietes an der Geraden: z, 2,2, 
erhilt man den Ausfluss einer Fliissigkeit aus einem Canal durch eine 
in der Mitte des Dammes angebrachte Oeffnung von beliebiger Grosse 
(Fig. 2a). 

Der Specialfall k — 1 liefert c: m= oo; dieser Grenzfall ist der 


4 


| ae 
oe Faas ny! 
wip a \ 
boi | =e 
| | 2 








a ‘ i 
Hig. 2a. Fig. 2b. 


(k= 3) (k—=2) 


von Kirchhoff beschriebene Ausfluss durch eine Oeffnung angebracht 
an einer unendlichen Wand. Wir haben in Folge von 


i 
1 9 (ke ~~ 1)? 
arc COs ; = are sin —— 
in diesem Grenzfall 
8 sale w 
n w%+an 


in Uebereinstimmung mit Kirchhoff. 


{II. Mhttelst Spiegelung des z-Gebietes an der y-Axe erhilt man 
hingegen (Fig. 2b) einen Strom mit zwei parallelen Ufern, in dessen 
Mitte senkrecht zu diesen eine unbewegliche Wand von _ beliebiger 
Breite angebracht ist. Bezeichnet man die Breiten des Stroms, dieser 
Wand, und der ruhenden Fliissigkeit im Unendlichen, mit C, W, R, 
so hat man 


cok: w— (Et) ae, 








d. i 
C:R:W=(k-+1): (b+ 1)'— (k—1)}) 
1 
, r } 2 arc cos 5 
: ((k — (&— = . 


Fiir den Grenzfall lim. k — oo findet man 


C:R:W=k ks. 
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Ist die Breite des Stroms C endlich und die Wand W unendlich 
schmal, so ist demnach im Unendlichen die Breite R der ruhenden 
Fliissigkeit unendlich klein im Vergleich zur Stromesbreite, jedoch 
unendlich gross in Vergleich zu jener der Querwand. 

Auch dieser Grenzfall wurde von Kirchhoff behandelt: die Breite 
der Querwand ist da endlich, hingegen C und R = oo. 


[V. Durch fortgesetzte Spiegelung des z-Gebietes (in Fig. 2b) 








erhailt man die in Fig. 2ce dargestellte Strémung. Die Anzabl der 
aiquidistanten Querwiinde von gleicher Grosse ist beliebig. 


§ 2. 
Der Querschnitt des Dammes eine geradlinige Strecke (Fortsetzung). 


V. Die im Eingang des §1 stehende Gleichung (3) soll verall- 
gemeinert werden durch die Substitution 
ko? (a? — e”) 
il 
an Stelle von k?(1—e”). Man hat dann an Stelle der Gleichungen 
(5) die folgenden: 


() pa Vit8, wen VERE: 
daher ist 

2 
(9a) e” = p “op 2? 


wo k, die Grosse ‘ae bedeutet. Dadurch sind die in den Fig. 1 dar- 


gesteliten € und w-Gebiete bei gehdriger Festsetzung beziiglich der 
Vorzeichen der Wurzelgréssen eindeutig aufeinander bezogen , so dass 
die Punkte coordinirt sind: 
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w= — oo, w=—=-+ oo, 
a. ny, ee 
1-7 oe -S 
Aus (9a) folgt 
dw Qu Qu, 
du w—ke wut—k?? 
man hat daher 
ds_ ,dw (iu) I) 
(9b) du Sau (u® — k,2) Vi — (ut — ky?) Vi— 


Es besteht demnach “ aus zwei additiven Theilen von derselben 
Form wie in §1, Zur Bestimmung des 2-Gebietes setzen wir fest: 
k>k, > 1. 


Es ergiebt sich bei dieser Festsetzung nach der bekannten Methode 
des Umlaufs der Grenzen des abzubildenden Gebietes das folgende 
Resultat : 

Die Fliissigkeit (Fig. 3b) strémt aus der Unendlichkeit mit der 


1% 

Geschwindigkeit @ = in einem Canal zwischen zwei parallelen 
1 

Wanden 40 und 4’1’, welcher im Querschnitt 011° abgeschlossen ist 
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(k= 1-2, ky B, f= 1-62, q—l-4i4. 7 Poo ———- 7 
¢,= 3-303, x, = 1-904, Y. =0-473). Fig. 8b. 


durch eine Querwand 01 und eine Oeffnung 11’; die Wand 4'1’ des 
Canals setzt sich in unverinderter Richtung fort und bildet mit der 
za ihr parallelen Wand 23 einen zweiten schmilern Canal. Die 
Flissigkeit strémt aus dem ersten Canal in den zweiten und bietet 
inzwischen auf der einen Seite eine freie Grenze dar. 

Bezeichnet man die Breiten der Canale und der Oeffnung mit 
C,, Cy, O, so bestehen die Relationen 
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(10) C,:G,:0=— (ty, (ety y 3%, 
wo der Werth von 2, gegeben ist durch die Formel: 
+1 2S 
(10 a) ~ Fix ~ (ak; + 2 are ty (Iy?— 1) ty . 
j=0,1 (k,* —1) 


Sind die Verhiltnisse C,:C,:O gegeben, so sind auch k, und k, fest- 
gesetzt; die Strémung ist daher nur dann méglich, wenn die Projection 
der freien Grenze auf die Canalwand von der Liinge ist: 


—1)k, . k—(k?—1)3 
(11) “l= > ar + 
jam ke — 1)? +P —1) 


Man findet ferner als Gleichungen der freien Grenze: 


—1)/+! y2yh 
r=u,+2 ae ae (ws tg ate -- are tg nae 4 i), 


(12) i=o,1 (h* — Dy (kj? — 1)? (k;* — 1) 


(<1 k, , 1+oe)# —o(1 5 *)9 
= 2 sora + 2h 
j=o,1 (&;* — 1) (1+ v*) + v(t -k; "J 


VI. Auch diese Strémung lisst sich durch Spiegelung mannigfach 
gestalten. Man erhilt z. B. durch Spiegelung an der Wand 4 3’ den 
freien Ausfluss aus einem an seinem Ende verengten Canal in einen 


diinneren einfachen Canal; die beiden Canale haben eine gemeinsame 
Axe; etc. 


Vil. Ich gehe iiber zur Interpretation derselben Abbildungsformeln, 
wenn statt k, und 6 imaginires gesetzt wird; an Stelle von (9), (9a), ete. 
kommen dann, wenn wir mit k, und £ die absoluten Werthe bezeichnen: 


_ 7/i+u 2 uw — ke? 
t— Vite, eo — BP atk 


. ie 2 (Ky? + I?) 
(13) du w+k) (uth) 


u 
ia *, dw 1 2u(itu) du 
1 peace wi 7k — atm)" —— 
1 





Dem Punkt w = — oo entspricht demnach auf der £-Ebene der 
Punkt 
a i (fe +1! 
ky — i) 


nehmen wir auch hier k, > 1 an, so ist die Strémungsgeschwindigkeit 
im Unendlichen parallel zur y- Axe. 






















Strahlformen bei Fliissigkeiten. 257 


Dem Punkte w = + oo hingegen entspricht auf der €-Ebene 


1 — kot 
C= Ve 
da k, reell, daher || = 1 ist, so endet der Strom in einem Strahl, 
dessen Grenzlinien zur Asymptote eine gegen die y-Axe geneigte 
Gerade haben. 
t- Wir construiren die Grenzen des z¢-Gebietes bei der Annahme, 
on dass die Grenzen des w-Gebietes die parallelen Geraden » =a und 
w = 2m sind. 
Die Grenzen des Stromgebietes sind dann, wie folgt, festgestellt : 
Die Fliissigkeit strémt aus der Unendlichkeit zwischen zwei parallelen 

















S4. 2, 200 
| 
: y 

! A F Zy a 

a , q 

3 

Ae , g 
ch 
en 
en 
ne Sy 
n, 
te. Iesl= 0° 
n: Fig, 4a, 
Fig, 4b, 
ler 
(k, =2, eee ee &, =) 3320 a 
Y,=0-283a, f=1-42). 

Wiinden 45, 4°3, geht bei der Querwand 51 voriiber> und strémt 
it gegen die Oeffnung 13, wo sie in eine ruhende Fitissigk¢it ausfliesst 

in einem Strahl mit den Grenzen 1200 und 32’o0o’. 

Mathematische Annalen, XLVI. 17 
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Die Breite des Strahls im Unendlichen ist z. Die Lange der 
Querwand 51 ist 


0 
4,= 2, {i du 
1 
(14) -— ‘a (xk, + 2 are tg (k,?—1) 4) 
(ky? — 1)? 


i (kg? + 1)t 4-1 
on wibnnnsliath, 4) SERS). 
7 et ae 


Die Breite des Canals ist 





ky +1)! 
cma hty 


und die Héhe des Endpunktes 3 oberhalb der Querwand 51 ist 
ar d 
es fe ie du, 
1 


bei welcher Integration w reelle Werthe durchliuft, jedoch mit Um- 


gehung des Punktes k,, da in diesem pn = oo ist; man findet 
(15) Y= —— + — l. (he+ 1! = ko) 
© tat” (et + 1)? 





+ 
1. (ky + (K,?—1)°)- 
eee HTOP-F) 
Die Gleichungen der freien Grenze 1200 wird in parametrischer Form 


v 
° 1 1 2vudv 
Som +f (a tke v a) Vito’ 
0 


1 20°dv 


v 
% 1 
y= J ey oth) Vi+e’ 


U 


bei welchen Integrationen v reelle Werthe durchliuft. Die Gleichungen 
der freien Grenze 32’0o’ sind bei derselben Bemerkung 


v 
rf 2 1 2vdv 
me +f (epee ee) po 


' ky k,? 2dv 
Y= 9s +f (atm + e 33) Vite -\ 


Die ausfiihrlichen Rechnungen finden sich in der Originalabhandlung, 


(16) 


(17) 
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wo y, auch auf einem zweiten Integrationsweg berechnet ist. Man 
sieht leicht ein, dass y, bei gehériger Wahl von k, und k, auch 
negativ ausfallen kann. 

Bei Einfiihrung eines Vergrésserungscoefficienten a erleiden die 
drei Gréssen c, x, und y, eine a-fache Vergrésserung, und die Formeln 
enthalten ebenfalls drei zwischen gewissen Grenzen willkiirliche Werthe 
k,, k, und a. Mit der Lésung der Aufgabe, welches die Werthe der 
Letzteren bei beliebig gegebenen c, 2,, y, sind, habe ich mich nicht 
befasst. 


VIII. Mittelst Spiegelung an der Linie 2,2, erhiilt man (Fig. 5) 
die Zerlegung eines aus einem Canal von endlicher Breite ausfliessenden 


Z, z,. 








Strahls in zwei Strahlen in Folge einer festen Querwand, die in der 
Mitte des Canals senkrecht zur Axe angebracht ist. 

Die Wand zg, kann bei gehérigen Werthen von k, und k, auch 
in’s Innere des Canals fallen. 


1X. Ohne mich in ausfiihrliche Rechnungen einzulassen, fiige ich 
im Anschluss an die eben beschriebene die folgende Abbildung bei. 
Es seien in den Gleichungen 


ie ,wt pkg 
c— Vit, ee Sth 


die Gréssen B, ky, k, reell; dann sind 


w=—oo, u=—hki, c= fist. 

. 1— ke 
w=+o0, u=—hki, c= Vf. 
on ES, u=0, €=1 


ky? 
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zusammengehdrige Werthe, und zwar fallen die so definirten §-Punkte 
auf den Kinheitskreis (Fig. 6a). Daraus ergiebt sich als Skizze der 
Strémung die Fig. 6b. 


aS 
mo 
: cs SS 
\ \ 
\ \ 


Fig. 6a. 


Fig. 6b. 


§ 3. 
Der Querschnitt des Dammes ist von der Winkelform _|. 


X. Die Grenzen des €-Gebietes (Fig. 7b) seien: Ein Halbkreis, 
dessen Endpunkte 3 and 2 auf der &-Axe liegen; die aus den Punkten 
3 und 2 in’s Unendliche laufenden Radien des Kreises; die im Unend- 
lichen gelegenen Quadranten BB; endlich die doppelt zu zihlenden 
Radientheile BA resp. AB, deren Endpunkte B, B im Unendlichen 


sind, wihrend der Punkt A sich vom Mittelpunkt in einer Entfernung 
> 1 befindet. 


Dieses €-Gebiet ist auf einen Parallelstreifen von der Breite 22 
abzubilden (Fig. 7a), so dass drei beliebige Punkte der Grenzen sich 
gegenseitig entsprechen. Die Gleichung (3) liefert schon eine solche 
Abbildung nur bei specieller Zuordnung der Randpunkte. Um die 
Aufgabe allgemein zu lésen, haben wir nur zu setzen anstatt e” die 
linear-gebrochene Function 


w 


« + Be* 


w? 


y+ de" 


wo a, B, y, 9 zu bestimmende Constanten sind. Wir kommen so auf 
die Abbildungsformel 


(18) gate, ome / 1 —[ ete 


1—w’ w 








EET 
















SS ire 











a 
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Die daraus entspringenden mannigfaltigen Strémungen lassen sich 
leicht skizziren, man hat nur den Punkten — oo, 0, +00 des w- 
Gebietes beliebige, nur in demselben Sinne aufeinander folgende, Rand- 
punkte des £-Gebietes zuzuordnen. 


Man fiihre ein v-Gebiet ein mittelst der Substitution: 


(19) own SHEE 
y+ de? 
d. i 
; _ —atyv, 
i 


aus ihr folgt 
dw ad —By 
dv ~~ (a—yv)(p—dv) 


Mit Beiziehung von § = = hat man daher 





* 
ds _ i+ _2(ad—6y) 
dv Vi — ut («—yv)(B—d)’ 
d. i. 
(20) dz 2(@d—By) 1+kVi-v - 
r dv (a—yv)(B—v) V1. — Re + Reve 


Ks ist demnach ¢ im Allgemeinen ein elliptisches Integral von v. 


Wir berechnen ausfiihrlich bloss die Fille, wo bei reellem positivem 
a, entweder 


I f= — %, f=—l, =-+1. 
w= -—- oo, w = +00, w = 0 
oder 

Il f= + a, f=—l, f=-+1, 


w= — oo, WwW =O, w = 0 


zugeordnete Punkte sind. Ks entspringen aus 


y+ de® 


die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir a, B, y, 0 
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1 EI =G), 


R Nao? +1 
6 2 
Sos (5); 
_ («t+ bY. 
oe Ss 
Den Gleichungen geschieht geniige, wenn entweder 
a) a=—2a, B=1l+a, d= Il+a, y= —2; 
oder 
b) a= 2a, B=1—a, —=-—I+a, y= 2. 
Im ersten Falle ist i= + 1, im zweiten = — 1. 


Der Werth von ist in beiden Fallen — a. 


Der Werth von a! ist im ersten Fall = — 1, im zweiten = + 1. 
Im Falle a) hat man 
ad — By = — 2a(1+a) + 2(14+a) = 2(1—a’). 
Im Falle b) 


«ad —By= 2a(a—1) — 2(1—a) = 2(a*—1), 
und in derselben Reihenfolge 
(20a) dz 2(1 — a) 1+kVi-e& . 


dv” (—a)(i—») Vi_eP+Re’ 


(20b) dz —s2x(ita) 14kVi-w& 


dv (a—v) (1+) “oye e+ 2 v2 ° 


Diese Gleichungen gehen in einander iiber, wenn man statt v, a setat 
—v,—a. 


Zur ersteren Gleichung (Fall I) gehért die Substitution: 


w 


(19a) pe SHH, 
—2 +(1+a)e? 
zur zweiten (Fall II) 
(19b) pm 244 (1-ae™ 
7 


2+ (—1+a)e 
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XI. Im ersten Fall strémt die Flissigkeit (Fig. 7) in einem Canal 
von der Breite ¢ aus der Unendlichkeit gegen einen Damm von der 
Breite g, der mit einer Einbiegung von der Liinge h versehen ist, 
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. S| | 
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Fig. 7¢ 
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und tritt dann als freier Strahl zum Vorschein; die freie Grenze hat zur 
Asymptote eine zur entgegengesetzten Wand parallele Gerade; letztere 
gerade Wand reicht in entgegengesetzten Richtungen in’s Unendliche. 
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Zu berechnen sind c, g, h und die Dicke des Strahls im Unend- 
lichen s. 


Man hat 
s= 22, 


c= 22a). 
Die Breite des w-Streifens ist nimlich — s = 2z, und die Ge- 
schwindigkeit der Strémung hat im unendlich entfernten Querschnitt 
(w == — oo) des Canals den Werth — 


Zur Berechnung von g und h setze man 


‘ dz 2(1—a) 1+kVi-& 
(20a) dv (v—a)(1—v) V7 —- B+ Re’ 
und 

(21) f(v) = 2(1—a):k 1+4k Vi—v 








(v—a)(1—v) ip ° 
wo gesetzt ist 
k—1 
+: 


Da im Bereich der Breite g die Ungleichheiten Bestand haben: 
—bevdeh i<t 


A? a 





demnach 
v<ist< i, 
so ist f(v) tiberall imaginir. Daher ist 
+ 
= _ 2(1—a) 1 1+kVi — wv 
(22) g ars os Se (a—v)(1—v) — Ve—o dv, 


=2 
wo die Wurzeln positiv zu nehmen sind. 
Ebenso ist in allen Punkten des Einsprungs von der Tiefe h 











A<-—v<l, 
daher f(v) tiberall reell und demzufolge 
1 
_ 2(i— a) 1 1+kVi—v 
(23) aici sa) f G++) faa 
i 
Die Differentialgleichungen der freien Grenze sind endlich: 
ea _, ti— a) _ . 7 
(24) o . as 
dy _ 2(1—a) Ve—i- 
wo das Zahlengebiet von v gegeben ist durch 
l<v’<soo, 























XII. Beziiglich der Reduction von g und h auf Normalintegrale 
verweise ich auf die oben angefiihrte Publication. Ich unterlasse auch 
die nihere Beschreibung des in Fig. 8 skizzirten Falles, welcher der An- 
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Bye 





nahme a=A entspricht und iibergehe zur Beschreibung des in X skizzirten 
zweiten Falles. Die Fliissigkeit strémt aus der Unendlichkeit in einem 


Canal von der Breite ¢ (Fig. 9) 
gegen eine Wand von der Liinge 
g>c, die mit den Winden des 
Canals einen rechten Winkel 
einschliesst und die Fortsetzung 
der einen Wand bildet; die 
Wand g ist ein Theil des Dammes, 
der zweite Theil lauft parallel 
den Winden des Canals und 
reicht in die Unendlichkeit. Die 
Berechnung der Dimensionen 
der Strémung, wie auch die der 
freien Grenzen finden sich a. a. O. 


Es versteht sich von selbst, dass man durch Spiegelung aus den 
bisher beschriebenen, wie auch aus den im folgenden Paragraphen zu 
beschreibenden Strémungen scheinbar andere Formen ableiten kann. 


Fig. 8. 
























, 
< 













Fig. 9. 
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§ 4. 
Allgemeinere Strémungsformen mit freier Grenze. 

XIII. Man erhilt in gewisser Hinsicht eine Zusammensetzung von 
einfachen Strémungen auf folgende Weise: 

Es mégen 

§ = /j(@); = 1,2,..-m) 

in beschrankten Gebieten im Innern iiberall isogonale Abbildungen dar- 
stellen, bei welchen einem speciellen Stiicke der Geraden » = 0 der 


w-Ebene in den §-Ebenen, fiir simmtliche j, Kreishégen mit dem Radius 1 
entsprechen; dann liefert die Beziehung 


4 -J] gj 


j=1 


eine im Innern des schmialsten der w-Streifen iiberall isogonale Ab- 
bildung der Art, dass die Beziehung 


s— ftdw 


eine Strémung mit freier Grenze beschreibt. 
Es seien insbesondere g; reelle, k; und n; positive Zahlen, und 
zwar »; <1. Es seien ferner 


1+ u, ; 
US, water orf, 
c=] uy, 


j=l 
wo JI das Symbol der Multiplication bedeutet. 

Wenn keines der k; kleiner ist als 1, und keines der e kleiner 
als 0, so erhalten wir jedenfalls eine Strémung mit freier Grenze, wenn 
wir die Abbildung der £-Ebene auf die w-Ebene, auf den zwischen 
wv =0 und »y=h befindlichen Streifen beschriinken; dabei h so be- 
stimmen, dass im IJnnern des Streifens kein Punkt sich befinde, in 


welchen a = 0 oder oo wird. 
w 


Da namlich keiner der Factoren U;4, dem absoluten Betrag nach, 
<1 wird, so ist auch das Product Aller, nimlich §< 1. Da ferner 
simmtliche u; imaginaér werden, wenn w iiber einen gewissen positiven 
Werth w, hinaus wichst, so werden auch siimmtliche U;, daher auch 
€ gleich der complexen Einheit. Jenem Theil der Geraden » = 0, 
auf welchem gp > w, ist, entspricht daher auf der Stroémungslinie eine 
freie Grenze; denn auf dieser Linie ist die Geschwindigkeit, wie soeben 
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gezeigt wurde, —1, wiahrend sie im Innern der Strémungsebene 
iiberall < 1 ist. Unendlich kann § nur in den Punkten werden, wo 

uw=1, di. wma 
I 


wird; hier wie auch dort, wo = == 0 oder = oo wird, miissen sich 


feste Wiinde befinden. 

Die Bedingung, dass keiner der k; kleiner sei als 1, und keines 
der e; kleiner als 0, ist aber keinesfalls eine nothwendige. 

Die Strémung wird am einfachsten, wenn simmtliche g; — 0 
werden, und 


m+m+---+m=1 


stattfindet; die Strémungsebene wird in diesem Fall durch Figur 10b 
dargestellt; die Seitenanzahl des Dammpolygons ist = m; die Gréssen 
der Winkel werden durch die Exponenten n;, die Seiten durch die 











Fig. 10b. 


Werthe von m; und k; bestimmt. Die Geschwindigkeit wird — 0 in 
allen Ecken des Polygons, wiahrend sie sich auf den Seiten continuirlich 
andert (Fig. 10a). Der Uebergang von Damm-Polygon auf stetig ge- 
kriimmte Damm-Curven ist demzufolge auf diesem Weg nicht statthaft. 

1. Als Beispiel zur Zusammensetzung von einfachen Strémungen 


diene 
_ a/itkwu 1+ ku 
- EB Fas 
w=VYl—e, k >k,>1. 


Die w-Ebene sei der Parallelstreifen zwischen y—0O und p =a. 
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Die einzelnen 
a/itk,u : , 
b=<V ia GND 


werden durch Fig. 1b und 1la,, daher die aus ihnen entspringende 
€-Ebene durch Fig. 7 dargestellt. Die Abbildungsformel und dem- 
zufolge auch die Strémung selbst ist enthalten in der im vorigen 
Paragraphen zu Grunde liegenden. Ich unterdriicke den Beweis, und 
fiige nur hinzu, dass dies auch dann zutreffen kann, wenn k, und k, 
complex conjugirt sind; auch kann das Eine von ihnen < 1, zugleich 
muss aber das Andere > 1 sein. 


2. Als zweites Beispiel sei angefiihrt 
— [Eke Fhe ithe yy 
pa iti i — kyu } i— hw? u== Yl —e”, 


Die Figur lla und 11b zeigen bei speciellen Annahmen fiir 
k, >k, >k, > 1 die entsprechenden reciproken Geschwindigkeits- 























Fig. 1) b. 


Fig. lla, 


und Strémungs-Gebiete, wahrend das w-Gebiet ein Parallelstreifen von 
der Breite z ist. 
Dass € und uw (nach getroffener Wahl der Wurzelzeichen in einem 


Punkt) sich auf einander eindeutig beziehen, folgt daraus, dass Ma 
nur in Randpunkten 0 oder oo wird. Es ist naimlich 


Ce ky ky 


k, \. 
gu ~~ 3 Goer + mew + ie 


dies wird aber nur unendlich, wenn einer der Werthe 1 — kyu ver- 
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schwindet, also in Punkten wo £ = oo wird d. i. in Randpunkten. 
Ferner wird vt = 0 in zwei Punkten, die aber reellen « entsprechen, 


demzufolge ebenfalls Punkte der Grenzen sind; es entsprechen den- 
selben auf der €-Ebene die beiden Cuspidalpunkte der Grenze. 

Ist die Anzahl der € grésser als 3, so erhalt man Strémungen 
mit freier Grenze, deren Beschreibung mittelst hyperelliptischer Integrale 
geschieht. Sind alle Gréssen f; reell, so sind auf jeden Fall simmt- 
liche feste Wiande gerade; der allgemeinere Fall bleibt spiatern Unter- 
suchungen vorbehalten. 

3. Zur Beschreibung der Strémung geniigen hyperelliptische 
Integrale, sobald im allgemeinen Ausdruck fiir § (Art. XIII, pag. 266) 


simmtliche ty = 5 sind. Ich beschrinke mich auf die nihere Be- 
trachtung des Falles, wo nur zwei §; auftreten, demzufolge zur Be- 
schreibung elliptische Integrale geniigen. Es sei demnach 
oft thy 7/1 + kets 
c— Vite Vite. 
u, = Ver — ev; 


Uy = Ver — ev. 


Man setze 
“ue”, 
a, = er, 
A, = e253 


man erhilt 
dz_ 1 Ve w + Vag) 


du su V(t vest k,?(ay—u)) (1 — Ig? (ag —u)) 





Wir setzen speciell fest, dass die Gréssen k; und q, reell seien, u. zw. 


ky > ky 21; M > %- 
Die Gebiete der § seien dieselben wie (pag. 250, 257) mit dem Unter- 
schiede, dass die Punkte & —1 nicht dem Punkt w—O0 sondern 
w = g; entsprechen (Fig. 12a,, 12a,; 13a,, 13a,). 

Ist ~=—0, und g < qg,, so beschreibt das ¢-Bild des untern 
Randes vom w-Streifen dieselbe Linie wie im ersten Beispiel (pag. 267); 
wenn hingegen 

Pi > P> Pa; 


so ist § gleich der complexen Kinheit, wihrend beziiglich €, zwei 
Fille méglich sind: entweder ist €, reell und positiv im ganzen Intervall, 
oder es ist in der ersten Halfte noch imaginir. 
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In Fig. 12b, 12c ist der erste Fall, in Fig. 13b, 13¢ der zweite 
skizzirt; ich bemerke, dass im zweiten Fall die beiden krummen Aeste 
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Fig. 13a, a 
ig. 13a,. 

















Strahlformen bei Fliissigkeiten. 271 


auf dem Rand der ¢-Ebene eine gemeinschaftliche Asymptote besitzen. 
Kine leichte Rechnung, die ich hier unterdriicke, zeigt, dass ausser den 
Punkten, wo §€=0 oder = oo wird, noch in jenen Punkten Singu- 
laritiiten auftreten, wo die Gleichung stattfindet 


K(1 — ky? ay?) wy + hy (1 — hey? tty?) ty = 0; 
in diesen Punkten ist naimlich = = (), 


es 





= 
i 





Vig. 13d, 











| 
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§ 

i | 

Fig. 13. 


XVII. Die eine Seite des Strémungs-Gebietes endet in den hier 
beschriebenen Fallen in einer freien Grenze des ausfliessenden Strahls, 
was eine Folge dessen ist, dass dem Punkt woo imaginire u; Werthe 
entsprechen fiir alle 7. Man entfernt diese Beschrinkung, wenn man 
in den §-Formeln an Stelle von e” eine linear-gebrochene Function 
von e” einfiihrt. Man erhalt so Strémungsebenen, die zu den ur- 
spriinglichen dieselbe Beziehung darbieten, wie Strémungen in § 2 zu 
denen in § 1. 

Man erhilt thnliche Strémungen von allgemeinerer Natur bei 
Zugrundelegung der Beziehung 
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TT (28) 
am u;—k,e} ? 
uy = ((a;,—e*) + (ay, —ew))t, 


y= ((b;, aces e”) ere (b;, _ ev), 


wo die a,b, k, nm Constante bezeichnen, und die Breite des w-Streifens 


so zu bestimmen ist (pag. 266), dass die Abbildung im Jnnern iiberall 
conform bleibt. 





Budapest, December 1893. 


























Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur 
Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt. 


Von 


A. Hurwitz in Ziirich. 


1, 


Auf Veranlassung meines verehrten Collegen, Herrn A. Stodola, 
beschiftigte ich mich vor einiger Zeit mit der Frage, wann eine Glei- 
chung n'*" Grades mit reellen Coefficienten 


yt" + a, 2" +--- +a, = 0 

nur solehe Wurzeln besituzt, deren reelle Bestandtheile negativ sind. 
Wenn auch die Erledigung dieser Frage nach den Methoden von 
Sturm, Liouville, Cauchy und Hermite keine _principielle 
Schwierigkeit bietet, so erlaube ich mir doch das Resultat, zu welchem 
ich gelangt bin, hier mitzutheilen, weil dasselbe wegen seiner ein- 
fachen, fiir die Anwendungen brauchbaren Gestalt vielleicht einiges 
Interesse verdient*). 

Die Herleitung des Resultates giebt mir zugleich Gelegenheit, die 
Methode von Hermite-Jacobi in einer Form darzustellen, in welcher 
sie eine Verallgemeinerung nach verschiedenen Richtungen zuliisst. 

Man darf sich, was hier geschehen soll, offenbar auf den Fall 
beschriinken, wo der Coefficient a, positiv ist. Denn andernfalls kann 
man die linke Seite der Gleichung mit dem Factor — 1 multipliciren. 
Man bilde nun die Determinante 


*) Herr Stodola benutzt mein Resultat in seiner Abhandlung iiber ,,die 
Regulirung von Turbinen“ (Schweiz. Bauzeitung, Bd. 23, Nr. 17, 18), deren 
Ergebnisse bei der Turbinenanlage des Badeortes Davos mit gliinzendem Erfolge 
Anwendung gefunden haben, — Die obige Frage wird auch, worauf mich Herr 
Stodola aufmerksam machte, in Thomson und Tait’s Natural Philosophy 
(1886. ‘Theil I, pag. 390) anfgeworfen und ihre Erledigung als wiinschenswerth 
bezeichnet, 
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a, as, As» eee Aga-i 
| Ayy Ay Uy. ++ Aza—e 
(1) A= | O, Gye Gays -- Gea-s. 





| ° ° . ® . - aa 


nach der Maassgabe, dass die Indices in der ersten Horizontalreihe 
immer um zwei Einheiten wachsen, in jeder Verticalreihe immer um 
eine Einheit abnehmen. Dabei ist allgemein a, — 0 zu setzen, wenn 
der Index x negativ oder grésser als n ist. 

Dies vorausgeschickt, gilt der Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dass die Glei- 
chung 


(2) a,x* + a,07'*+.---+a,=—0, 
in welcher der Coefficient a, positiv vorausgesetzt wird, nur Wurzeln 


mit negativen reellen Bestandtheilen besitet, ist die, dass die Werthe 
der Determinanten 

(3) A, = a,, 4,, 4,,.-.&s 

siimmtlich positiv sind. 

Zu diesem Satze ist noch folgendes zu bemerken. Die Determi- 
nante A, ist, wie man leicht erkennt, indem man sie nach den Ele- 
menten der letzten Verticalreihe entwickelt, gleich a, - A,_;. 

Daher ist die Forderung, dass A,_, und A, positiv sein sollen, 
gleichbedeutend mit der anderen, dass A,_; und a, positiv sein sollen. 
Der obige Satz bleibt also richtig, wenn a, an Stelle von A, gesetzt 
wird. Kine andere Bemerkung ist diese: 

Betrachtet man die Reihe der Determinanten 
(4) A,, 4,, &3, A,,.--, 
so verschwinden die Glieder dieser Reihe vom (n+ 1)**" ab identisch, 
d. h. fiir unbestimmt gedachte Werthe von a,,a,,...a,. Denn die 
Elemente der letzten Verticalreihe von A, sind fiir 4 > m siimmtlich 
Null. Die Bedingung des Satzes kann also auch dahin ausgesprochen 
werden, dass die nicht identisch verschwindenden Glieder der Reihe (4) 
simmtlich positiv sein miissen. Die Glieder dieser Reihe sind aus- 
fiihrlich geschrieben diese: 


|, G3, As, A; 

@,, Gy, as 
ay, as | 
a, ly Gy, My, Ay}, 
Ay, A | 


My, Ag, Ay, A 

im 
a oe a 
0, a, ay ee oe 





0, dy, a2, a, 


und man bildet hiernach ohne Weiteres die Bedingungen fiir jeden 
speciellen Werth von n. 
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Beispielsweise lauten die Bedingungen fiir die Gleichung ten 
Grades (n = 4): 








aes @,, a3, 0 

a, > 0, | ited Ay, %,U/>9, a>. 
- Ay, My | 0 a a 
“ie “3 


Herr Stodola hat bemerkt, dass eine nothwendige Bedingung dafiir, 
dass die Gleichung (2) nur Wurzeln mit negativen reellen Bestandtheilen 
besitzt, die ist, dass siimmtliche Coefficienten a), a,,...a@, positiv sind. 
In der That: wenn die reellen Bestandtheile aller Wurzeln der Glei- 
chung (2) negativ sind, so hat jeder reelle Linearfactor der linken 
Seite der Gleichung die Form 2+ p und jeder reelle quadratische 
Factor die Form (%+-p,)? + p.? = a + pa + p", wo p, Py, 22, P,P” 
positive Gréssen bezeichnen. Da aber das Product von ganzen Func- 
tionen mit positiven Coefficienten ebenfalls positive Coefficienten besitzt, 
so wird auch die linke Seite der Gleichung (2) nur positive Coefficienten 
aufweisen. 


2. 
Die ganze rationale Function f(x), deren Coefficienten zuniichst 
auch complexe Werthe besitzen kénnen, mége der einen Bedingung 
unterworfen sein, dass sie fiir keinen rein imaginiiren Werth von x 


verschwindet. Bezeichnen dann N bez. P die Anzahlen der Nullstellen 
von f(x), die negativen bez. positiven reellen Theil besitzen, so ist 


(5) N+ P=n, 

unter » den Grad von f(x) verstanden. Es sei nun c eine beliebige 
(complexe) Constante und 

(6) ef(x) = 9. '*?, 


so dass @ den absoluten Betrag und ap das Argument von c/(x) be- 
zeichnet. Der Winkel @ iindert sich stetig mit dem Werthe von z 
und nimmt insbesondere um 


(7) N-P=A 

Kinheiten ab, wenn « die rein imaginiren Zahlen von 4+-ioo bis 
—ioo durchliuft. Man erkennt dies unmittelbar, wenn man, unter 
Benutzung der iiblichen geometrischen Darstellung der complexen 


Zahlen, die Aenderung des Argumentes des einzelnen Linearfactors 
von f(x) verfolgt. Nach (5) und (7) ist nun 


4 —A 
(8) N="tS, p—* 4. 


Die Bestimmung von A wird jetzt in bekannter Weise auf die 
18* 
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eines Cauchy’chen Index*) zuriickgefiihrt. Allgemein hat man unter 
dem Index einer Grésse R, die in jedem Punkte einer in bestimmtem 
Sinne zu durchlaufenden Linie LZ einen bestimmten reellen Werth 
besitzt, die folgendermassen zu bildende Zahl zu verstehen. Man 
ordne jedem Punkte von ZL, in welchem R unendlich wird, die Zahl 0, 
oder + 1 oder — 1 zu, je nachdem R beim Ueberschreiten des Punktes 
das Zeichen nicht wechselt oder von negativen zu positiven oder von 
positiven zu negativen Werthen iibergeht. Der Index von R beziig- 
lich der Linie Z ist dann die Summe aller den Unendlichkeitspunkten 
von FR zugeordneten Zahlen. Man setzt hierbei stillschweigend voraus, 
dass R nur in einer endlichen Zahl von Punkten unendlich werdend das 


Zeichen wechselt, und dass ¥ in der Umgebung dieser Punkte stetig ist. 


Dies in Erinnerung gebracht, sei ¢ eine reelle Veriinderliche und 
(9) ef(— iz) =U + iD, 
wo U und V ganze Functionen von ¢ mit reellen Coefficienten be- 
zeichnen. Wird nun 


(10) 7 =k) 
gesetzt, so hat man 


g = . arctg R(z), 


und aus dieser Gleichung folgt, dass A iibereinstimmt mit dem Index 
von F(z) beziiglich der im Sinne der wachsenden ¢ zu durchlaufenden 
reellen z-Axe (die als eine im Unendlichen geschlossene Linie an- 
zusehen ist). Im Folgenden nehme ich an, dass R(z) fiir ¢ = oo nieht 
unendlich wird, was offenbar gestattet ist, da man tiber die Constante ¢ 
willkiirlich verfiigen kann. 


3. 


Es sei jetzt R(z) irgend eine rationale Function von ¢ mit reellen 
Coefficienten, die fiir zg = oo endlich bleibt. 

Der Index von R(z) (beziiglich der im Sinne der wachsenden ¢ 
zu durchlaufenden Axe der reellen Zahlen) lasst sich bekanntlich durch 
das Sturm’sche Divisionsverfahren oder nach Hermite durch Auf- 
stellung einer quadratischen Form bestimmen, deren Signatur mit dem 
gesuchten Index iibereinstimmt. Unter ,,Signatur“ einer quadratischen 
Form mit reellen Coefficienten verstehe ich dabei mit Hrn. Frobenius**) 


*) Journal de l’école polytechnique, XV. (1837). Der Cauchy’sche Index ist 
als specieller Fall in dem von Kronecker eingefiihrten Begriff der Charakteristik 
von Functionensystemen (Monatsberichte der kgl. preussischen Akademie der 
Wissenschaften 1869) enthalten. 

**) Ueber das Triigheitsgesetz der quadratischen Formen. (Sitzungsberichte 
der kgl. preussischen Akademie der Wissenschaften. 1894). 
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die Differenz zwischen der Zah! der positiven und der negativen Quadrate, 
die bei der Darstellung der Form durch ein Aggregat von mdglichst 
wenigen Quadraten reeller Linearfunctionen auftreten. 

Man wird zu dieser Hermite’schen Bestimmungsweise des Index 
von R(z) auf folgendem Wege gefiihrt. Bezeichnet 
(11) O(2) = Yo Fe + Yee? bess + Ym" 
eine ganze rationale Function von 2, deren Coefficienten als willkiir- 
liche Parameter angesehen werden, so stellt das Integral 


6 1 , 
(12) Fr =z), f Re [O(z)|* dz, 
erstreckt durch eine alle Pole von R(z) einschliessende Curve, eine 
quadratische Form der Parameter y,, y,, ...Ym—1 dar, die als Coef- 


ficient von s in der Entwicklung von R(z)(@(z)]? nach aufsteigenden 


Potenzen von : leicht gebildet werden kann*). Andererseits ist das 


lutegral gleich der Summe der Residuen von R(z)[O(¢)}*, die den Polen 
vou R(z) entsprechen. Es sei ¢ <= a ein einfacher Pol von R(z) und 


(13) Ratt)h—F+eo+eqt+--- 
dann ist das auf ¢ = a beziigliche Residuum 
¢ - [O(a)]?. 


Wenn a reell ist, so liefert der Pol 2 =a den Beitrag + 1 oder — 1 
zu dem Index von R(z) je nachdem c positiv oder negativ ist. Wenn 
a imaginiir ist und @ den zu a conjugirten Pol bezeichnet, so ist die 
Summe der auf @ und @ beziiglichen Residuen 

c[O (a)? + €[O(@)]? = (P+1Q)? + (P—iQ)? = 2P? —2Q, 
wo P und Q reelle Linearfunctionen sind. Hieraus folgt — zuniichst 
unter der Voraussetzung, dass R(z) nur einfache Pole besitzt — 
der Satz: 

Bezeichnet n die Zahl der Pole von R(z), so lisst sich die quadra- 
tische Form Fi, als ein Aggregat von n Quadraten darstellen, wobei 


*) . Stelle des Integrales (2) kann man mit gleichem Erfolge auch das 

Integral 5 = mf Be . a dz, erstreckt um die Stelle z=a, betrachten, 
a 

unter @ einen .. Werth verstanden, fiir welchen R(z) endlich bleibt, Fiir 
dieses Integral spielt 2 = « dieselbe Rolle, wie = fiir das Integral (12). Im 
Zusammenhange hiermit steht die unmittelbar einleuchtende Thatsache, dass der 
az+b ee is 
aw 3 ) gleich ist dem Index von R(z), falls a, b, c,d reelle 


Constanten bedeuten, deren Determinante ad — be positiv ist, 


Index von R 
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zugleich die Differenz zwischen der Zahl der positiven und der Zahl der 
negativen Quadrate gleich dem Index von R(z) ist. 

Dieser Satz gilt aber auch fiir den Fall, dass R(z) Pole von be- 
liebiger Multiplicitat besitzt, wo dann unter m die Zahl der Pole, jeder 
mit seiner Multiplicitiét gezihlt, zu verstehen ist*). Es sei, um dies 
zu beweisen, ¢ = a ein A-facher Pol von R(s) und 


Rat)—f+ goto t Stes 
O(a+t) = 0, (a) + 0, (a)é + 0,(a)?+---, 
wo ©,(a), 0,(@),... lineare Formen der Parameter y,, y,, .~ + Ym—1 
bezeichnen. Das ¢ =a entsprechende Residuum lautet dann: 
2-19)? + 2e-20,0, +--+ + ¢(20, 0,1 + 20,O,-2 + ---). 
Je nachdem nun 4 gerade oder ungerade ist, lisst sich dieses Kesiduum 


in die Gestalt 
Ooo + O,%, +--+ + Opi Ppt (A=2p) 


oder 
Oo % + OM, ++ ++ Opti + cOi (A=2u+1) 
setzen, wo %, %,,..-. lineare Functionen der Parameter bedeuten. 


Ist @ reell, so sind die Coefficienten von 0,, 0,,-.. Wo, W,>--- 
ebenfalls reell und das Residuum kann in die Form 


[; (O,+ vo) o- [ (O,— vo) | — [; Ou-1+ Yu) | 


— [FQ 1—Y-)f  (A= 2p) 
oder 


[5 (o+¥0)f —[$(@,— do) +--+ [Oe e+) - 
—[£(Q.a— 1) | +e0,2 (A=2u+1) 


gebracht werden, in welcher es als Aggregat von 4 Quadraten reeller 
Linearformen erscheint. 


Dabei treten, wenn 4 gerade ist, genau so viele positive wie 
negative Quadrate auf; dagegen tritt, wenn A ungerade ist, ein posi- 
tives oder ein negatives Quadrat mehr auf, je nachdem ¢ positiv oder 


*) Dass die auf die Sturm’schen Reihen beziiglichen Deductionen mit den 
geeigneten Modificationen auch noch giiltig bleiben, wenn die in Betracht kom- 
menden ganzen Functionen mebrfache Linearfactoren besitzen, bemerkt Kronecker 
in seiner Abhandlung: Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus zwei 


algebraischen Gleichungen (Monatsberichte der kgl. preussischen Akademie der 
Wissenschaften, 1881). 
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negativ ist. Die Discussion des Falles, wo =a complex ist, ist in 
iihnlicher Weise zu erledigen, und man erkennt so die allgemeine 
Giiltigkeit des obigen Satzes. 


4, 


Ist m >, so besitzt die quadratische Form F,, eine verschwindende 
Determinante, da sich die Form als Aggregat von  Quadraten, also 
als eine Form von weniger als m linearen Verbindungen der Parameter 
Yor Yr» +++ Ym—1 Aarstellen laisst. Hingegen ist die Determinante der Form 
F, von Null verschieden. Man kann dies entweder dadurch beweisen, 
dass man die Uebereinstimmung dieser Determinante mit der Resultante 
von Ziihler und Nenner der in reducirter Form geschriebenen rationalen 
Function R(z) zeigt (vgl. unten Nr. 6), oder auch auf folgendem Wege: 

Wiirde die Determinante von F’, verschwinden, so kénnte man 
solche nicht simmtlich verschwindende Werthe von y, 4,, .++ Yn—1 


finden, fiir welche at} % . ale d. h, also die Integrale 
(14) siz f R@) -0(@). Ade (A=0, 1,...n—1) 
simmtlich Null sind, Wenn nun 

(15) R(z). O(2) = G(z) + Ry) 

ist, wo G(z) eine ganze rationale Function von 2 und 

(16) (2) = R(e). (2) —G@—E4 E+... 


eine fiir ¢ = oo verschwindende rationale Function bezeichnet, so ist 
fiir das Verschwinden jener Integrale erforderlich, dass 


Y onl ans: ita 


ist, dass also Rt, (¢) mindestens von der (n-+-1)'" Ordnung fiir ¢ = co 
verschwindet. Da aber R, (2) nur an den Polen von R(z), also héchstens 
n Mal unendlich werden kann, so muss R, (4) ideutisch verschwinden. 
Die hieraus folgende Gleichung R(z) . O(2) = G(z) ist aber unméglich, 
da Q(2) héchstens vom (m — 1)" Grade ist und R(z) m Pole besitzt. 


5. 


Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun folgendes Verfahren 
zur Bestimmung des Index von R(z): 
Ks sei 


(17) Re)=e+24+44+3+- 
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die Entwicklung von R(z) in der Umgebung von z = co, Der Factor 
von : in der Entwicklung des Productes aus R(z) und 


(18) [O(2)} => yiyeat* (i,k=0,1...m—1) 
i,k 
ist dann 
(19) Fn => CeyiYe (i, k=0,1,...m—1), 
i,k 


und die Determinante der Form F, ‘stellt sich dar in der Gestalt: 


Coy CO, ore Cm—1 | 
tis tes so 


20) ree | 





Cm—1) Cm) +++ Com—2 | 
In der Reihe der Determinanten 
(21) D,, D,, Ds, .- 


sind nun alle Glieder von einem bestimmten, etwa D,4,, ab gleich 
Null, waihrend D, von Null verschieden ist. Es giebt dann m die 
Zahl der Pole von R(z) an, und der Index von R(z) ist gleich der 
Signatur der Form F,. 

Die Signatur der Form F, kann man in jedem Falle aus den 
Vorzeichen der nicht verschwindenden unter den Determinanten 
D,, D,, ...+ Das ablesen.*) In dem Falle, wo keine dieser Deter- 
minanten verschwindet, lisst sich F,, wie bekaunt und iibrigeus leicht 
zu zeigen ist, in der Form 


~~. D, y 
F, = Diu? + =u,?7+--- — ©. 
n 1M + 7, 1 + ear n—1 


darstellen, wo u,; eine reelle Linearform von yj, Yi+1,.. + Yn-1 ist. Der 
Index von R(z) ist dann also gleich der Differenz zwischen der Zahl 
der positiven und der Zahl der negativen Glieder der Reihe 


p.. Ds Ds... Pa 
1” Dy D,? D 





n-1 


Dieser Fall tritt insbesondere ein, wenn der Index von R(z) seinen 
Maximalwerth » besitzt. Denn es ist dann F’, eine definite positive 
Horm und ebenso F,1, F,-2,... 2, da die letzteren Formen durch 
Nullsetzen einiger der Parameter y), y,.---Yn—1 aus F, entstehen. Die 


*) Frobenius. 1. c. pag. 410. 
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Determinante einer definiten positiven Form ist aber stets positiv. 
Es gilt hiernach der Satz: 

Der Index von R(z) hat stets und nur dann seinen Maximalwerth n, 
wenn die Determinanten D,, D,,...D, positiv sind. 

6. 

Es sei jetzt R(¢) in der Gestalt gegeben 
a by 2” + 0,2" ' +--+, 
a Be) = Pag ba,” 
wo der Coefficient a, von Null verschieden vorausgesetzt wird. Der 
Grad v des Nenners von R(z) ist grésser oder gleich n, je nachdem 
Zihler und Nenner von R(z) einen gemeinsamen Theiler haben oder 
nicht. Man kann nun die Determinante D,, (20) umformen in eine 
Determinante, in welcher die Coefficienten a,,... a), by,... by die 
Elemente bilden. Diese Umformung lisst sich mit Hiilfe des folgen- 
den Satzes ausfiihren, den man leicht aus dem Multiplicationstheorem 








' der Determinanten ableitet. 
. Es seien 
: (23) Bis Boy s+) Bry. 
; f gewohuliche Potenzreihen von z, die durch Multiplication mit 
; : (24) Pek+hethe+ 
; in die neuen Potenzreihen 
| (25) B's Bo’, - + +s Bmy eee 
ibergehen mégen, so dass also allgemein $8, = $.3,, ist. Trennt 
man dann von jeder der Reihen $8,, B,,... Bu (bez. $y’, Poy... Bu) 
L | die ersten m Glieder ab und bezeichnet mit A, (bez. 4),) die Deter- 
minante der so entstehenden m ganzen Functionen (m—1)'" Grades 
von Z, so ist 
(26) A, =k .A,. 
Diesen Satz wende ich nun auf folgenden Fall an. Es sei 
bat bet bet a et oye + 018% + - 
und die Reihen (23) mégen, wie folgt, angenommen werden: 
Bi=l, PHepouetpae+--+, Papi P,, Prape—e’ P, 
| (4=1,2,...), 
wihrend die Reihe (24) mit 
' PB = dy + aye + aye? +-- 
, identiticirt werden soll, Die Reihen (25) lauten daun: 
B= PF, BHF 2+h,2+4+---, ee Braye 2 Pp,’ 
(Aan 1,2...) 
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Ersetzt man noch in der Gleichung (26) den Index m durch 2m, so 
giebt nun diese Gleichung die gewiinschte Umformung der Deter- 
minante D,,. Es kommt niamlich: 

(27) a2". Da = Ra, 

wo ft,, die Determinante 


Ay, My, +--+ A2m—-1 
bos b, peer Dem—1 
0, Ug, ++ + A2m-2 


(28) Ry, = 0, by, eee ben—2 


rr ree 

C. oe * 
bedeutet. Diese verschwindet sicher, sobald m > v ist, da dann die 
Elemente der letzten Verticalreihe simmtlich Null sind. Man hat 
hiernach zur Bestimmung des Index (und zugleich der Zahl » der Pole) 
der rationalen Function (22) so zu verfabren: Man bildet die Reihe 
der Determinanten 

BR, R,,... &,. 

Wenn R, das letzte nicht verschwindende Glied dieser Reihe ist, 
so giebt » die Zahl der Pole, oder, was dasselbe ist, den Grad des 
Nenners von R(z) an, wenn R(z) in reducirter Gestalt geschrieben 
wird. Der Index von R(z) wird sodann aus den Vorzeichen der nicht 
verschwindenden Glieder der Reihe R,, R,,... R, abgeleitet. 


7. 


Insbesondere ergiebt sich jetzt leicht der unter Nr. 1 angegebene 
Satz. Es sei 
(29) f(x) = aya* + aya t+--- +a, =0 
eine Gleichung mit reellen Coefficienten. Dann ist 
(30) i*f(—iz) = (ay2" —a, a"? + ---) + t(a,a™!— a2" 4+.--,) 
und die in Nr. 2 mit A bezeichnete Zahl ist der lndex von 

ia a, 3° * — a, * 4+... 

(31) R(z)= er a —s 
Die Gleichung (29) hat nun, wie aus (8) in Nr. 2 hervorgeht, stets 
und uur dann ausschliesslich Wurzeln mit negativen reellen Theilen, 
wenn A= vn ist. Hieraus folgt, dass Zihler uad Nenner von R(z) 
theilerfremd sein miissen. Denn andernfalls wiirde R(z) dargestellt 


werden kénnen als ein Quotient, dessen Nenner vom Grade n' < n 
ist und der Index von (2) wire héchstens gleich n’. 





























Gleichungen, deren Wurzeln negative reelle Theile besitzen. 283 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Gleichung (29) nur Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt, ist 
also die, dass die Form 


(32) Fw=35 f R(z) [0(e)|? de 


eine definite positive Form von y, ¥,,..-Ya—1 ist. In Folge des Um- 
standes, dass R(z) eine ungerade Function von ¢ ist, lasst sich FI’, 
in zwei Formen zerlegen, von denen die eine nur die Parameter 


Yor Yor Yas «++, Gie andere nur die Parameter y,, y,, y,,... enthalt, 
In der That sei 


—1 -2 
(33) H(z) = ae - (Aa ; oder att, je nachdem n 
5a — ay 2 


gerade oder ungerade ist), 
R(z) =2. H(e). 
Ferner fasse man in O(z) die Glieder mit geraden und die mit un- 
geraden Potenzen von z zusammen, setze also 
O(2) = 0, (2) + 20, (2”). 
Fiihrt man nun in dem Integral (32) 2? = € als neue Integrations- 


variable ein und schreibt dann wieder z an Stelle von €, so findet 
man die in Rede stehende Zerlegung 


so ist offenbar 


4) FR=5h J H(2) (0, (2)? de + sb, [eH @ (0, ae. 


221, 


Die hierin enthaltene Thatsache, dass der Index von R(z) gleich 
der Summe der Indices von H(z) und ¢H(z) ist, lisst sich tbrigens, 
beiliufig bemerkt, auch unmittelbar aus dem Begriff des Index ableiten. 
Stellt man jetzt nach Nr. 5 und 6 die Bedingung auf, dass F’, oder 
was auf dasselbe hinauskommt, jedes der beiden Integrale (34) eine 
positive definite Form darstellt, so wird man nach einer leichten Um- 


formung der zu bildenden Determinanten auf den Satz von Nr. 1 
gefiibrt. 


8 


Durch die Gleichung (8) von Nr. 2 and die in Nr. 6 entwickelte 
Methode zur Bestimmung des Index einer rationalen Function ist all- 
gemein die Aufgabe gelést, die Anzahl derjenigen Wurzeln einer 
Gleichung f(x) = 0 zu bestimmen, die einen negativen reellen Theil 
besitzen, unter der Voraussetzung, dass die Gleichung durch keinen 
rein imaginiren Werth von 2 befriedigt wird. (Die letztere Be- 
schrankung kann man iibrigens fallen lassen, wenn mau festsetzt, 


dass jede rein imaginire Wurzel mit der Multiplicitiit 5 sowohl als 
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Wurzel mit negativem wie mit positivem Theil gezihlt werden soll.) 
Diese Aufgabe ist, wie die Substitution von — iz an Stelle von z 
zeigt, nicht wesentlich verschieden von der anderen, die Zahl der 
Wurzeln einer Gleichung n'*" Grades 


(35) fi (2) + tf(2) = 0, 
wo f,(%) und f,(x) ganze Functionen mit reellen Coefficienten be- 
zeichnen, zu bestimmen, welche einen positiv-imaginiiren Bestandtheil 


besitzen. Diese Zahl wird ebenfalls durch die erste Formel (8) also 


durch * = angegeben, unter A den Index von ae verstanden. 
i 


Mit der letzteren Aufgabe beschiiftigt sich Herr Hermite in zwei 
Abhandlungen*), auf die ich hier verweise. Zum Schluss bemerke 
ich noch Folgendes: Aus dem Begriff des Index geht unmittelbar 


hervor, dass eine rationale Function ae stets und nur dann den Index 
1 


-+- » besitzt, wenn der Nenner /,(z) in m Punkten der reellen Axe 
verschwindet (wobei 2 = oo als Nullstelle von f(x) anzusehen ist, falls 
f,(#) nur den (w»— 1)" Grad erreicht) und wenn zugleich f,(#) in je 
zwei aufeinanderfolgenden dieser Punkte Werthe von entgegengesetztem 
Vorzeichen annimmt. Hieraus folgert man weiter, dass der Maximal- 








werth -+- » des Index von ee stets und nur dann eintritt, wenn jede 
j 


der Gleichungen /,(z7) =—0, f,(~) =O m reelle von einander ver- 
schiedene Wurzeln besitzt und zugleich die Wurzeln der einen Glei- 
chung durch die der anderen getrennt werden. Insbesondere haben 
also die » Wurzeln der Gleichung (35) stets und nur dann simuwtlich 
positiv-imaginaren oder simmtlich negativ-imaginiren Bestandtheil, 
wenn die Wurzeln der Gleichungen /,(z)=0, f,(~) =O die eben 
erwibnte Beschaffenheit besitzen**). 


Ziirich, den 12. December 1894. 


*) Crelle’s Journal Bd, 52, pag. 39, Bulletin de la société mathématique 
de France, Bd. 7, pag. 128. 

**) Vgl. Biehler, Crelle’s Journal Bd. 87, pag. 350, Laguerre, ib. Bd. 89, 
pag. 339. 
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Ueber die Erweiterung eines Grundbegriffs der Geometrie 
der Lage. 


Von 


Gustav Koun in Wien. 


Der Gedanke, den Doppelverhiltnissbegriff zu erweitern, ist nicht 
neu. Kine solehe Erweiterung, welche sich freilich mehr nach der 
formalen Seite hin bewegt, liegt schon in den Mébius’schen Viel- 
ecksschnittverhiiltnissen vor. 

Erwiigungen mannigfacher Art haben mich dazu gefiihrt, die 
Staudt’sche Modification des Doppelverhiltnissbegriffs, seinen Wurf- 
begriff, einer Erweiterung zu Grunde zu legen. Ich schreibe nicht 
nur vier, sondern allgemein » Elementen eines einférmigen Triigers 
einen Wurf zu durch die Festsetzung, dass zwei Reihen von je n 
Klementen dann denselben Wurf bestimmen sollen, wenn sie sich 
durch eine projective Beziehung ihrer Trager in einander transformiren 
lassen; ich verstehe weiterhin unter dem Wurf von fiinf Punkten der 
Ebene, ihren Wurf auf der durch sie hindurchgehenden Curve zweiter 
Ordnung, unter dem Wurf von sechs Punkten des Raumes ihren Wurf 
auf der hindurchgehenden Curve dritter Ordnung, unter dem Wurf 
von ” Punkten der R,~s ihren Wurf auf der hindurchgehenden Norm- 
curve dieses Raumes. 

In dem hier vorliegenden ersten Theil meiner Untersuchungen 
bin ich bestrebt, die Zweckmiissigkeit dieser ungemein naheliegenden 
Begriffserweiterung darzuthun. Ich zeige, wie zu mebhreren sehr 
bekannten Siitzen niedrigerer Gebiete stricte Analoga in héheren Ge- 
bieten existiren, wobei sich iiberall herausstellt, dass an die Stelle 
vierelementiger Wiirfe (Doppelverhiiltnisse) Wiirfe von mehr als vier 
Elementen treten. Dabei fillt, wie mir scheint, auf die Theorie der 
Collineationen ein neues Licht. 

Sowohl iiber die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit als auch iiber 
die Resultate meiner Untersuchungen iiber die von den n-elementigen 
Wiirfen gebildete Mannigfaltigkeit habe ich bereits in der Versammlung 
der deutschen Mathematikervereinigung in Wien 1894 berichtet. 
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§ 1. 
Definition des Wurfs von » Elementen eines einformigen Trigers. 


1. In Erweiterung der Staudt’schen Begriffsbildung schreiben wir 
nm in gewisser Reihenfolge genommenen Elementen eines einformigen 
(d. i. einstufigen und rationalen) Trégers einen Wurf zu, und definiren 
diesen Wurf durch die Festsetzwng, dass der Wurf von n Elementen 
@, Ay... Gy eines einformigen Trigers « gleich sein soll dem Wurf von n 
Elementen a,’ a)... eines einformigen Triigers a’, wenn es eine 
projective Bezichung d& beiden Triiger giebt, vermige welcher den 
Elementen a,a,...Gn der Reihe nach die Elemente a, a,’ ... an ent- 
sprechen. 

Durch die vorstehende Definition erscheint die Bedeutung, in 
welcher v. Staudt das Wort ,,Wurf* urspriinglich*) eingefiihrt hat 
und in welcher es seither von hervorragenden Geometern **) gebraucht 
worden ist, nicht nur verallgemeinert, sondern auch modificirt. 

Indessen hat sich Staudt selbst spiter***) des Ausdruckes ,, Wurf“ 
wesentlich in dem Sinne bedient, in welchem der obigen Definition 
zufolge von einem Wurf von vier Elementen zu reden sein wird. Aus 
diesem Grunde habe ich es vorgezogen, statt fiir den allgemeinen 
Begriff einen neuen Namen einzufiihren, das Staudt’sche Wort zu 
adoptiren. 

2. Zur Bezeichnung des Wurfs der n Klemente a,a,a, ... a, des 
einformigen Tragers « bedienen wir uns des Zeichens 


@(G,, oy Byy ~~~ Gn), 
wobei wir, wo es der Deutlichkeit keinen Eintrag macht, die Beistriche 
zwischen der Bezeichnung der einzelnen Elemente weglassen. Wenn, 
*) Im ersten Heft seiner Beitriige zur Geometrie der Lage (1856) definirt 
Staudt im Art, 24 einen Wurf mit den Worten: 

», Der Inbegriff von vier Elementen A, B, C, D eines und desselben Ele- 
mentargebildes, mit Riicksicht auf die Ordnung, in der dieselben angeschrieben 
werden, und mit Riicksicht auf das Elementargebilde selbst, soll ein Wurf 
heissen. “ 

Weiter wird dort festgesetzt: 

»4wei Wiirfe ABCD, A,B,C, D,, nimlich der Wurf ABC D im Elementar- 
gebilde G und der Wurf A,B,C,D, im Elementargebilde G, sollen zu einander 
projectivisch heissen, wenn die Gebilde GG, projectivisch so auf einander bezogen 
werden kénnen, dass den Elementen ABCD des einen die Elemente A,B,C, D,; 
des andern entsprechen.“‘ 

**) Vergl. Reye, Geometrie der Lage, Sturm, Liniengeometrie. 

***) Im zweiten Heft der Geometrie der Lage (1857) beginnt der § 19 mit 
den Worten: ,,Von nun an werden Wiirfe, welche zu einander projectivisch sind, 
als gleich betrachtet, daher auch von einem Wurfe gesagt wird, dass er bestimmt 
sei, wenn irgend ein zu ihm projectivischer Wurf gegeben ist.“ 
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wie dies in der Regel der Fall ist, auch iiber den Triiger kein Zweifel 
obwalten kann, so schreiben wir den Wurf kiirzer 


(@, @y..+ Gn). 
Einen Wurf, welcher aus irgendwelchen r von den » Elementen 
des Wurfs (a, a,... dn) gebildet ist, bezeichnen wir als r-elementigen 
Theihourf des Wurfs (a, a, ... Gn). 


§ 2. 
Der Wurf von finf Punkten der Ebene. 


3. Fiinf Punkte ABCDE der Ebene, von denen keine drei in 
derselben Geraden liegen, bestimmen einen Kegelschnitt K und definiren 
als Elemente dieses Kegelschnitts einen gewissen Wurf, den wir auch 
kurz als den Wurf der fiinf Punkte der Ebene bezeichnen, ohne des 
Trigerkegelschnitts K ausdriicklich Erwihnung zu thun. 

Von fiinf Punkten der Ebene sagen wir dann und lediglich dann, 
ihr Wurf sei ein eigentlicher*), wenn keine drei von ihnen in einer 
Geraden liegen. 

Wir kénnen jetzt den Satz aussprechen : 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass es eine 
collineare Beziehung der ebenen Felder n und y, giebt, vermidge welcher 
den fiinf Punkten ABCDE eigentlichen Wurfs von » der Reihe nach 
ie fiinf Punkte eigentlichen Wurfs A,B,C,D,E, von », entsprechen, 
besteht in der Gleichheit der beiden fiinfpunktigen Wiirfe. 

Die Gleichheit der Wiirfe besagt namlich, dass der Kegelschnitt 
K, der die Punkte ABCDE enthilt, auf den durch die Punkte 
A,B,C,D,E, gehenden Kegelschnitt K, sich projectiv so beziehen 
lisst, dass den ersten fiinf Punkten die zweiten fiinf Punkte der Reihe 
nach homolog sind. Es wird nun einerseits, wenn eine Collineation 
der Felder 4 und y, existirt, vermége welcher den Punkten ABCD E 
die Punkte A,B,C, D,E, der Reihe nach homolog sind, durch diese 
Collineation eine projective Beziehung der Kegelschnitte K und K, von 
der angegebenen Art vermittelt; andererseits giebt es unter Voraus- 
setzung einer solchen Projectivitiit, wie bekannt,**) stets eine bestimmte 
Collineation der zwei Felder, welche sie hervorruft. 

4. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt: 

Es giebt in der Ebene einen einzigen bestimmten Punkt, welcher 
vier in bestimmter Folge gegebene Punkte, von denen keine drei in 
derselben Geraden liegen, 2u einem Quintupel von gegebenem, eigent- 
lichem Wurf ergédnet. 


*) Dasselbe Attribut ertheilt Standt Wiirfen von vier durchaus verschiedenen 
Elementen eines einférmigen Triigers (Beitr. z. Geom. ad. Lage, Art, 256), 
**) Siehe z. B. Reye, Geom. d. Lage, II. Bd., p, 10/11 der 3, Aufl. 
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Der Punkt E,, welcher die vier Punkte A,B,C,D, zu einem 
Quintupel ergiinzt, dessen Wurf gleich dem der fiinf Punkte ABCD F 
ist, wird nimlich in eindeutiger Weise erhalten, als der dem Punkte E 
in derjenigen Collineation homologe Punkt, welche durch die vier 
Paare von homologen Punkten AA,, BB,, CC,, DD, festgelegt ist. 

5. Fiir die Charakterisirung des Wurfs von fiinf Punkten der 
Ebene ist der folgende Satz wesentlich: 

Die fiinf Punkte (zwei Ecken und drei Diagonalpunkte), welche 
auf jeder Seite eines ebenen volistiindigen Fiinfecks ABCDE als 
Durchschnittspunkte entstehen, wenn man dessen séimmtliche Seiten zicht, 
bestimmen in gewisser Reihenfolge genommen auf jeder der zehn Seiten 
denselben Wurf und zwar den Wurf der fiinf Ecken ABCDE des 
Fiinfecks. 

Die fiinf Punkte, welche man auf jeder Seite als Durchschnitts- 
punkte mit den iibrigen Seiten erhalt, werden fiir zwei Seiten wie 
BC und DE, welche keinen Eckpunkt gemein haben, von dem fiinften 
Eckpunkt A aus durch dieselben fiinf Strahlen projicirt, niimlich 
durch die vier Strahlen nach den Eckpunkten BC DE und dem nach 
dem Schnittpunkt A’ von BC und DE gehenden Strahl. ‘Daraus 
folgt die Gleichheit der fiinfpunktigen Wiirfe auf zwei Seiten ohne 
gemeinsamen Eckpunkt. Auf zwei Seiten wie AB und BC, welche 
in einem Eckpunkt zusammenstossen, folgt aber jetzt die Gleichheit 
der fiinfpunktigen Wiirfe daraus, dass jeder von beiden dem fiinf- 
punktigen Wurfe auf der Seite DE gleich ist, die weder mit AB 
noch mit BC einen Eckpunkt gemein hat. 

Es ist jetzt gezeigt, wie in einem Lehrgang der Geometrie der 
Lage noch vor Kinfiihrung der Curven 2. O. constatirt werden kénnte, 
dass durch fiinf Punkte der Ebene ein gewisser fiinfelementiger Wurf 
gegeben ist, von dem sich dann herausstellt, dass er fiir die Geometrie 
der Ebene in mancher Hinsicht eine athnliche Bedeutung besitzt, wie 
das Doppelverhiltniss fiir die Geometrie auf der Geraden. 

Sehen wir von diesem methodischen Gesichtspunkt ab, so wird 
die eben angestellte Betrachtung durch den folgenden Nachweis dafiir 
iiberfliissig, dass der Wurf der fiinf Punkte, welche auf irgend einer 
Seite des vollstiindigen Fiinfecks ABCDE als Durchschnittspunkte 
mit den iibrigen Seiten entstehen, gleich ist dem Wurf der fiinf Ecken 
des Fiinfecks auf dem umschriebenen Kegelschnitt K. 

Der Wurf der fiinf Punkte ABCDE auf dem Kegelschnitt K ist 
gleich dem Wurf der fiinf Punkte, die ihnen in der Involution ent- 
sprechen, welche auf K durch BC und DE als Paare bestimmt ist. 
Die Paare dieser Involution werden durch die Strahlen des Biischels 
ausgeschnitten, dessen Scheitel der Schnittpunkt A’ der Geraden BC 
und DE ist. Die Strahlen, welche von A aus die fiinf Punkte von K 
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projiciren, welche den Punkten A, B,C, D, E in der betrachteten 
Involution entsprechen, sind der Reihe nach: AA’, AC, AB, AE, AD. 
Der Wurf dieser fiinf Strahlen des Biischels A ist daher gleich dem 
Worf der fiinf Punkte ABCDE und dasselbe gilt von dem Wurf 
der Schnittpunkte dieser fiinf Strahlen mit der Geraden DE, worin 
der zu beweisende Satz liegt. Diese Schnittpunkte sind der Reihe 
nach A’ B’C’ ED, wenn mit B’ und C’ die Schnittpunkte der Strahlen 
AC und AB wit der Geraden DE bezeichnet werden und in dieser 
Reihenfolge bestimmen sie auf dieser Geraden denselben Wurf wie die 
fiinf Punkte ABCDE auf dem Kegelschnitt K. 

Um diese Reihenfolge festzulegen, sprechen wir unseren Satz 
nochmals und zwar in der folgenden Form aus: 

Schneidet die Verbindungslinie u der beliebig in der Ebene eines 
Dreiecks ABC angenommenen Punkte D und E die Gegenseiten der 
drei Ecken A, B,C in den Punkten A’, B’, C’, so ist: 

(ABCDE)=u(A'L'C'ED). 

6. In der Figur eines vollstiindigen ebenen Fiinfecks ABC DE 
treten fiinf Elemente, welche den Wurf der fiinf Ecken bestimmen, 
noch in mehrfacher Weise auf. 

Versteht man unter dem Wurf von fiinf Geraden der Ebene den 
Wurf, den sie als Elemente des von ihnen beriihrten Kegelschnitts 
bestimmen, so kann man einen hierher gehérigen Satz folgendermassen 
aussprechen : 

In einem einfachen ebenen Fiinfeck ist der Wurf der fiinf Seiten 
gleich dem Wurf ihrer fiinf Gegenecken. 

Dieser Satz fliesst unmittelbar aus der Staudt’ schen Bemerkung*), 
dass durch ein ebenes Fiinfeck ein Polarsystem bestimmt ist, in welchem 
jeder Seite deren Gegenecke als Pol zugehdért. : 

7. Es mag noch eine. Bemerkung iiber die Theilwiirfe des Wurfs 
(ABCDE) von fiinf Punkten der Ebene hier ihren Platz finden. 

Die Werthe der Theilwiirfe des Wurfs von fiinf Punkten der Ebene 
lassen sich in tibersichtlicher Weise durch die Inhalte der von je drei 
unter den Punkten gebildeten Dreiecke ausdriicken. 

Es ist z. B. der Werth des Theilwurfs (BCD E) d. h. das Doppel- 
verhiiltniss der Punkte BCDE auf dem Kegelschnitt K, der ausser 
ihnen auch noch den Punkt A enthilt, 

_ ABD, ABE. 
“ ACD ‘ACE 
Dieser Werth ist nimlich gleich dem Doppelverhiiltniss 
sin BAD, sin BAK 
sin CAD sin CAH 


*) Siehe: Staudt, Geom. d. Lage, Art. 238; Reye, Geom. d. Lage, 3, Aufl. 
II, 8. 125. 
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der vier Strahlen, welche von A aus die vier Punkte BCD E projiciren, 
wie man sofort erkennt, wenn man jeden Dreiecksinhalt durch das 
halbe Product der in A zusammenstossenden Dreiecksseiten in den 
Sinus des eingeschlossenen Winkels ausdriickt. 

Es ist iibrigens zu bemerken, dass schon Mébius*) auf die Un- 


- . P ABD ABE . = 1 
veranderlichkeit des Werthes von OD * ACE bei collinearen Trans- 


formationen der Ebene aufmerksam gemacht hat. 

8. Bisher haben wir nur solchen fiinf Punkten ABCDE der 
Ebene einen (eigentlichen) Wurf zugeschrieben, durch die eine eigent- 
liche Curve 2. O. hindurehgeht. Jetzt wollen wir festsetzen, dass fiinf 
Punkten ABCD E, durch die keine eigentliche Curve 2. O. hindurch- 
geht, als uneigentlicher Wurf der Wurf (A’B’C’ ED) zugeschrieben 
werden soll, der auf der Verbindungslinie der beiden letzten von den 
Punkten ABCDE bestimmt wird von den Schnittpunkten A’ B'C’ 
der Seiten des von den drei ersten gebildeten Dreiecks im Verein mit 
dem letzten und vorletzten Punkte selbst. Wir kénnen diesen un- 
eigentlichen Wurf auch als Grenze von fiinfpunktigen Wiirfen erhalten, 
indem wir die fiinf Punkte uneigentlichen Wurfs ABCDE durch 
Grenziibergang aus fiinf Punkten eigentlichen Wurfs entstehen lassen 
(Art. 7). 

Dieser Festsetzung gemiiss ist z. B. der uneigentliche Wurf der 
fiinf Punkte A BC D E, wenn die Verbindungslinie DE durch den Punkt 
C hindurehgeht, gleich dem Wurf (CCC’ ED) auf der Geraden ED, 
wobei C’ ihren Schnittpunkt mit der Geraden AB bedeutet. Wenn 
aber die Gerade DE mit der Geraden BC zusammenfillt, so ist jener 
uneigentliche Wurf unbestimmt, aber nicht vollstiindig; der Theilwurf 
der vier letzten Elemente bleibt bestimmt. 


§ 3. 
Der Wurf einer Collineation der Ebene. 


9. Fiir eine projective Beziehung zweier conjectiver einformiger 
Grundgebilde ist ein vierelementiger Wurf charakteristisch, niimlich 
der constante Wurf, den die beiden Doppelelemente mit irgend zwei 
homologen Elementen bestimmen. 

In abnlicher Weise ist fiir die collineare Beziehung zweier con- 
jectiver ebener Felder y und y, ein fiinfelementiger Wurf charakte- 
ristisch, von dem wir zeigen wollen, dass. er in mehrfacher Gestalt 
auftritt. Zunichst fiihren wir ihn ein als den Wurf, welchen die drei 
Doppelpunkte ABC der Collineation mit einem willktirlich gewihlten 





*) Werke, p. 462. 
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Paar PP, von homologen Punkten bestimmen, indem wir die Constanz 
dieses fiinfelementigen Wurfs beweisen. 

Entsprechen den Punkten P und P’ des Feldes » die Punkte P, 
und P,’ des Feldes y,, so wird der Geraden PP’ die Gerade P, P, 
zugewiesen sein und der Schnittpunkt S dieser beiden Strahlen wird 
daher sowohl auf dem Kegelschnitt K liegen, den die vermége der 
Collineation projectiv auf einander bezogenen Biischel P und P, als 
auch auf dem Kegelschnitt K’, den die beiden vermége der Collineation 
projectiv auf einander bezogenen Biischel P’ und P,’ erzeugen. Da 
die drei tibrigen Schnittpunkte der Kegelschnitte K und K’ die 
Doppelpunkte ABC der Collineation sind, so werden die fiinf Punkte 
ABCPP, von K vom Punkte S aus durch dieselben fiinf Strahlen 
projicirt wie die fiinf Punkte ABCP’P,’ von K’', so dass 


(ABCPP,) = (ABCP P,’)*) 
und wir sagen kénnen: 


Der fiinfelementige Wurf, den die drei Doppelpunkte einer Collincation 
der Ebene gsusammen mit irgend einem Paar homologer Punkte bestimmen, 
ist constant, und soll als der Wurf der Collineation bezeichnet werden. 

10. Der in Rede stehende Wurf ist fiir eine Collineation charakte- 
ristisch, ihre projectiven Eigenschaften hiingen nur von diesem Wurf 
ab, indem eine Collineation durch ihre drei in bestimmter Folge ge- 
nommene Doppelpunkte und diesen Wurf vollstiindig bestimmt ist. 
Mit Riicksicht darauf, dass, wenn von fiinf Punkten gegebenen Wurfs 
vier fest sind, auch der fiinfte gegeben ist (Art. 4), kénnen wir nim- 
lich sagen: 

Die Punktepaare, welche drei nicht in Gerader liegende Punkte 
ABC der Ebene zu einem Punktquintupel von gegebenem Wurf ergdnzen, 
sind die Paare homologer Punkte einer Collineation, fiir welche A, B, C 
die Doppelpunkte darstellen. 

Es ist damit auch deutlich, dass von zwei Collineationen mit dem- 
selben Wurf die eine in die andere iibergefiihrt wird durch jede 
collineare Beziehung, welche die drei Doppelpunkte der einen Collinea- 
tion in die entsprechenden drei Doppelpunkte der anderen transformirt. 
Insbesondere wird also eine Collineation durch jede Collineation mit 


_ denselben Doppelpunkten in sich selbst tibergefiihrt. (Vgl. Reye, Geo- 


metrie der Lage, 3. Aufl. II, S. 90). 

11. Der Warf einer Collineation der Ebene tritt auch in jedem 
Strahlenbiischel der Ebene auf. In jedem Strablenbiischel giebt es 
nimlich zwei homologe Strahlen, die Verbindungsstrahlen des Scheitels 


*) Dass die Punkte ABCPP, collinear verwandt sind den Punkten 
ABCP'P,; hat schon Staudt bewiesen (Beitr. z. Geom, d, Lage, Art. 515), 
19* 








292 Gustav Koun. 


mit dem ihm im einen und anderen Sinn homologen Punkte, und 
es gilt der Satz: 

In jedem Strahlenbiischel bestimmen die Strahlen nach den drei 
Doppelpunkten in Verbindung mit den beiden homologen Strahlen des 
Biischels einen constanten fiinfelementigen Wurf und ewar den Wurf 
der Collineation. 

Zum Zwecke des Beweises betrachten wir irgend zwei homologe 
Strahlen « und u, mit dem Schnittpunkt S und wiahlen auf u den 
Punkt P beliebig, dessen homologer Punkt P, dann auf wu, liegt. Der 
Kegelschnitt K, welchen die Schnittpunkte der homologen Strahlen 
der Biischel P und P, erfiillen, wird jetzt durch den Punkt S hin- 
durchgehen und ausserdem die Doppelpunkte der Collineation so wie 
die Punkte P und P, enthalten. Da die fiinf Punkte ABCPP, auf 
K den Wurf der Collineation bestimmen, so gilt dasselbe auch fiir 
die fiinf Strahlen, welche sie von S aus projiciren. 

12. Auch auf jeder Geraden der Ebene haben wir fiinf Elemente, 
die den Wurf der Collineation bestimmen, indem der Satz besteht: 

Der fiinfelementige Wurf, den auf einer beliebigen Geraden g, deren 
Schnittpunkte A’ B’C’ mit den drei Doppelgeraden der Collineation in 
Verbindung mit den beiden auf g vorhandenen homologen Punkten P, 
und P bestimmen, ist constant und gleich dem Wurf der Collineation. 

In Art. 5 wurde nimlich bewiesen, dass der Wurf von fiinf 
Punkten ABCPP, der Ebene gleich ist dem Wurf der fiinf Punkte 
A’ B'C' P,P auf der Verbindungslinie von P und P’, wenn A’ B'C’ 
die Schnittpunkte der Seiten des Dreiecks ABC mit dieser Linie 
bedeuten. 

13. Wir haben endlich den Satz: 

Der fiinfelementige Wurf, den die drei Doppelgeraden a, b, ¢ der 
Collineation mit irgend zwei homologen Strahlen u, und u zusammen 
bestimmen , ist constant und gleich dem Wurf der Collineation. 

Der Kegelschnitt, welcher die drei Doppelgeraden a, b, ¢ der 
Collineation und die Geraden wu, und « beriihrt, ist das Erzeugniss 
der projectiven Beziehung der Punktreihen u und u,, welche durch 
die Collineation vermittelt wird. Die Verbindungslinie g eines be- 
liebigen Punktes P von w mit dem ihm homologen P, von wu, ist also 
eine Tangente dieses Kegelschnitts, der Wurf der fiinf Tangenten 
a,b,c,u,,u auf diesem Kegelschnitte ist gleich dem Waurf ihrer 
Schnittpunkte A’, B’, C’, P,, P mit der Geraden g und von diesem 
war gezeigt, dass er dem Wurf der Collineation gleich ist. 

14. Der Warf der Collineation stellt sich dar als der Wurf 
(ABCPP,) =(abcu,u) von fiinf Punkten oder fiinf Geraden der 
Ebene. Wir kénnen daher die Siitze der Art. 5 und 6 zur Verwendung 
bringen, welche aus fiinf Punkten oder fiinf Geraden der Ebene fiinf 
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andere denselben Wurf bestimmende Elemente in einfacher Weise auf 
mehrere Arten abzuleiten lehren. Wir erhalten so neben den Siitzen 
der Art. 11 und 12 noch eine Reihe von weiteren iiber das Auftreten 
des Collineationswurfs. Von diesen Siitzen wollen wir hier nur einen 
besprechen, 

Bezeichnet man durch P’ und P,’ die Punkte, in denen die 
Doppelgerade BC = a von den Strahlen AP und AP, getroffen wird 
und mit Y& ihren Schnittpunkt mit dem Strahl P P,, so ist nach Art. 5 

(ABCPP,) = a(ACBP, P’). 
Da AP und AP, homologe Strahlen, also ihre Schnittpunkte P’ P,’ 
mit @ homologe Punkte sind, so kénnen wir unser Resultat folgender- 
massen in Worte fassen: 

Auf jeder der drei Doppelgeraden a, b, c der Collineation wird 
durch dieselbe eine Projectivitét inducirt, deren Wurf ein Theilwurf des 
Collineationswurfes (ABCPP,) ist. Auf der Geraden a= BC 2. B. 
ist, wenn P’ P,’ homologe Punkte dieser Geraden bedeuten, dieser Wurf 

(BCP P,’) = (CBP, P’) 
dem Theilwurf (BCP P,) gleich. Auf dieser Geraden giebt es deshalb 
einen ganz bestimmten Punkt X, der so beschaffen ist, dass (UCB P,' P’) 
gleich dem Collineationswurf wird, wnd die geometrische Bedeutung des 
Punktes M besteht darin, das er das Centrum fiir die perspective Be- 
zichung ist, die vermdge der Collincation zwischen den Strahlen A P’ 
und AP,’ herrscht. 

Natiirlich gilt auch ein diesem Satze dual entgegenstehender. 


g§ 4. 
Besondere Collineationen der Ebene und deren Wiirfe. 


15. Schon in Art. 10 war gezeigt, dass die projectiven Kigen- 
schaften einer Collineation der Ebene nur von ihrem Wurf abhingen. 
Da in diesem Wurf (A BCP P,) die drei ersten Elemente die simultan 
gegebenen Doppelpunkte der Collineation sind, so werden die absoluten 
Invariauten der Collineation iibereinstimmen mit den absoluten In- 
varianten des simultanen Systems einer cubischen und zweier linearer 
Formen. Es haben in der That Clebsch und Gordan (Ueber 
biternire Formen mit contragredienten Variabeln, Math. Ann. Bd. I) 
gezeigt, dass die Iuvarianten der Collineation sich als die ganzen 
Functionen der Coefficienten einer gewissen cubischen Form*) ergeben; 
allein tiber die Bedeutung, welche den Wurzeln dieser Form in Ver- 
bindung mit dem Null- und Unendlichkeitspunkt der Parameterdar- 
stellung zukommt, findet sich nichts in der genannten Abhandlung. 


*) S. a. a. O. Seite 356, wo die Form mit A(J) bezeichnet ist. 
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Aus dem Umstand, dass die Natur einer Collineation und die 
ihres Wurfs einander bedingen, erwiichst die Aufgabe, fiir geometrisch 
ausgezeichnete Collineationen die besondere Natur ihres Wurfs zu be- 
stimmen und die umgekehrte, bei vorgelegter besonderer Natur des 
Wurfs die geometrischen Eigenthiimlichkeiten der Collineation zu 
finden. Wir wollen einige der einfachsten Aufgaben dieser Art 
behandeln. 

16. Wir fragen zuniichst, wie der Wurf einer Collineation be- 
schaffen sein muss, wenn sie einen Kegelschnitt K in sich trans- 
formiren soll. 

Durch die Collineation wird auf dem Kegelschnitt K eine Pro- 
jectivitit inducirt. Deren Doppelpunkte B und C sind zwei Doppel- 
punkte der Collineation und ihre Verbindungslinie a bildet mit ihren 
Tangenten ¢ und b zusammen das Hauptviereck der Collineation. Sind 
PP, zwei homologe Punkte auf dem Kegelschnitt K und A’ B’C’ die 
Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit den Geraden abc, so ist 
(Art. 5) (A’B’C' P,P) gleich dem Wurf der Collineation. Die be- 
sondere Natur des Wurfs (4’ B’C’ P, P) lisst der Satz von Desargues 
unmittelbar erkennen. Der Kegelschnitt K schneidet auf der Ver- 
bindungslinie von P und P, diese beiden Punkte, der in die Geraden 
b und ¢ zerfallende Kegelschnitt die Punkte B’, C’ aus, wihrend von 
der Geraden a, die doppelt gezahlt einen Kegelschnitt des von den 
beiden ersten bestimmten Biischels darstellt, der Punkt A’ ausgeschunitten 
wird. Wir finden (vergl. Sturm, Ueber Collineationen und Corre- 
lationen... Art. 14, Math. Ann. Bd. 26): 

Der Wurf einer Collineation, die einen Kegelschnitt in sich trans- 
formirt, hat die Eigenthiimlichkeit, dass die Involution, fiir welche die 
beiden letzten Elemente des Wurfs sowie gewisse zwei von den drei 
ersten je ein Paar bilden, im iibrig bleibenden fiinften Element ein 
Doppelelement besitet. 

Dass umgekehrt jede Collineation mit derartigem Wurf einen 
Kegelschnitt (und dann auch schon ein ganzes Biischel) in sich trans- 
formirt , ist aus der Herleitung deutlich. Es mag nur erwihnt werden, 
dass die erkannte Eigenthiimlichkeit des Wurfs mannigfach in geo- 
metrische Kigenschaften der Collineation umgesetzt werden kann. 
Denken wir uns z. B. den durch die Punkte ABCPP, gehenden 
Kegelschnitt gelegt, so folgt, dass sich die Geraden PP,, BC und die 
Kegelschnittstangente in A im selben Punkte schneiden. Liegt dieser 
Punkt unendlich fern, so wird das Fiinfeck P, CAB P ein symmetrisches 
sein, da es durch Umlegung um die Polare des unendlich fernen 
Punktes in sich tibergehen wird. Allgemein kénnen wir also sagen: 

Damit die Collineation mit den Doppelpuniiten ABC, fiir die PP, 
ein Paar homologer Punkte ist, einen Kegelschnitt in sich transformirt, 
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ist nothwendig und hinreichend, dass das Fiinfeck ABCPP, sym- 
metrisch oder in ein symmetrisches projicirbar ist, so zwar, dass einer 
der Punkte ABC als sein eigenes Symmetriebild auftritt. 

17. Wir fragen zweitens nach dem Wurf einer cyklischen Colli- 
neation mit n-elementigem Cyklus. Damit die Collineation durch 
n-malige Anwendung die Identitiét ergiebt, ist erforderlich und aus- 
reichend, dass dies fiir die Projectivitiiten , die sie auf den drei Doppel- 
geraden inducirt, gelte. Da die Wiirfe dieser Projectivititen (Art. 14) 
Theilwiirfe des Collineationswurfs sind, so folgt: 

Bei einer cyklischen Collineation mit n-elementigen Cyklen ist der 
Wurf (ABC PP,) so beschaffen, dass in der cyklischen Projectivitit 
mit n-elementigen Cyklen, welche durch P P, als Doppelelemente bestimmt 
ist, ABC demselben Cyklus angehiren. 

Soll indessen ein Cyklus der Collineation » verschiedene Elemente 
aufweisen, so muss der Werth mindestens eines von den Theilwiirfen, 
welche die Punkte PP, als zwei und zwei von den Punkten ABC 
als die tibrigen Elemente aufweisen, durch eine primitive n'° Kinheits- 
wurzel gegeben sein; es muss nimlich mindestens fiir eine der Doppel- 
geraden die inducirte Projectivitat Cyklen von n verschiedenen Punkten 
aufweisen. 

Bei dieser Gelegenheit bemerken wir, dass man alle Collineationen, 
deren Wurf einen Theilwurf von der angegebenen Art hat, passend 


als < -perspectiv bezeichnen kénnte. Denn durch n-malige Anwendung 
einer solchen Collineation entsteht eine Perspectivitit. 


18. Um auch ein Beispiel fiir den Schluss auf die geometrische 
Natur der Collineation aus der Beschaffenheit ihres Wurfs zu geben, 
machen wir fiir den Wurf (ABCPP,) die einfache Annahme, dass 
der Punkt P, die zweite Polargruppe des Pols P in Bezug auf das 
Tripel ABC darstellt. 

Da nach Art. 5 (ABCPP,)=(A'BC'P,P), wo A'B'C’ die 
Schnittpunkte der Geraden PP, mit den Seiten des Dreiecks ABC 
bedeuten, so liegt der Punkt P auf der Polargeraden des Pols P, in 
Bezug auf das Dreieck. Weiter aber brauchen wir die geometrischen 
Kigenschaften nicht zu verfolgen, denn die Collineationen mit dieser 
Kigenschaft sind schon mehrfach von anderer Seite untersucht. Clebsch 
und Gordan zeigen (a. a. O. p. 392), dass, wenn man diese Collinea- 
tion auf einen Punkt 0 wiederholt anwendet, wodurch die Punkte 
1, 2,3, ... successive aus ihm hervorgehen, die Punkte 0, 1,3 in einer 
Geraden liegen. Pasch sagt (Math. Ann. Bd, 23) von einer solehen 
Collineation, sie befinde sich in eingeschriebener Dreieckslage, weil, 
wie er zeigt, ein Dreieck (und damit schon oo‘) existirt, welches dem 
zugeordneten umschrieben ist. Derselbe findet dann (Math. Aun. Bd.26) 
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die geometrische Beziehung zwischen entsprechenden Vierecken und 
Vierseiten, welche diese Collineation charakterisirt. Unser Resu!tat lautet: 

Der Wurf (ABCPP,) einer Collineation in eingeschriebener 
Dreieckslage ist so beschaffen, dass P, die eweite Polargruppe des Pols P 
in Besug auf das Tripel ABC darstellt. 

19. Da eine Collineation mit gegebenem Hauptdreieck A BC durch 
Annahme von zwei homologen Punkten PP, bestimmt ist, so entsteht 
auch dann eine Collineation, wenn man PP, in einer Geraden uw mit 
dem Punkt C annimmt, ihr Wurf ist aber ein uneigentlicher. Dieser 
Wurf ist nach Art. 8 gleich dem Wurf (CCC’ P, P) auf der Geraden u, 
und dieser Wurf oder, was dasselbe besagt, das Doppelverhiltniss (CC’ PP) 
bleibt ungeandert, wenn man PP, durch ein anderes Paar homologer 
Punkte ersetzt. Man findet also zu einem Punkte P den entsprechenden, 
indem man ihn mit C verbindet, als Punkt P,, der auf dieser Ver- 
bindungslinie mit P, C und dem Schnittpunkt C’ der Geraden ¢ zu- 
sammen ein constantes Doppelverhiliniss bestimmt. Eine solche Col- 
lineation ist unter den Namen centrale Collineation, Perspectivitit, 
Homologie wohl bekannt. 


§ 5. 
Der Wurf von sechs Punkten des dreidimensionalen Raums und 
m Punkten des R,_;. 


20. Wenn wir jetzt dazu iibergehen, unsere bisherigen Betrachtungen 
in der Ebene auf den dreidimensionalen Raum und allgemein auf den 
Raum von ” Dimensionen auszudehnen, werden wir uns vielfach kiirzer 
fassen und Schliisse, welche im allgemeinen Falle ganz mit denen des 
schon behandelten Specialfalls tibereinstimmen, ab und zu auch ganz 
unterdriicken diirfen. 

Vor allem definiren wir den Wurf von m» Elementen eines R,_; 
d. h. eines linearen Gebiets von » — 3 Dimensionen, 

Unter dem Wurf von n Elementen eines R,_3, von denen keine n— 2 
demselben R, 4 angehiren, verstehen wir den Wurf, den sie als Elemente 
der Normceurve des R,~3 bestimmen, welche diese n Elemente enthiilt. 

Wir reden hier absichtlich von Elementen und nicht von Punkten 
eines R,-3, um besser hervortreten zu lassen, dass wir auch fiir die- 
jenigen linearen Gebiete von m—3 Dimensionen, deren Elemente 
nicht Punkte sind, den Wurf von » Elementen definirt wissen wollen. 

Unter einer Normcurve eines R,_; versteht man bekanutlich eine 
eigentliche (nicht zerfallende) Curve (»—3)" Ordnung dieses Raums. 
Kine solehe Curve ist rational und durch die Angabe von » Punkten, 
von denen keine » — 2 demselben R,_, angehéren, durch die sie gehen 
soll, eindeutig bestimmt. Von  solchen Punkten, welche eine eigent- 
liche Normcurve bestimmen, sagen wir, ihr Wurf sei ein eigentlicher. 




















Ueber die Erweiterung eines Grundbegrifis der Geometrie der Lage. 297 


Wir verstehen also z, B. unter sechs Punkten eigentlichen Wurfs 
im (dreidimensionalen) Raum, sechs Punkte, von denen keine vier 
derselben Ebene angehéren, durch die dann eine eigentliche cubische 
Raumeurve hindurchgeht. Die Bedingung, dass es eine Collineation 
giebt, welche sechs Punkte eigentlichen Wurfs im Raume in sechs 
andere Punkte eigentlichen Wurfs iiberfiihrt, ist fiquivalent mit der 
Bedingung, dass beide Punktsextupel denselben Wurf bestimmen und 
wenn wir allgemein zwei Systeme von je n Punkten eigentlichen Wurfs, 
jedes in einem Ry~3 haben, so fiihrt eine collineare Beziehung zwischen 
diesen beiden Réwmen das eine System in das andere dann und nur 
dann tiber, wenn Wurfgleichheit vorhanden ist. (Vgl. Art. 3). 

21. Projicirt man die einzelnen Punkte einer Normcurve C*-* des 
R,-3 aus einem in diesem Raum enthaltenen R, (k = 0, 1, 2,...%—5), 
d. h, legt man durch jeden Punkt der Curve C*-° den Raum R,,,, 
der ihn mit dem gegebenen FR; verbindet, so erhalt man einen R,-Kegel 
von der Ordnung »—3—s, wenn s die Anzahl der Punkte der 
Curve C™- > angiebt, durch die der gegebene R, hindurchgeht, und 
die Elemente (Riume Rj,:) dieses R,-Kegels erscheinen projectiv be- 
zogen auf die in ihnen liegenden Punkte der Normcurve. 

Ks bilden nun die Ry; des R,_3, die durch einen in ihm gegebenen 
R, hindurchgehen, ein lineares Gebiet vou (n —3)—(k-+1)—n—k—4 
Dimensionen und eine Normcurve in diesem Gebiet wird dargestellt 
durch einen R,- Kegel von der Ordnung (n—k—4), dessen Scheitel- 
raum der gegebene RF, ist. In Folge dessen wird unter dem Wurf 
von (n—k—1) durch denselben R, hindurchgehenden Raiumen R,4; im 
R,-3 der Wurf zu verstehen sein, den sie als Elemente des R,-Kegels 
der Ordnung (n —k—4) bestimmen, dem sie angehéren. 

Aus diesen zwei Bemerkungen folgt: 

Wenn von n Elementen A, A,... An cigentlichen Wurfs im Ry_s 
irgend welche (k + 1) 2 B. A,A,... Anpr herausgegriffen werden 
(k= 1,2,...m—5), so bestimmen sie cinen Ry. Projicirt man die 
tibrigen (n—k—1) Punkte Ajy2Anrs...An aus diesem Ty, so ist der 
Wurf der projicirenden (n—k—1) Réwme Ry41 gleich dem (n—k—1)- 
elementigen Theilwurf (Ax42Anjs...An) des Wurfs (A,A,... An). 

Sind also speciell ABCDEF sechs Punkte eigentlichen Wurfs 
im Raum, so erhalt man den von fiinf unter diesen Punkteu bestimmten 
Theilwurf ihres Gesammtwurfs als Wurf der finf Strahlen, welche 
sie aus dem sechsten projiciren, und den Theilwurf von vier unter 
ihuen als Wurf der vier Ebenen, welche sie aus der Verbindungslinie 
der beiden iibrigen projiciren. 

Die Werthe der vierelementigen Theilwiirfe kann man hier in ein- 
facher Weise durch Tetraederinhalte darstellen; es ist z. B. der Werth 
des Theilwurfs 
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(Vgl. Art. 8). 

22. Die Verallgemeinerung des in Art. 5 fiir die Ebene bewiesenen 
Satzes lautet fiir den (dreidimensionalen) Raum: 

Die sechs Punkte, welche auf jeder Kante des riiumlichen voll- 
stiindigen Sechsecks ABCDEF entstehen, wenn man die Kante mit 
allen Seitenfliichen des Sechsecks zum Durchschnilt bringt, bestimmen 
in gewisser Reihenfolge genommen auf jeder Kante denselben Wurf und 
zwar den Wurf der sechs Ecken. Es ist 2. B. 

(A’B'C'D' FE) =(ABCDEF), 
wenn A’ B'C' D' die Treffpunkte der Kante EF und der Ebenen des 
Tetraeders ABCD bedeuten. 

Projicirt man zum Zwecke des Beweises aus dem Punkte A die 
Punkte BCD EF, so erhilt man finf Strahlen, deren Wurf gleich dem 
Theilwurf (BCDEF) ist (Art. 21). Fi diese fiinf Strahlen des 
Biindels A, als fiinf Elemente eines liuearen Gebiets zweiter Stufe, kann 
man den Satz des Art. 5 zur Verwendung bringen, welcher hier sagt, 
dass der Wurf dieser fiinf Strahlen gleich ist dem Wurf von gewissen 
fiint Strahlen des Biischels A in der Ebene AFT’. Diese fiinf Strablen 
sind: die Durchschnittsliuien der Ebenen des von den Kanten AB, 
AC, AD gebildeten Dreikants mit der Ebene ALF nebst den Strahlen 
AF und AEF d. h. es sind die fiinf Strahlen, welche von A aus die 
fiinf Punkte B’'C’ D' FE projiciren. Es stimmt also der Wurf dieser 
fiinf Strahlen mit dem Wurf dieser fiinf Punkte iiberein und die 
Wurfgleichung 

(BCDEPF) = (B'C' D'FE) 
ist bewiesen. Da man dieser Gleichung auch alle jene an die Seite 
stellen kann, welche durch Vertauschung von A mit einem der Punkte 
BCD aus ihr hervorgehen, so ist damit der Nachweis fiir den oben 
ausgesprochenen Satz erbracht. 

Allgemein kommt man zu dem folgenden Ergebniss: 

Sind A, A,...An n Punkte des Ry-s und sind A,’ Ay’... An» 
die Punkte, in denen die Verbindungslinie A,1A, von den (n—4)- 
dimensionalen Ebenen des (n—2)-Ecks A, A, ... Anz getroffen wird, 
so ist 

(A, A, ... AggAnAp-1) = (A, A, . . Ans An). 

Wir beweisen den Satz unter der Voraussetzung, dass er giltig 
ist, wenn man in ihm die Zahl » — 1 an Stelle der Zahl » treten lasst. 

Unter dieser Voraussetzung kann man ihn fiir die » — 1 Strahlen 
des (n — 4)-dimensionalen Biindels A, zur Verwendung bringen, welche 
durch Projection der Punkte A,A,...A, aus <A, entstehen. Der 
Satz ergiebt hier, dass der Wurf dieser » — 1 Strahlen, gleich ist 
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dem Wurf der Strahlen, welche die Puvkte A,’A,’... Aj-2AnAn-1 
der Geraden A,1A, aus A, projiciren, womit die Gleichung 

(A,’ A,’ ... Ang An An-1) = (A, Ay... Ant An) 
bewiesen ist, Da man A, mit jedem der Punkte A,A,...An-2 ver- 
tauschen kann, so ist damit der beabsichtigte Nachweis erbracht. 

23. Die vollstiindige Figur eines riéumlichen Sechsecks weist nicht 
nur auf jeder Kante, sondern, wie wir jetzt zeigen wollen, auch auf 
jeder Hauptdiagonale sechs Punkte auf, deren Wurf gleich dem Wurf 
der Ecken des Sechsecks ist. 

Schneiden sich die gegeniiberliegenden Seitenflichen ABC und DEF 
des riiumlichen Sechsecks ABC DEF in der Hauptdiagonale h und wird 
diese von den Seiten des Dreiecks ABC in den Punkten (A)(B)(C), 
von den Seiten des Dreiecks DFE in den Punktien (D)(E)(F) ge- 
troffen, so ist 

h ((A)(B)(C)(D)(E)(P)) = (ABCDEP). 

Man kann niimlich leicht die Gleichheit von gewissen entsprechen-- 
den 'Theilwiirfen der beiden Wiirfe einsehen. 

Projicirt man von A aus die Punkte BCDEF, so erhilt man 
fiinf Strahlen, deren Wurf gleich dem Theilwurf (BCD EF) ist (Art. 21). 
Fiir diese fiinf Strahlen des Biindels A als Elemente eines linearen 
Gebiets zweiter Stufe kann man den Satz des Art. 5 zur Verwendung 
bringen, welcher hier sagt, dass der Wurf der fiinf Strahlen gleich 
ist dem Wurf von gewissen fiinf Strahlen des Biischels A in der Ver- 
bindungsebene der Strahlen AF und AF’. Diese fiinf Strahlen sind: 
die Durchschnittslinien der Kbenen des von den Strahlen AB, AC, 
AD gebildeten Dreikants mit der Ebene der beiden Strahlen AF und 
AE im Vereine mit diesen beiden Strahlen selbst. Es sind also die 
fiinf Strahlen, welche von A aus die fiinf Punkte (B)(C)(D)EF der 
Geraden EF’ projiciren, ihr Wurf ist daher gleich dem Wurf dieser 
fiinf Punkte und damit ist die Gleichung 

(BCDEF) = ((B)(C)(D) FE) 
bewiesen, Da wir dieser Gleichung alle jene an die Seite stellen 
kéunen, die durch Vertauschung von A mit einem der Punkte BCD 
aus ihr hervorgehen, so ist damit auch der Nachweis fiir den oben 
ausgesprochenen Satz erbracht. 

Allgemein kommt man zu dem folgenden Ergebniss: 

Theilt man die n Punkte A,A,...A, der Ry in zwei Gruppen 
von (k-+1) wnd (n-—k—1) Punkten A, Ay... Agy1 und Apps Apis... An 
(ke 2,3,4,...%—3), so wird durch die erstercn cin Raum von k 
Dimensionen RY*"***, durch die leteteren ein Raum von (n —-k— 2) 


. . k+-2,4+3,.. . ° ° i ° 
Dimensionen R&+2:5**™ bestimmt und diese beiden Réume schneiden 
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sich in einer Hauptdiagonale h des n-Ecks A, A,...A,. Bezeichnen 
wir mit (A,)(A,)...(Aspi) die Punkte, in denen die Gerade h von 
den Seitenfliichen der Fundamentalpyramide A, A,... Axi: des Rib?" 
getroffen wird und mit (Ax42)(Anzs)..- (An) die Punkte, in denen sie 
von den Seitenfliichen der Fundamentalpyramide Aj+2 Aiys ... An des 


REE” getroffen wird, so ist: 


h ((A,)(Az) « « . (An)) = (Ay Ao - - - An) 


Genau so wie in dem behandelten Specialfall n —6 kaun man 
auch hier die Gleichheit von gewissen entsprechenden Theilwiirfen der 
Wiirfe (A, A,...A,) und h ((A,)(A2) bee (A) einsehen. Der Theil- 
wurf (A; Ayyi... Ay) 2. B. ist zuniichst nach Art, 21 gleich dem Wwf 
der (n —k-+ 1) Raiume Ry1, welche der Reihe nach die Punkte 
A; Axyi ... A, aus dem von den Punkten A,A,... A, bestimmten 
Raum RY *” projiciren. Fir diese Riume R,, kann man nun, 
weil sie (n —k-+ 1) Elemente eines linearen Gebiets (n — k — 2)! 
Stufe darstellen, den Satz des Art. 22 zur Verwendung bringen. Die 
ersten zwei von diesen Raiumen R,_;,, naimlich die beiden, welche die 
Punkte A, und A,4; projiciren, werden durch den Raum Ret Bt 
verbunden; man erhalt daher in diesem Raum (n—k-+-1) (4 — 1)-dimen- 
sionale Ebenen durch Ri“'3""*—", welche denselben Wurf bestimmen wie 
die (n — k +1) Raume Ry_;. Es sind dies die (& — 1)-dimensionalen 
Ebenen, welche aus Ri’? **—) der Reihe nach die Punkte (A,)(Ax41) -..(An) 
projiciren, deren Wurf mit dem Wurf der Punkte (Ax) (As41)...(An) 
iibereinstimmt, Damit ist die Gleichung 


(Ar Ans. «+ An) = ((4s)(Ants) - - - (An) 


begriindet, und da auch alle analogen Geltung haben werden, so 
erscheint die Gleichung 

(A, A, ... An) = ((4,)(A,) - - - (An)) 
vollstiindig erwiesen. 

24. Geht durch die nm Punkte A, A,...A, des R,-3 keine 
eigentliche Curve »" Ordnung, so wollen wir ihnen als wneigentlichen 
Wurf den Wurf(A,'A,'...A,;—2A,An—1) zuschreiben, wobei A,’A,’...An—2 
die Schnittpunkte der (m — 4)-dimensionalen Ebenen der von den 
Punkten A, A,...A, gebildeten Fundamentalpyramide mit der Ge- 
raden A, 1A, bedeuten. 

Kine hieher gehérige Bemerkung lautet: 

Von den n Punkten A,A,...An des R,~3 migen die n —k + 2 
letzten in einem und demselben Raume Ry, liegen, und dessen Schnitt- 
punkt mit dem durch die k — 2 iibrigen bestimmten Ry 3 midge S heissen. 
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Dann ist der Wurf der Punkte A, A, ...An des Ry—s ein wneigent- 
licher und geht aus dem Wurf (SAprAxy... An) itm Ry_~ hervor, 
wenn in demselben das erste Element (k — 2)-mal gesetzt wird. 

Zuniichst ist, wenn A den Schnittpunkt des von den Punkten 
A,1 Ay ... An—g bestimmten R,_;,-, mit der Geraden A,_, A, bedeutet, 
der Definition zufolge der uneigentliche Wurf der Punkte A, A,... A, 
des R,—3 durch den Wurf (AA... A Ay 1A; ... An-2 An An-1) gegeben, 
die mit kK — 2 gleichen Elementen beginnt. Gemiiss Art. 22 gilt nun 
die unsere Behauptung bestiitigende Gleichung 

(A Ags Ax... Ang An An-1) = (SAjp-1 Az... « An). 


Die Punkte A Aj_,A;’... A,—g werden niimlich auch durch Sechnitte der 
Geraden A,-; A, mit den (m —k-—1)-dimensionalen Ebenen der 
Fundamentalpyramide S Ay_,; Ay... An des Ry-x erhalten, da diese 
Ebenen des R,_, die Durchschnitte dieses Raumes mit den (n — 4)- 
dimensionalen Ebenen der Fundamentalpyramide A, A, ... A, des R,-3 
darstellen. 


§ 6. 
Verallgemeinerung dreier Saitze von Staudt. 


25. In Art. 22 ist gezeigt, dass, wenn die vier Seitenflichen eines 
Tetraeders ABCD von der Verbindungslinie der Punkte EF in den 
Punkten A’ B'C’ D’ getroffen werden, 

(ABCDEF) =(A'B'C'D' FE) 
ist. Hierin liegt speciell auch die Gleichheit der Theilwiirfe (ABCD) 
und (A’ B’C’ D’), von denen der erste nach Art. 21 gleich ist dem Wurf 
der vier Ebenen, welche die Punkte ABCD aus der Geraden EF 
projiciren. Die Gleichheit dieser Theilwiirfe liefert also einen Satz von 
Staudt, nach welchem die vier Schnittpunkte einer Geraden mit den 
Seitenflichen eines Tetraeders denselben Wurf bestimmen, wie die vier 
Ebenen, welche aus der Geraden die Ecken des Tetraeders projiciren. 

Wir gelangen nun sofort zu einer Verallgemeinerung dieses Staudt’- 
schen Satzes fir den R,-3, wenn wir an Stelle der angezogenen Wurf- 
gleichung des Art. 22, fiir den Raum R,, die eben dort auch allgemeia 
fiir den R,_3 bewiesene Wurfgleichung heranziehen. 

Wir haben die Bezeichnungen des Art. 22 beibehaltend die Gleichung 

(A,A,... An) == (A,'A,’... An-2An An-r) 
und es ist daher der Theilwurf 
(A,A,...An—s) == (A,'A, ... Ags). 
Der Theilwurf (A, A, ...An—2) ist aber nach Art. 21 gleich dem Wurf 
der zweidimensionalen Ebenen des R,~3, welche die Punkte A, A,...An—s 
aus der Verbindungslinie der Punkte A,, und A, projiciren, so 
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dass wir die folgende Verallgemeinerung des Staudt’schen Satzes 
erlangen: 

Der Wurf der (n—2) Punkte, in denen eine Gerade des Ry~s die 
(n —4)-dimensionalen Seitenflichen einer Fundamentalpyramide des R,_s 
trifft, ist gleich dem Wurf der (n—2) zweidimensionalen Ebenen, welche 
die Gerade mit den Ecken der Fundamentalpyramide verbinden. 

Da der Staudt’sche Satz zu sich selbst dual ist, so kann mit 
demselben Rechte wie der eben ausgesprochene Satz auch der zu ihm 
duale als Verallgemeinerung des Staudt’schen angesehen werden. 
Der duale Satz lautet: 

Der Wurf der (n—2) (n — 4)-dimensionalen Ebenen, welche einen 
Ras des Ry-s mit den Ecken einer Fundamentalpyramide in diesem 
Raum verbinden, ist gleich dem Wurf, den im R,—~s seine Schnittpunkte 
mit den (n—2) (n—4)-dimensionalen Seitenfliichen der Fundamental- 
pyramide bestimmen. 

Eine von den beiden hier gegebenen verschiedene Verallgemeinerung 
des in Rede stehenden Staudt’schen Satzes hat, wie wir hier an- 
merken wollen, Herr Veronese gegeben*). Seine Verallgemeinerung 
lautet: 

»Jeder Raum R,, schneidet eine (2m- 2)-eckige Pyramide im 
Remi in einer Configuration, die reciprok der Configuration ist, welche 
durch Projection derselben Pyramide aus R,, entsteht.“ 


26. Schon in der Wurfgleichung fiir die Ebene 
(ABCDE) =(A'B'C ED), 


in der A’ B’C’ die Schnittpunkte der Geraden D E = d mit den Seiten 
des Dreiecks A!BC bedeuten, ist ein (zweiter) Staudt’scher Satz ent- 
halten, der im Wesen die Gleichheit der Theilwiirfe (A BCE) und 
(A’ B’C’ D) aussagt. Der erste von diesen beiden Wiirfen ist niimlich 
gleich dem Wurf der,vier Strahlen, welche aus dem Punkte D die 
vier Punkte ABCE projiciren (Art. 21) und deswegen setzt sich die 
Gleichheit der beiden Theilwiirfe in den Staudt’schen Satz**) um, 
nach welchem, wenn in der Ebene eines Dreiecks ABC ein Punkt D 
und ein durch ihn hindurchgehender Strahl d gegeben ist, der Wurf, 
den die nach den Ecken ABC des Dreiecks gerichteten Strahlen des 
Biischels D zusammen mit dem Strahl d bestimmen, gleich ist dem 
Warf, den die Schnittpunkte ihrer Gegenseiten zusammen mit dem 
Punkt D in der Punktreihe d definiren. 


*) Behandlung der projectivischen Verhiiltnisse der Riiume von verschie- 


denen Dimensionen durch das Princip des Projicirens und Sehneidens. Math. 
Ann, Bd. XIX, Art. 18. 


**) Beitriige 2. Geom. d. Lage, Art, 34, 
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Im Raum lautet nun, wenn wir die Bezeichnungen des Art. 22 bei- 

behalten, die entsprechende Wurfgleichung 

(ABCDEF) =(A' B'C'D'FE), 
in welcher die Gleichheit der Theilwiirfe (A BCD F’) und (A’ B'C’ D’ E) 
enthalten ist. Da der Theilwurf (A BCDF) gleich ist dem Wurf der 
fiinf Strahlen, welche die Punkte ABCD F aus E projiciren, so stellt 
folgender Satz das riumliche Analogon des Staudt’schen Satzes dar: 

Ist im Raume ein Tetraeder ABCD, ein Punkt E und eine hin- 
durchachende Gerade e gegeben, so ist der Wurf, den die nach den 
Ecken ABCD des Tetraeders gerichteten Strahlen des Biindels E 
zusammen mit dem Strahl e bestimmen, gleich dem Wurf, den die 
Schnittpunkte der Geraden e mit den Seitenflichen des Tetraeders mit 
dem Punkt E zusammen bestimmen. 

Als Analogon des Staudt’schen Satzes, der sich selbst dual 
gegeniibersteht, ist auch das duale Gegenbild des eben ausgesprochenen 
anzusehen, welches lautet: 

Sind im Raume ein Tetraeder ABCD und eine Gerade e nebst 
einer hindurchgehenden Ebene ¢ gegeben, so ist der fiinfelementige Wurf, 
welchen in der Ebene ¢ deren Schnittlinien mit den vier Seitenflichen 
des Tetraeders zusammen mit der Geraden e bestimmen, gleich dem 
fiinfelementigen Wurf, den die vier Ebenen, welche aus e die Ecken des 
Tetraeders projiciren, mit der Ebene ¢ zusammen bestimmen. 

Die jetzt schon fiir Ebene und Raum durchgefiihrte Schlussweise 
fiir den R, nochmals zu wiederholen, diirfte iiberfliissig sein. Sie liefert 
den folgenden Satz: 

Ist im R, eine Fundamentalpyramide und ein Punkt nebst einer 
hindurchgehenden Geraden gegeben, so ist der Wurf, den im Strahlen- 
biindel, dessen Scheitel der Punkt ist, die Gerade in Verbindung mit 
den nach den Ecken der Fundamentalpyramide zielenden Strahlen be- 
stimmt, gleich dem Wurf, den auf der Geraden der Punkt in Ver- 
bindung mit ihren Schnittpunkten mit den Seitenflichen definirt. 

Den zu diesem Satze dualen auch noch auszusprechen, diirfte nicht 
nothig sein. 

27. Schon in Art. 6 haben wir die Staudt’sche Bemerkung ver- 
werthet, dass durch ein einfaches ebenes Fiinfeck ein Polarsystem be- 
stimmt ist, das jeder Ecke ihre Gegenseite als Polare zuweist. Diese 
Bemerkung ist in folgender Weise zu verallgemeinern: 

Durch ein einfaches n-Eck im Ry~s ist ein Polarsystem in diesem 
Raume gegeben, welches jedem Eckpunkt des n-Ecks seine (n— 4)-dimen- 
sionale Gegenebene als Polarebene zuweist. 


Man kann nimlich fiir ein Polarsystem im Ry_3 se) Paare 


von conjugirten Punkten beliebig wihlen. Ebenso viel Paare liefert 
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aber die Bedingung, dass jeder Eckpunkt des einfachen n-Ecks mii 
Ausnahme seiner zwei Nachbarecken allen (n — 3) tibrigen Eckpunkten 
conjugirt sein soll, was zur Folge hat, dass ihm die (m —4)-dimen- 
sionale Ebene dieser (n—3) Eckpunkte, d. i. seine Gegenebene, ais 
Polarebene zugewiesen ist. 

Aus der eben bewiesenen Verallgemeinerung der Staudt’schen Be- 
merkung folgt unmittelbar: 


Der Wurf der n Eckpunkte eines einfachen n-Ecks im R,~ ist 
gleich dem Wurf ihrer (n — 4)-dimensionalen Gegenebenen. 


§ 7. 
Der Wurf einer Collineation des Raums Fi, und des R,,. 


28. Eine Collineation des Raums hat i. A. vier Doppelpunkte 
ABCD. Die projectiven Eigenschaften der Collineation hingen von 
einem sechselementigen Wurf ab, niimlich dem Wurf, den die Doppel- 
punkte ABCD zusammen mit einem Paar homologer Punkte PP, 
bestimmen. Dieser Wurf jindert sich nicht, wenn man das Paar 
homologer Pankte PP, durch irgend ein anderes Paar P’ P,’ ersetzt, 
wie man folgendermassen beweist: 

Vermége der Collineation sind die Biindel P und P, collinear auf 
einander bezogen und erzeugen eine cubische Raumcurve C°, welche 
die sechs Punkte A BCD PP, enthiilt; ebenso erzeugen die collinearen 
Biindel P’ und P,' eine cubische Raumeurve C’*, welche die Punkte 
ABCD P’ P,’ enthilt. Jeder durch die Gerade PP’ hindurchgehen- 
den Ebene entspricht eine Ebene durch die Gerade P, P,’, und zwei 
solehe Ebenen sind sowohl in den Bindeln P und P, als auch in den 
Biindeln P’ und P, homolog. Ihre Schnittlinie ist also sowohl Sehne 
der Raumeurve C* als auch der Raumeurve C’*. Daher erzeugen die 
vermége der Collineation projectiven Ebenenbiischel mit den Axen 
PP’ und P,P,’ die eine Regelschaar einer Fliiche 2, O., welche aus 
Doppelsecanten der auf der Fliiche gelegenen Curven C* und C’® be- 
steht. Diese cubischen Raumcurven werden daher die Geraden der 
anderen Regelschaar der Fliche 2. O. zu einfachen Secanten haben 
und durch sie projectiv auf einander” bezogen erscheinen. Da die 
Axen PP’ und P, P,’ der erzeugenden Biischel Strahlen dieser zweiten 
Regelschaar sind, so sind PP’ und P, P, Paare entsprechender Punkte 
der Curven C* und C’*, deren Schnittpunkte ABCD sich in der 


projectiven Beziehung selbst entsprechen, d. h. es besteht die Wurf- 
gleichung 


(ABCD PP,) =(ABCD P P,) 
und wir kénnen sagen: 
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Der Wurf, den die vier Doppelpunkte einer Collineation des Raums 
mit irgend einem Paar homologer Punkte bestimmen, ist constant und 
soll als Wurf der Collineation bezeichnet werden. 

Da die Geraden PP’ und P, P, zwei beliebige homologe Strahlen 
darstellen, so liegt in dieser Betrachtung auch der Satz: 

Irgend zwei homologe Strahlen kinnen mit den vier Doppelpunkten 
der Collineation durch eine Fliche 2, O. verbunden werden, und in der 
Regelschaar dieser Fliche, der sie angehiren, bestimmen die Strahlen 
durch die vier Doppelpunkte zusammen mit diesen beiden homologen 
Strahlen den Wurf der Collineation. 

In jedem Strahlenbiindel giebt es zwei homologe Strahlen, niimlich 
die beiden Strahlen, welche den Scheitel mit dem ihm im einen und 
andern Sinn homologen Punkt verbinden. Der letzte Satz besagt 
also speciell: 

In jedem Strahlenbiindel tritt der Collineationswurf auf als Wurf, 
den die nach den vier Doppelpunkten der Collineation gerichteten Strahlen 
in Verbindung mit den beiden homologen Strahlen des Biindels bestimmen. 

29. Es bestehen die zwei folgenden Siitze: 

Auf der Verbindungslinie von irgend zwei homologen Punkten P P, 
ist der Wurf (A’ B'C’ D' P, P) gleich dem Wurf der Collineation wenn 
mit A’ B'C’' D' die Schnittpunkte mit den Seitenfliichen des Haupttetraeders 
ABCD bezeichnet werden. 

In dem durch irgend zwei homologe Ebenen x und x, bestimmten 
Ebenenbiischel ist der Wurf («' 8B’ y'0'x,2) gleich dem Wurf der Colli- 
neation, wenn «'B’y’'d' die durch die Doppelpunkte ABCD der 
Collineation gelegten Ebenen bedeuten. 

Von diesen beiden Sitzen sagt der erste die in Art. 22 bewiesene 
Gleichung (A’ B'C’ D’ P, P) = (ABCD PP,) aus; die Richtigkeit des 
zweiten sieht man folgendermassen: 

Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene x, P, der homologe in z,, 
so erzeugen die vermége der Collineation collinearen Biindel P und P, 
die cubische Raumcurve C*, welche die Punkte PP, mit den Doppel- 
punkten der Collineation ABCD verbindet und die Schnittlinie w der 
homologen Ebenen a und z, ist eine Sehne dieser Curve. Hieraus 
folgt, dass die Ebenen, welche aus dieser Sehne die Punkte A BCD P P, 
projiciren, denselben Wurf bestimmen, wie diese Punkte, und das ist 
der zweite Satz. 

Die Constanz jedes der beiden Wiirfe (A’B’'C’D’P,P) und 
(«’B'y'd’xx,) hat schon Herr Sturm*) bewiesen, ihre Gleichheit ist 
ihm entgangen. 

Der zu dem Satze, welcher die Gleichheit der Wiirfe (A’ B’C’ D’ P, P) 


*) Liniengeometrie, II. 
Mathematische Annalen. XLVI. 20 
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und (ABCDPP,) aussagt, duale besagt die Gleichheit der Wiirfe 
(a'B'y'd'x,x) und (aBydaz,), wenn a, B, y, 0 die Doppelebenen 
der Collineation bedeuten, welche der Reihe nach den Doppelpunkten 
A, B, C, D gegeniiberliegen. Es gilt also der Satz: 

Die vier Doppelebenen «By der Collineation bestimmen zusammen 
mit irgend einer Ebene x, des zweiten Systems und der homologen Ebene 
a des ersten den Wurf der Collineation. 

30. Wenn mit (P)(2’) die Projectionen der beiden homologen 
Punkte P und P, vom Doppelpunkte A aus in die Ebene der drei 
iibrigen Doppelpunkte BCD bezeichnet werden, wenn ferner A den 
Schnittpunkt der Verbindungslinie PP, mit dieser Ebene bedeutet, so 
liegen die drei Punkte (P)(P,) MX in der Schnittlinie h der Ebenen 
APP, und BCD. Trifft die Gerade h die Seiten des Dreiecks BCD 
in den Punkten (B)(C)(D), so ist nach Art. 25: 


(ABCD PP,) = h(U(B)(C)(D)(P,)(P)) 


und wir kénnen deshalb mit Riicksicht darauf, dass (P)(P,) homologe 
Punkte in der Ebene BCD sind, den folgenden Satz aussprechen: 

Die Wiirfe der Collineationen, welche von einer Collineation des 
Raums in ihren vier Doppelebenen inducirt werden, sind Theilwiirfe 
des Wurfs der Raumcollineation. Der Wurf der in der Verbindungs- 
ebene der Doppelpunkte BCD inducirten Collineation 2. B., der durch 
((B)(C)(D)(P,)( P)) gegeben ist, wenn (P)(P,) zwei homologe Punkte 
dieser Ebene und (B)(C)(D) die Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie h 
mit den Seiten des Dreiecks BCD bedeuten, erweist sich als gleich dem 
Theilwurf (BCD PP,) des Wurfs(ABCDPP,) der Raumcollineation. 
Es giebt daher in dieser Verbindungslinie h einen ganz bestimmten 
Punkt XU, so beschaffen, dass der Wurf (a(B)(C)(D)(P,)(P)) gleich 
dem Wurfe der Raumeollineation wird. Die geometrische Bedeutung 
dieses Punktes % besteht darin, dass er das Centrum der per- 
spectiven Bezichung ist, die zwischen den homologen Strahlen A(P) 
und A(P,) herrscht. 

Kin zweiter Lehrsatz von iihnlicher Natur liegt in der Gleichung 

(ABCD PP,) = (BA DCP, P’), 

welche nach Art. 22 besteht, wenn mit A’ und B’ die Projectionen 
der Punkte A und B aus der Geraden PP, auf die Verbindungslinie 
der beiden Doppelpunkte B und C und mit P’ und P, die Pro- 
jectionen der Punkte P und P, aus der Doppellinie AB in die Doppel- 
linie CD bezeichnet werden. Es folgt: 

Die Wiirfe der Projectivitiiten, welche von einer Collineation des 
Raums auf ihren sechs Doppelgeraden inducirt werden, sind Theilwiirfe 
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des Collineationswurfes. Z. B. ist, wenn P’ P,’ zwei homologe Punkte 
auf der Verbindungslinie der Doppelpunkte C und D bedeuten, der 
Wurf (DCP, P’) = (CDP’ P,’) gleich dem Theilwuwrf (CDP P,). Es 
giebt in Folge dessen auf der Geraden CD zwei bestimmte Punkte 
A’ B’ von der Eigenschaft, dass der Wurf (B’ A’ DCP, P’) gleich dem 
Collineationswurf wird. Die geometrische Bedeutung der Punkte A’ und 
B’ besteht nun darin, dass sie bez. mit den Doppelpunkten A und B 
verbunden, die Axen des Strahlengebiisches (der linearen Congruenz) 
liefern, das von den Verbindungslinien homologer Punkte der beiden 
homologen Ebenen ABP’ und AB P,’ gebildet wird. 

31. Es diirfte iiberfliissig sein, alle fiir Collineationen des R, in 
diesem Paragraph gemachten Entwicklungen auf den R,, zu iibertragen. 
Nur den Hauptsatz, der die Constanz des Wurfs (A, A,...Av4iP P,) 
aussagt, wo A, A, ...A,4, die Doppelpunkte, PP, zwei homologe 
Punkte der Collineation des FR, bedeuten, beweisen wir unter der 
Voraussetgzung, dass er fiir den R,_, richtig sei. Wir haben damit 
die Richtigkeit des Satzes fiir die Collineation angenommen, welche 
im Strahlenbiindel A, inducirt wird. Nun ist aber nach Art. 2] der 
Wurf der Strahlen, welche aus A, die Punkte A,A, ... An4i PP, 
projiciren, gleich dem Theilwurf (A, A, ... Anyi PP,;) des Collineations- 
wurfs (A, A,...AnyiPP,); somit ist dieser Theilwurf und ebenso 
sind alle analogen constant und daher gilt ein Gleiches vom Collinea- 
tionswurf. 

32. Von den Collineationen mit besonderen Wiirfen sollen nur 
die mit uneigentlichen Wiirfen mit einigen Worten beriihrt werden. 

Sind dic Eckpunkte ABCD eines Tetraeders als Doppelpunkte 
fiir eine Collineation des R, vorgelegt, so ist die Collineation durch 
Annahme von zwei ganz beliebigen ausserhalb der Tetraederebenen 
gelegenen homologen Punkten P P, in allen Fiillen eindeutig gegeben. 
Der Wurf dieser Collineation ist, auch wenn er ein uneigentlicher 
sein sollte, durch (A’ B’C’ D'P, P) dargestellt; wenn A’ B'C' D' die 
Schnittpunkte der Geraden PP, mit den Ebenen des Tetraeders A BCD 
bedeuten (Art. 24) und die Constanz dieses Wurfs steht dann auch 
ausser Frage. Denn, statt fiir eine Collineation die Constanz des 
Warfs (ABCD PP,) direct zu begriinden und die Constanz des Wurfs 
(A’B’C’D’ P,P) aus ihr zu schliessen, hiitten wir auch umgekehrt 
vorgehen kénnen. 

Der Collineationswurf ist ein uneigentlicher, wenn von den sechs 
Punkten ABCD PP, vier in dieselbe Ebene fallen. Dies geschieht, 
da die Punkte PP, ausserhalb der Ebenen des Tetraeders ABCD 
vorausgesetzt werden, nur, wenn die Verbindungslinie PP, eine 
Kante des Tetraeders trifft. Wir nehmen an, die Kante CD und 
diese allein werde von den Gieraden PP, getroffen. Die Ebene 
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CDP P, ist dann sich selbst homolog, also auch ihr Schnittpunkt S 
mit der Kante AB. Auf dieser Geraden haben wir in den Punkten 
ABS drei sich selbst homologe Punkte; es entspricht also jeder ihrer 
Punkte sich selbst. Eine solche Collineation hat Herr Schur als eine 
axiale bezeichnet*). 

Der Satz des Art. 22 erlaubt uns das folgende Ergebniss aus- 
zusprechen : 

Eine axiale Collineation des Raums ist durch die Gerade g, welche 
sich punktweise selbst entspricht, die beiden ausserdem vorhandenen 
Doppelpunkte C und D und einen fiinfelementigen Wurf bestimmt. 
Zwei homologe Punkte liegen immer mit den Doppelpunkten C und D 
in derselben Ebene und bestimmen in ihr mit dem Durchstosspunkte der 
Geraden g und den Punkten CD zusammen den constanten Wurf. 

Diesem Satz liisst sich ein dualer gegeniiberstellen. 

Schneidet die Gerade PP, neben der Kante CD auch noch 
ihre Gegenkante AB, so ist in dem Collineationswurf (A’ B’C’ D’ P, P) 
A’=B' und C’=D'. Es wird also die Verbindungslinie von je 
zwei homologen Punkten die Geraden AB und CD schneiden und 
die Schnittpunkte werden mit den homologen Punkten einen con- 
stanten Wurf bestimmen. Wir, haben die geschaarte Collineation mit 
den Axen AB und CD. 

Kinen dritten Fall einer Collineation des R, mit uneigentlichem 
Wurf liefert die noch iibrig bleibende Annahme, dass die Gerade 
PP, zwei anstossende Tetraederkanten trifft. Diese Gerade geht dann, 
weil sie in keine Tetraederebene fallen soll, durch eine Tetraederecke 
z. B. D und die Punkte A’ B’C’ werden mit dieser Ecke D identisch. 
Die Constanz des Wurfs (A’B’C’D’ P,P) besagt, dass die Ver- 
bindungslinie von irgend zwei homologen Punkten PP, durch D 
geht und auf ihr der Wurf (DD PP,), constant ist. Wir haben 
eine Centralcollineation mit D als Centram und ABC als Ebene. 

Nimmt man zur Bestimmung einer Collineation des R, neben 
der Fundamentalpyramide der Doppelpunkte noch ein Paar homologer 
Punkte PP, so an, dass deren Verbindungslinie einen Raum R,-; 
der Fundamentalpyramide trifft, so erlaubt uns der Satz des Art. 22 
liber die entstehende Collineation des R, mit uneigentlichem Wurf 
eine Aussage zu machen, die der hier iiber die axiale Collineation des 
R, gemachten analog ist. Die Annahme, dass die Gerade PP, zwei 
Gegenriume der Fundamentalpyramide trifft (d. h. zwei solehe Raume, 
deren einer durch gewisse von den Ecken der Fundamentalpyramide, 
der andere durch die iibrigen Ecken bestimmt ist) fiihrt zu folgen- 
dem Satz: 


*) Ueber besondere Lagen zweier Tetraeder, Math. Ann. Bd. 19. 
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Ist im R, ein Raum R, und ein Raum R,~.-1 gegeben, so geht 
durch einen beliebigen Punkt P des R, ein Strahl, der die beiden 
Réiume Ry und R,-x-1 trifft. Weist man dem Punkt P auf diesem 
Strahl den Punkt P, zu, der mit thm und den beiden Treffpunkten 
einen gegebenen Wurf bestimmt, so hat man eine Collineation des R, 
festgesetzt. 

Die so bestimmte Collineation ist in dem Specialfall k = 0 eine 
Centralcollineation. 











Ueber einen Liiroth-Gordan’schen Satz. 
Von 


Eucen Netto in Giessen. 


Herr Liiroth hat im neunten Bande der Annalen (S. 163—165) 
den Satz bewiesen, dass man eine unicursale Curve so auf eine Gerade 
beziehen kann, dass die Punkte beider sich gegenseitig eindeutig ent- 
sprechen. Diesen Satz hat Herr Gordan in Band XXIX der Annalen 
(S. 318) dahin erweitert, dass ,,wenn zwei rationale Functionen 

f\(@,9,2,-+-), f(y, 4,-.-) 

einer algebraischen Gleichung geniigen, deren Coefficienten von 2, y, 2,... 
unabhingig sind, G(/,,/:) = 0, dann eine rationale Function 4 von 
fi, f, gefunden werden kann, durch welche umgekehrt /,; und /, rational 
darstellbar sind.“ Ich habe den Beweis des Liiroth’schen Satzes auf- 
genommen, um zu zeigen, wie derselbe bei rein algebraischer Be- 
griindung eine Wendung zulisst, der zu Folge er ohne Weiteres auch 
die Richtigkeit der Gordan’schen Erweiterung vor Augen fiihrt. 
Gern hatte ich dabei den rein arithmetischen Satz, dass der grésste 
gemeinsame Theiler zweier ganzen Functionen von der Gestalt 

P(X) V2) — H(Z)Y@), 2 (@) O(w’) — 92 (#') H(z) 
wieder die Form 

U(x) GB (w) — 4) T(z) 

besitzt, ohne Voraussetzung der Wurzelexistenz algebraischer Glei- 
chungen bewiesen, doch ist mir das bisher noch nicht gelungen. 


Wir wollen unter g, (x), g.(%), #(v) drei ganze Functionen der 
Variablen « verstehen, welche keinen, allen dreien gemeinsamen 
Theiler besitzen, und deren Coefticienten einem beliebigen Rationalitats- 
bereich angehéren. Wir betrachten dann die beiden rationalen Func- 
tionen 


— 91(2) __ P2(%) 
(1) I — w(x)? Jz = w(x) 
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Keine der beiden Gleichungen 
(2) pi(X) v(x’) — gi(x’) o(x) = 0 ‘(t=1, 2) 
hat, so lange x einen unbestimmten Paranieter bedeutet, eine Doppel- 
wurzel, Ware namlich 2, eine solche, so miisste nicht nur 
(3) Pi(Xo) (2) — i(@’) H (a) = 0 
sein, sondern es miisste auch noch 

9; ("%) — H; (Xo) , ) — w (ay) . 

= Mi yg) — 99 = 9) gy 


fiir « == 2 verschwinden. Diese letzte Bedingung geht fiir 
(4) 9: = aa + bal!" ..., past + paris... 
in 
(a,p,07°—" + bp 1a * sod )v(z’) 
— (qa? + B(q—1)at* +--+) p(x’) =0 


iiber; und hieraus wiirde in Verbindung mit (3) folgen 
(aipan! "+ bi pi — 1)api Pe...) (cca + Bat +...) 
— (4,23! + batt +++) (eqar + B(q—1)at* + ---) 


pi+q-1 
= a;(pi — g)Xo° 
Pitq-2 


+ [abi(pi —g —1)-F iB (pi —a + 1) 20 +---= 0. 

Identisch kann diese Gleichung nicht erfiillt sein, da dies nur fiir 
Pi= 9; Gi ber- ++ Sa: B:--- 
moglich wire, was durch die Voraussetzungen ausgeschlossen ist; sie 
kann also nur fiir eine endliche Anzahl von Werthen fiir x, befriedigt 
werden, und daraus ergiebt sich auch nur eine endliche Anzahl von 
Werthen fiir x’, welche (3) erfiillen. 
Wir suchen nun fiir die beiden ganzen Functionen 
(5) fi (*5 “) baa YP; (x) p (2) a Y; (a’) p(x), 
fa (a5 &') = Hy (2) o(x’) — (2) H(z) 

nach dem Euklid’schen Verfahren den gréssten gemeinsamen Theiler 
in z. Hier bedeutet x einen willkiirlichen Werth. Wir bilden 


fi _ hr Q» + fs 
fra = fe Qr (f.41(w, 2°) =0). 


Die f,, fy, --- fr; Qo» Qs, --+Q, sind dabei ganz in 2 und rational 











312 E, Nero. 


in 2; alle diese Functionen sollen bereits auf ihre kleinsten Nenner 
gebracht sein. So moége 


. , C(x") F(a, 2’) 
f(t, at) a 

die Form von /, werden, wobei die Coefficienten von F’,(2, 2) keinen 

gemeinsamen Theiler mehr besitzen. Dann ist 

B, (a, af) = o(a’)a" + 0, (a')a! + c9(a’)a"? +--+ g(a’) 
der grésste gemeinsame Theiler von /;, f, nach der Variablen x, und 
also, wenn uw; eine passend gewiahlte ganze positive Zahl bedeutet 

c(a’)"* f;(a, #2’) = F,(a, x’) T,(x, x’) (¢=1, 2). 
Da jedoch J, keinen, allen seinen Coefficienten gemeinsamen Theiler 
besitzt, so muss c(#’)“* in allen Coefficienten von 7; aufgehen; hebt 
man ibn fort, so ergiebt sich 
(6) fila, &) = F,(a, 2’) Ui(x, x’) (= 1,2), 
wobei U; wie F, in x und 2’ ganz ist. 

F(x, z') = 0 kann keine Doppelwurzeln « = x, besitzen, da dies 
sonst bei den beiden Functionen (5) und folglich bei (3) eintreten 
wiirde. Wir wollen die Wurzeln von FF. =0 mit 
(7) @ am ©, Day Bay». » Bent 
bezeichnen. Das Auftreten von « = 2’ ist klar. 

Vertauscht man nun in (6) 2 mit 2 und beriicksichtigt (5), so 
entsteht 

fila, a’) = — F,(a’, x) Usa’, 2) (i=1, 2). 
Hier haben U, (x, x), U,(a’, x) keinen Theiler gemeinsam; denn sonst 
hatten auch U,(x, x), U,(x, x) einen solchen, und das widerspriache 
der Definition von F,(7, x’). Folglich ist auch F(z’, x) grésster 
gemeinsamer Theiler von /,, f,; und da F.(~, xz) keinen Factor hat, 
der nur von 2 abhiingt, so ist 

F(a’, ©) = F,(x, x) + const. 

Es steigt also auch F,(a’, 2) nach # bis zum ne" Grade auf, und 


folglich auch F(x, x’) nach x bis zum gleichen Grade. 
Bildet man nun 





F(x, x) C(@’) os » C2(@) ns 
(8) tds + e(a’) rong ea) oi 
= («7 — 2’) (w— 21) (@-- ag)... (v— 24 1), 


so bleibt jeder Coefficient als symmetrische Function der Wurzeln bei 
jeder Vertauschung derselben untereinander ungedndert; d. h. es ist 
C,(2) .¢,(x,) C, (%,_1) 


(8a) —_—_,, = s+. (x=1,2,... n), 


c(x’) C(x, ) ¢(@,_1) 








or 
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so dass die Gleichungen 

(9) Cx (x) (x) — cy (a’) c(x) = 0 (x==1, 2,...m) 
die Gréssen (7) als Wurzeln besitzen. Da aber, wie wir bewiesen 
haben, ¢(a) und alle c,() héchstens bis zum n'" Grade aufsteigen , so 
ist eine jede der Gleichungen (9) entweder identisch erfillt, oder die 
Gréssen (7) liefern ihre sémmtlichen Wurzeln. Die erste Eventualitit 
kann nicht fir simmtliche x eintreten, da sonst alle c,(x) gleich c(x) 
waren und also F,(7, x’) einen von x unabhingigen Theiler hatte. Da 
nun (9) mit F,(v, 2’) = 0 alle Wurzeln gemeinsam hat, so kénnen 
sich beide Polynome héchstens durch einen von 2’ allein abhingigen 
Factor unterscheiden; bei passend gewahltem x ist sonach 


A(x’) F(x, x’) = cy (a) c(a’) — e,(a’) e(x). 
Wandelt man hierin 2 in 2 um und 2’ in 2, so wiirde folgen, dass 
die rechte Seite von héherem als dem m'" Grade in & ist, falls der 


Grad von A grésser ist als Null. Folglich hat man bis auf einen 
constanten Factor, den wir unterdriicken kénnen , 


(10) F(x, #') = ¢, (a) e(x’) — ea(a’) e(2), 
wobei A einer der Indices ist, fiir welche die rechte Seite nicht identisch 
verschwindet. Bezeichnen wir 

C, (x) : 

e(@) 
so folgt aus dem Vergleiche von (8) mit (10), dass sich jeder Coef- 
ficient aus (8) als lineare ganze Function von 4’ ausdriicken lasst, 

¢, (a’) ; 
(11) mie ee 
wobei die d,, e, weder « noch 2 enthalten. 
Jetzt bestimmen wir fiir ein willkiirliches x die beiden Gréssen 

9:5 92 durch die Gleichungen 


91(«') , D2 (x’) 


w(x) =%9, w (x) = 9,3 
dann folgt aus dem Umstande, dass die Gréssen (7) zu den Wurzeln 
von (2) gehéren 





' (2) Hs (%,') 4 2a ) 
oni x [ete + yz,’ ide + o@, 5 I 

, @2(x ) Pe (a’) 92 (pq 1) 
eS Ak @y (er) = »(@,_ 4, 


und daraus, dass g,, g,, als symmetrische Functionen der Wurzeln von 
F(x, x’) = 0 durch die Coefficienten von (8) und folglich wegen (11) 
durch 4’ rational ausdriickbar sind, d. h. es ergiebt sich 
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(12) n=R A), g=—R,(A). 
Die Unterdriickung der Accente soll andeuten, dass man von dem 2’ 
zu der Bezeichnung 2 iibergegangen ist. 

An den Euklid’schen Algorithmus kniipfen wir noch die folgende 
Bemerkung: /,1(x, x’) verschwindet fiir jeden Werth von wz’. Es kann 
nun vorkommen, dass schon ein friiheres f,(x, x’) fiir gewisse Werthe 
az =a, verschwindet, und zwar tritt dies stets dann und nur dann 
ein, wenn die sammtlichen Coefficienten des f, einen und denselben 
Factor ha(x’) besitzen, der durch 2’ = x, zum Verschwinden gebracht 


wird. 2, gehért dann zu den singuliren Werthen von 2’, fiir welche 
die Gleichungen 


fi (@ a) = 9, fo(%5 %) = 0 
mehr als » gemeinsame Wurzeln besitzen, 


Wir wenden jetzt das Euklid’sche Verfahren auf die beiden 
Ausdriicke 
(13) 91 (23 M15 Y2) = 1 (%) — 11 ¥(2), 
P2(L3 V1» Pr) = P2(X) — ¥_ V(z) 
an, in denen x als Variable, y,, y. als Parameter betrachtet werden 
sollen. Hierbei mége dann entstehen 


9, =—9.K,+ 9;, 

9, =9;K,+ 9%, 
(E,) i ge cass at ceed a 
Qr1 = o, K, + Pr+i, 


alle m und alle K sollen dabei ganz in x und rational in y,, y, sein, 
und zwar derart, dass jede einzelne Function auf ihren kleinsten 
Nenner gebracht ist. 

Wir vergleichen nun die beiden ersten Gleichungen der beiden 
Schemata (£,) und (E,) 


Ted 9, K, + 9. 


und 


Setzen wir in die letzte 


_ 91(@') P2(&) 
ein, so wird 





: fi(x, x’) 
W(X; 45 ¥2) = “pay ? 

’ fo(x, x’) 
P2(L3. Yi» Yo) = car 


und also 
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fi = fy Ka (@5 M15 72) + V(@) O3(%3 M15 72), 
fy {Q2(%, @) — Ky (x5 71, %2)} + A/s(@, @) — Oe’) p5(¥5 ¥15 ¥2)} = 0. 
Der Grad von f, nach x ist héher als der von f, und der von g,; 
darum muss jede der beiden Klammern verschwinden: 
Q,(&, a’) = K, (a; 7, V2) 
fy(%, @) = B®’) M3 (%} M1 Y2)5 
d. h. wenn man in den Functionen 


K, (2%; 7; Y2)) P3(%3 V1) Yo) 
die Substitution (14) macht, gehen sie in die Functionen 
3 f;(@, x’) 
Q.(@, 2%), ap (x’) 
iiber. Mit Hiilfe dieses Resultates folgt aus 
fo = 3% + fs Po. = 9K; + 
das Entsprechende fiir 


K,, ®, und Q, : eel 


u. s. f. und man erbialt allgemein: die Functionen 
Ka(% Yi V2), Pati(%} 172) (= 2, 3,4...) 

gehen durch die Substitutionen (14) in die Functionen 

fe+1 (x, 2’) 

Ver 





Qa(r, ’), 
iiber. Insbesondere wird 


. P(e) pale’) hegre) 
(19) ors (x5 p(x)? = e(a’) 


werden. Aus diesem letzten Umstande folgt, dass in 
Pros(@} M1» %2) = (lo (Mis Yo) HF by (%yy Yo) = +f LO 2) 
alle Coefficieriten ¢,,¢,,... eine gemeinsamen Theiler besitzen, der 


durch (14) identisch zu Null gemacht wird. Denn hiitten sie keinen 
gemeinsamen Theiler, dann kénnte man ganze Functionen 


Ty (Pi Yodo Tr1CP1> Yado-s- 
so bestimmen, dass 
by (P19 2) To(%19 Yo) HAM Yo) T1(M1> Yo) Hs = UCP) 


eine ganze, nicht verschwindende Function von y, allein wiirde. Dann 
wiirde also auch 
u (21 )) a 


p(x’) 
sein, was nicht moéglich ist, da das Argument unendlich viele Werthe 
annehmen kann. Den Factor, dessen Existenz hierdurch nachgewiesen 
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ist, der also fiir (14) identisch verschwindet, wollen wir mit O(y,, 7») 
bezeichnen und 


(16) Pros(©5 Vys V2) = P71) %2) Prys(L} M19 Yo) 
setzen. Jeder irreducible Theiler von © gehért dann sicher der Elimi- 
nationsresultante von 2 fiir die Functionen (13) an. 

Wire umgekehrt h(y,, y,) ein Factor der Resultante, und unter- 
werfen wir die Groéssen y,’, y,' lediglich der Bedingung h/(y,', ,’)=0, 
dann besitzen 


9 (%) — 7 ¥(2)=9, = -@, (x) — 72 ¥(a) = 0 
mindestens eine gemeinsame Wurzel &, und somit haben 


p, (x) ¥(E) — 9, (8) ¥(a) =f, (2,8), 

M2 () ¥(E) — 92 (E) v(x) = f(z, &) 
einen gemeinsamen Theiler. Setzt man daher & stati « in (£,) ein, 
dann wird ein f,(2, &) verschwinden. Fiir «<r wiirde dies aber, wie 
wir gesehen haben, nur fiir eine endliche Anzahl von Werthen & 
méglich sein. Hier haben wir ‘nun eine unendliche Zahl von y,', y, 
und damit unendlich viele €; folglich kann nur « = r + | sein, d. h. 
alle die unendlich vielen Lésungen von h(y,, y.) = 0 befriedigen auch 


Prti(Z} Vir %2) = 9, 
d. h. nach (16) ist h(y,, y.) ein Factor von O(y,, y,). Es stimmen 
also die Primfactoren von M(y,, vy.) mit denen der Resultante von (13) 
iiberein. 
Gleichwohl braucht ® nicht die Eliminationsresultante von (13) 
zu sein. So liefert das Liiroth’ sche Beispiel 
(a? + 1)? 
i w'+3224+1? 
(a? + 1) 
fo gaat 
als Resultante fiir (13) den Werth 
(> +4 72); 
wahrend die Function ®(y,, y,) gleich 
. vet" 72°) 
wird. 
In (12) haben wir bewiesen, dass g, und g, rationale Functionen 
von 4 sind. Aus dem obigen Resultate, dass o,(x; 7,, 72) durch (14) 
in f,(z, x): p(a’) tibergeht, kénnen wir umgekehrt den Schluss ziehen, 
dass A eine rationale Function von g, und g, sei. In der That folgt aus 
%) wa)? wa@)) “wey ~ —a@y 
C(x’) 


as Ta) {c(x’) a" + C, (a’) gn +--+ +e (x’)} 


. ( pila’) ga(a)\ _— F-@, 2) _ eo’) F(a, 2’) 
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durch Vergleichung der Coefficienten, dass jeder 


Co(2") 7 wy” Cy (ae’) Co (2’) 
dw) °")» d(x’) c, (% i ** (a) oo @ x’) 





eine rationale Function der beiden Gréssen 


ae a (x), wi = 9, (z') 


wird. Dasselbe findet daher auch fiir den Quotienten 


Cola’) ‘ o(x") a. 
die) % a(@) : d(x’ 5 Ce) mA 


statt, d. h. wir haben 
v=R (9 (2'), g2(«’)) ? 


A = R(Y,, 9.)- 


Damit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen. Man kann also, 
wenn zwei beliebige Functionen 


(16) 


__ Wy (@) = Pe(x) 
1 pia)’ I2 = wiz) 


gegeben sind, eine rational aus g,, g, gebildete Grosse 
A= R(g,, G2) 

finden, durch welche wmgekehrt g, und g, vermittels 

rational ausgedriickt werden kinnen. 


Wir wollen nun annehmen, dass in den Coefficienten von g,, g,, ¥ 
in (1) noch beliebig viele Parameter y,z,... vorkommen. Dagegen 
soll die Eliminationsresultante von 2 aus den beiden Gleichungen (1) 
nur von g,, g,, jedoch nicht von y, z,... abhingig sein, oder mit 
anderen Worten, g, und g, sollen einer rationalen Gleichung geniigen, 
deren Coefficienten von 2, y,¢,... unabhingig sind, 

Es sei also 

~ C7 Ae LY, ++.) 
(17) ee me rs - 3, > ea 
und (g,, g,) die Eliminationsresultante nach 2, welche von y,... frei 
ist. Unter a, b,... verstehen wir jetzt. willkiirliche Constanten, setzen 
g.(&,a,...) g2(&,a,...) 
$1 w(E,a,...)? 92 wg,a,..) 
und fragen nach den Werthepaaren g, und g,, fiir welche die Gleichungen 
9,6, @,...)— 3. ¥(, a,.-.) =0, 
(8, a,.--) — go¥(E,a,...) =O 
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eine gemeinsame Wurzel § besitzen. Die Elimination von & liefert. 
¥ (G1, G2), und da g, = 9,, g. = g» die Function Y zum Verschwinden 
bringt, so giebt es fiir 9, —9,, §. =g. eime gemeinsame Wurzel &. 
Man kann deshalb 


pi(@,y.--+)__ M(E, a, - +) P2(x, Y, - 


--) __ oe(&.a,...) 


w(z,y,--.) -o(B,a,--.)? w(@,Y,-..) Wl, 4,.-.) 
setzen und kommt dadurch auf die Voraussetzungen des Liiroth’schen 
Satzes zuriick. 

Wenn also die Functionen 


1 (2, Y, 2, .- -) e(x, Y, 2, .-.) 
4°. ae Se 


(X,Y, 2, .- +) 
einer von x, Y,2,... unabhiingigen Gleichung 
O(9,, 92) = 9 
geniigen, dann kann man eine rational aus g,, 9, gebildete Grisse 
A= RQ, 92) 
finden, durch welche umgekehrt g, und g, vermittels 
9=RA), Gy = f(A) 


rational ausgedriickt werden kinnen. 


Giessen, den 9. Februar 1895. 














Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft Leipzig im Miirz 1895). 


Fiir das Jahr 1898. 


Da die von Poisson, Green, Gauss, Dirichlet u. A. gegebene 
Theorie der dem Newton’schen Gesetze entsprechenden Kriifte einen 
der wichtigsten Theile der ganzen mathematischen Physik repriisentirt, 
andererseits aber die absolute Giiltigkeit des Newton’schen Gesetzes 
(namentlich fiir sehr kleine und fiir sehr grosse Entfernungen) mancherlei 
Bedenken ausgesetzt ist, so liegt der Gedanke nahe, die Theorie der 
Fernwirkungen in grésserer Allgemeinheit zu entwickeln und dabei, 
neben dem Newton’schen, auch andere Gesetze der Fernwirkung in 
Betracht zu ziehen. 

Ein solcher Versuch ist schon im Jahre 1832 von Green gemacht 
worden in seinen Mathematical Investigations concerning the Laws of 
the Equilibrium of Fluids analogous to the Electric Fluid*). Statt der 


Newton’schen Kriifte vom Gesetze = werden dort ganz allgemein 
Krafte vom Gesetze 5 in Betracht gezogen, Doch zeigen sich in jener 


ebenso wichtigen wie scharfsinnigen Abhandlung mancherlei Liicken 
und Unklarheiten, auf welehe Green zum Theil schon selbst aufmerk- 
sam gemacht hat. Auch sind daselbst gewisse Aufgaben (wie z. B. die 
Aufgabe der elektrischen Vertheilung in einem Ellipsoid oder in einer 
Kreisscheibe) nur ganz beiliinfig besprochen worden. Demgemiiss 
wiinscht die Gesellschaft 
eine wirkliche Lésung dieser von Green in seiner 
Abhandlung nur angedeuteten Aufgaben, so wie 
auch die Ausfiillung und Aufklirung der in der 
genannten Schrift vorhandenen Liicken und 
Dunkelheiten, 
Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 


*) Transactions of the Cambridge Philos. Society 1833, wieder abgedruckt 
in den Mathematical Papers of G, Green, p, 117—183, 
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andern Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder fran- 
zésischer Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und 
paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem ver- 
siegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf der Aussenseite 
das Motto der Arbeit trigt, inwendig den Namen und Wohnort des 
Verfassers angiebt. Jede Bewerbungsschrift muss auf dem Titelblatte 
die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Arbeit fiir den 
Fall, dass sie nicht preiswiirdig befunden wird, zuriickzusenden ist. 
Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November des an- 
gegebenen Jahres, und die Zusendung ist an den Sekretiir der 
Gesellschaft zu richten, Die Resultate der Priifung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im Miirz oder April 
des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrénten Bewerbungs- 
schriften werden Kigenthum der Gesellschaft. 
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Bildung zusammengesetzter Gruppen. 
Von 


Orro Héxiper in Tibingen. 


* 

Will man die Gruppen bilden, die aus einer endlichen Zahl 
von Operationen bestehen, so kann man zuerst die einfachen Gruppen 
bestimmen und dann die zusammengesetzten Gruppen aus ihren ein- 
fachen Bestandtheilen aufbauen. Der Aufbau einer zusammengesetzten 
Gruppe G wird durch eine Reihe der Zusammensetzung 

G, B, Z; &...2 
charakterisirt, Hier bedeutet z. B. K eine ausgezeichnete Untergruppe 
von H, und es soll nicht méglich sein, eine von H und K verschiedene 
Gruppe zu finden, die K umfasst und in H ausgezeichnet enthalten 
ist, d. h. es soll K eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe von @ 
sein. So ist in der Reihe der Zusammensetzung jede Gruppe aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe der vorhergehenden. Es sind nun 
durch die Reihe der Zusammensetzung gewisse Gruppen 
G|H, H|\K,... 

vollig bestimmt*), welche ich als Factorgruppen von G bezeichne. 
Trotzdem dieselbe Gruppe G mehrere Reihen der Zusammensetzung 
zulassen kann, ist doch die Gesammtheit ihrer Factorgruppen eine 
vollig bestimmte. Man kann jetzt durch Umkehrung der soeben an- 
gestellten Betrachtung die Aufgabe formuliren, eine Gruppe zu bilden, 
welche gegebene Factorgruppen hat. Diese Aufgabe lasst vielfach 
mehrere Lésungen zu. Die Factorgruppen sind stets einfache Gruppen. 
Es geniigt hiiufig, statt der Factorgruppen die Ordnungen der Factor- 
gruppen, also blosse Zahlen anzugeben. Die Angabe dieser Zahlen 
leistet dasselbe wie die Angabe der Factorgruppen, wenn man weiss, 
dass jede dieser Zahlen nur einer einzigen einfachen Gruppe als Ord- 
nung angehért. Die Ordnungen der Factorgruppen einer Gruppe G 


*) Vergl, Mathematische Annalen Bd, 34, p. 31 und C. Jordan, Bulletin 
de la société mathématique de France, ‘I’. 1, 1873, p. 46. 
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sind das, was Herr C. Jordan die Factoren der Zusammensetzung 
der Gruppe G nennt. 

Um nun die Gruppe G aus ihren Factorgruppen zu bilden, hat 
man die Reihe der Zusammensetzung von ihrem rechten Ende her zu 
construiren. Man hat dabei mehrmals das Problem zu lésen: eine 
Gruppe A zu bilden, welche eine gegebene Gruppe T auf die Weise 
ausgezeichnet enthilt, dass zugleich A\T mit einer gegebenen Gruppe 
tibereinstimmt. Bei der Anwendung auf die Reihe der Zusammensetzung 
ist jedesmal A|[ eine einfache Gruppe. Die vorliegende Arbeit ent- 
halt nun die Lésung des eben genannten Problems fiir eine Reihe 
specieller Fille, wobei A|T theils als einfache, theils als zusammen- 
gesetzte Gruppe angenommen ist. Es ist eine Hintheilung des Ganzen 
in Abschnitte vorgenommen worden, so dass in jedem der Abschnitte, 
vom zweiten bis zum elften, eine andere Gruppe die Rolle der ge- 
gebenen Gruppe [ spielt. Dabei wird [ der Reihe nach angenommen 
als alternirende Gruppe, als Gruppe der Modulargleichung, cyklische 
Gruppe, nichtcyklische Gruppe der Ordnung p*, metacyklische 
Gruppe u. s. w. 

Es ist noch zu bemerken, dass die Gruppe A|T einfach ist oder 
nicht, je nachdem die ausgezeichnete Untergruppe [ der Gruppe A 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe ist oder nicht; die Ordnung der 
Gruppe A|T ist zugleich der Index, welcher der Gruppe [ als Unter- 
gruppe von A zukommt. Wird nun etwa verlangt, dass [ eine aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe der Gruppe A ist und den Index 60 
besitzt, so heisst dies, dass A|[ einfach und von der 60%" Ordnung 
sein soll. Nun giebt es aber nur eine einfache Gruppe 60 Ordnung, 
wesshalb A|T mit der Ikosaedergruppe iibereinstimmen muss. So 
kann z. B. die Aufgabe, eine Gruppe zu bestimmen, welche eine 
cyklische Gruppe m'* Ordnung als ausgezeichnete Maximaluntergruppe 
vom Index 60 enthilt, auch so ausgedriickt werden: Es ist eine Gruppe 
A zu bilden, die mit der Ikosaedergruppe so meroedrisch isomorph 
ist, dass jeder Operation von A eine Operation der Ikosaedergruppe 
und der identischen Operation der letzteren eine cyklische Untergruppe 
m‘** Ordnung in der Gruppe A entspricht. Diese Aufgabe ist im 
vierten Abschnitte von § 13 bis § 17 behandelt. 

Die Aufgabe der Bestimmung einer Gruppe aus ihren Factor- 
gruppen konnte auch fiir verschiedene Fille gelést werden. Die Fille, 
in denen die Factoren der Zusammensetzung zwei oder drei Primzahlen 
oder vier gleiche Primzahlen sind, sind bereits véllig erledigt*). Ich 


*) Vergl. Netto: Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die 
Algebra 1882, p. 133; Young: On the determination of groups whose order is a 
power of a prime American Journal of Mathematics Vol. XV; Cole and Glover: 
On groups whose orders are products of three prime factors, Am, Journ. Vol. XV; 
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gebe im letzten Abschnitt dieser Arbeit noch alle Gruppen; deren 
Factoren der Zusammensetzung in irgend einer Ordnung mit den 
Zahlsystemen 


60,p; 168,p; 60,p,p; 60,p,q; 
168,p,p; 168,p,q; 60, 60,2 


iibereinstimmen ; dabei bedeuten p und q Primzahlen. 


Erster Abschnitt. 
Allgemeine Hilfsmittel. 


§ 1. 
Das Grundproblem im Fall einer vollkommenen “Untergruppe. 


Ks ist schon in der Kinleitung das fundamentale Problem genannt 
worden, das in der Bildung einer Gruppe A besteht, von der eine 
ausgezeichnete Untergruppe [ bekannt ist. Einige zur Lisung dieser 
Aufgabe dienende Mittel habe ich im 43'" Band dieser Annalen 
p. 313 ff. eatwickelt. Denkt man sich die Gruppe A zuniichst einmal 
schon hergestellt, und sind 7,, 7,,...Z,—1 die Operationen der aus- 
gezeichneten Untergruppel, so kann man die Operationen S,, S,,...Si—1 
aus A’ so aussuchen, dass unter den Producten 
Hilder: Die Gruppen der Ordnungen p', pq’, pq, p*, Mathematische Annalen 
Bd, 43. Hinsichtlich des Zeitverhiiltnisses der letzten drei Arbeiten bemerke ich, 
dass die meinige bereits an die Redaction eingesandt war, als die beiden Ab- 
handlungen im Aprilhefte und Julihefte des American Journal (1893) erschienen. 
Die Untersuchung der Herren Cole und Glover ist in den Beweisen nicht voll- 
stiindig, auch ist die Zahl der verschiedenen vorhandenen Gruppen nicht immer 
richtig bestimmt. Als Beispiel mégen gewisse Grupper der Ordnung pq? dienen, 
Es giebt, wenn q — 1 durch p theilbar ist, p und qg als Primzahlen vorausgesetzt, 
gewisse besondere Gruppen, die durch die Relationen 

S?=1, S-'7,S=Te, S-' T,S8— Te", TI=TZ=1, T,T,—T,T, 
definirt werden kénnen, Dabei bedeutet @ eine Zahl, die mod g zum Exponenten 
p gehirt und w eine Zahbl aus der Reihe 1,2,3,...%—1. Diese Gruppen sind 
von den Herren Cole und Glover aufgefunden und in ganz entsprechender Weise 
dargestellt worden, Sie gehen dabei von der Voraussetzung der Existenz der 
Gruppen aus, leiten daraus die Relationen ab und zeigen hinterher die Erfiill- 
barkeit solcher Relationen an einem Zahlenbeispiele. Dass aber die gewonnenen 
Relationen unter den tiber p, g, @ und w gemachten Annahmen stets eine Gruppe 
der Ordnung pq? definiren, wird von ihnen nicht gezeigt. Ausserdem ist die 
Anzahl der in den Relationen enthaltenen Gruppen fiir p >2 gleich zwei an- 
gegeben (6, und @, vergl. a. a. O. 8. 206 und S. 207); diese Anzahl ist aber fiir 
eine ungerade Primzahl p gleich et = 

21* 
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7, a=0,1,2,...m—1 

(1) Sale eae = Pe 
jede Operation der Gruppe A gerade einmal vorkommt. Dabei kann 
die Wahl der Operationen S noch insofern abgeiindert werden, als 
man statt S, stets eine der » Operationen S,7', (6 =0, 1, 2,...n—1) 
einfiihren kann. 

Jede Operation 7 giebt, wenn sie mit einer Operation S trans- 
formirt wird, wieder eine Operation 7’, d. h. es ist 


yay eR — Totqd: 


Somit ergiebt sich durch Transformation mit der Operation S, ein 
Isomorphismus der Gruppe [ in sich, der durch die Formel 


. (x...) 


ausgedriickt ist. Ich unterscheide cogrediente und contragrediente 
Isomorphismen. Ein Isomorphismus der Gruppe [ in sich ist cogredient, 
wenn er durch Transformation mit einer der Gruppe T selbst angehirigen 
Operation erzeugt werden kann; im anderen Fall ist der Isomorphismus 
contragredient. 

Nun kann es vorkommen, wie wir spiter in einigen Beispielen 
sehen werden, dass die Gruppe [ nur cogrediente Isomorphismen zu- 
lisst. Wir wollen einmal unter dieser speciellen Voraussetzung das 
Grundproblem verfolgen. In diesem Fall wird der Isomorphismus der 
Gruppe [ in sich, der durch Transformation mit S, entsteht, auch 
durch Transformation mit einer Operation 73, entstehen. Fiihrt man nun 


Si= S.T,," 
an Stelle von S, ein, so wird, mit S; transformirt, den identischen 
Isomorphismus ergeben*), d. h. es wird S; jede der Operationen 7’ in 
sich transformiren. Fiir jede Operation S kann nun so, wenn ndthig, 
eine neue Operation eingefiihrt werden. Bezeichnet man nun diese 
neuen Operationen wieder mit S,, S,,...S,1, so werden die Ausdriicke 
S.T. 
wie friiher jede Operation von A einmal ergeben, es werden aber 
zugleich die Relationen 


7.8, = Sa Tt. 
bestehen. 
Nun ist S,S, auch eine Operation von A, somit 
(2) SaS, = Soca, v) Tyra, - 


*) Hinsichtlich der Zusammensetzung von Isomorphismen vgl. man Annalen 
Bd. 43, p, 313 und 314, 
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Im vorliegenden Fall sind S,, S;, Syia,s) mit den simmtlichen Opera- 
tionen 7’ vertauschbar; es folgt daher aus der Gleichung (2), dass 
dasselbe von Ty c,») gilt. Es ist Ty,» eine in der Gruppe [ aus- 
gezeichnete Operation. Jetzt unterwerfen wir die Gruppe [ noch der 
Voraussetzung, dass sie ausser der Identitiit keine ausgezeichnete 
Operation enthalt. Es ist dann 
Tia, 6) = 1. 

Vergleicht man nun dieses Resultat wieder mit der Gleichung (2), so 
zeigt sich, dass die Operationen S eine Gruppe bilden. Da ausserdem 
die Operationen S mit den Operationen Z vertauschbar und die Aus- 
driicke (1) verschieden sind, so ist die Gruppe A gleich dem directen 
Product*) der Gruppe der Operationen 7 und der Gruppe der Opera- 
tionen S. Es entsteht also in diesem Fall die Gruppe A durch eine 
triviale Combination der Gruppe [ mit einer andern Gruppe; wir 
wollen dies dadurch ausdriicken, dass wir sagen, die Gruppe [ spalte 
sich von der Gruppe A ab. Zum Zweck einer bequemeren Ausdrucks- 
weise mache ich noch die folgende Festsetzung: 

Definition. Eine Gruppe, die nur cogrediente Isomorphismen 
in sich zuldsst wnd keine ausgezeichnete Operation, ausser der identischen, 
besitet, heisst vollkommen. 

Mit Riicksicht auf diese Definition liisst sich das Ergebniss des 
vorliegenden Paragraphen so ausdriicken: 

Lehrsatz I. ine vollkommene Gruppe spaltet sich von jeder 
Gruppe ab, in der sie ausgeseichnet enthalten ist. 


§ 2. 
Weitere Behandlung der Grundaufgabe. 

Ich will jetzt zulassen, dass die Gruppe [ auch contragrediente 
lsomorphismen in sich besitzen kann. Es muss nun eine genauere 
Eintheilung der Isomorphismen eingefiihrt werden. Es sei J irgend 
ein Isomorphismus und C ein cogredienter Isomorphismus: 


J= > = (sin 2,) (a—=0,1,2,...%—1). 


Man bilde J-1CJ. Zu diesem Zweck hat man, da J und Z Sub- 
stitutionen der Elemente 7,, 7,,.., 7-1 sind, nur die Substitution 
J in dem Ausdruck der Substitution C auszufiihren. Die Substitution 
J setzt aber 7',(c) an Stelle von Z, und J g) an Stelle von 7 und, da 


sie einen Isomorphismus von [ in sich repriisentirt, auch Toe) Tw (a) Tw) 
an Stelle von ae A T;. Man erhilt somit 
*) Vergl. Math, Annalen Bd. 43; p. 330. 
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py 

3 oJ = ae ). 
si laa (nea, Tw (a) Tug) 
Es ist also der Isomorphismus J—'CJ derjenige, der durch Trans- 
formation der Gruppe [ mit der Operation 7'(s) entsteht. Es ist des- 
halb ein Isomorphismenproduct von der Form 

JCJ =C’ 
cogredient. Die Gruppe der cogredienten Isomorphismen ist in der 
Gruppe aller Isomorphismen ausgezeichnet enthalten. 

Nun lassen die Operationen jeder Gruppe in Beziehung auf eine 
in dieser ausgezeichnete Untergruppe eine Eintheilung zu*). Wir 
werden also jetzt auf Grund des soeben gewonnenen Satzes die Iso- 
morphismen der Gruppe T in Classen eintheilen. Zwei Isomorphismen 
J und J” sollen in dieselbe Classe gehéren, wenn 

Pe oy 
cogredient ist. Die Zusammensetzung der Isomorphismen geht dann 
classenweise vor sich, so dass man unmittelbar die [somorphismen- 
classen als multiplicirbare Operationen betrachten kann. Alle Classen 
enthalten dabei gleich viele lsomorphismen; die identische Classe besteht 
aus den cogredienten Isomorphismen. 

Jetzt fassen wir die Gruppe [, die soeben fiir sich betrachtet wurde, 
wieder als ausgezeichnete Untergruppe einer Gruppe A auf. Die Gruppe 
A fihrt auf die Gruppe A|f, wenn man solche Operationen von A 
als iquivalent betrachtet, die sich nur um einen Factor 7 unterscheiden. 
Es ist also eine Operation U, der Gruppe A\f durch » Operationen 

Sal's (B=0, 1, 2,...m—1) 
der Gruppe A reprisentirt. Diese » Operationen transformiren die 
Gruppe f auf » Arten in sich. Bezeichnet man nun die Isomorphismen 
der Gruppe [, die durch Transformation mit S, und mit 7’; entstehen, 


mit J, und mit Cz, so liefert die Transformation mit den m Operationen 
S.Ts die » Isomorphismen 

J.C (B=0, 1,2,...n—1), 
welche in dieselbe Classe gehéren. Somit entspricht einer Operation 
U, der Gruppe A|f eine einzige Classe von Isomorphismen der Gruppe 
F in sich. Diejenigen Isomorphismenclassen der Gruppe [, welche 
auf diese Weise, d. h. durch Transformation mit Operationen der 
Gruppe A erhalten werden, bilden eine Gruppe A. Zwischen dieser 
Gruppe und der Gruppe A|f besteht die Beziehung, dass jeder Opera- 
tion der Gruppe Aj eine Operation von A, einer Operation von A 
méglicherweise mehrere Operationen von A|[ entsprechen. Dabei setzen 


*) Vergl. Annalen Bd. 34, p. 31 u. 32. 
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sich entsprechende Operationen entsprechend zusammen, und es gehdren 
jedenfalls zu je zwei Operationen von A gleich viele Operationen von 
A|f. Diejenigen Operationen der Gruppe A|I, die der Identitaét der 
Gruppe A entsprechen, machen eine ausgezeichnete Untergruppe der 
Gruppe A{|T aus*). 


§ 3. 
Specialisirungen. 


Die Untersuchung ‘soll nun unter der Voraussetzung fortgefiihrt 
werden, dass die Gruppe A|f einfach ist. Es kénnen jetzt nur die 
zwei folgenden Fille eintreten. Entweder entsprechen alle Operationen 
der Gruppe A|F der Identitiit der Gruppe A, oder es entspricht dieser 
Identitaét nur die identische Operation der Gruppe A|[f. Im ersten 
Fall entsprechen alle Operationen von A|f der identischen Isomor- 
phismenclasse, d. h. es wird [ durch jede Operation der Gruppe A in 
cogredienter Weise in sich transformirt. Man kann dann die m 
Operationen S,, S,,...Sn—1: wiederum (wie in § 1) so auslesen, dass 
sie mit den Operationen 7 vertauschbar sind. Nimmt man nun noch 
an, dass die Identitit die einzige ausgezeichnete Operation der Gruppe [ 
sein soll, so folgt aus den Gleichungen 


TS = &,7,, 
S,S8> = So (a,) Ty (a,0)> 


gerade so wie im ersten Paragraphen, dass die Operationen S eine 
Gruppe bilden. Die Gruppe A erscheint nun als directes Product 
von FT und AIF, d. h. es spaltet sich die Gruppe [ aus der Gruppe 
A ab. 

In dem zweiten der genannten Fille besteht zwischen den Opera- 
tionen der Gruppe A, d. h. zwischen den Isomorphismenclassen und 
den Operationen der Gruppe A|T ein wechselseitig eindeutiges Ent- 
sprechen. Nimmt man ausserdem wiederum an, dass die Gruppe [ 
ausser der Identitit keine ausgezeichnete Operation enthilt, so kann 
gezeigt werden, dass auch die Isomorphismen selbst, die in Betracht 
kommen, und die Operationen der Gruppe A sich eindeutig entsprechen. 
Wir haben zu diesem Zwecke nur zu beweisen, dass zwei verschiedene 
Operationen 

Sa a Sa’ Te 
von A die Gruppe [ in verschiedener Weise in sich transformiren. 
Sind nun zunichst @ und qa’ verschieden, so gehéren die durch Trans- 


*) Cf. Camille Jordan, Traité des substitutions et des équations algébri- 
ques, 1870, p. 56. 
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formation mit diesen beiden Operationen erhaltenen Isomorphismen 
sogar in verschiedene Classen. Ist a =a’, so kann man 
Sa Te = (SaTa) Ts 

setzen, wobei 7’; als von der Identitaét verschieden anzunehmen ist. 
Da nun die Operation 7; in der Gruppe [ nicht ausgezeichnet ent- 
halten ist, so ergiebt die Transformation mit 7’; einen nichtidentischen 
Isomorphismus und die Transformationen mit S, 7, und (S, 72) T oder 
SaT ergeben Verschiedenes. Es entsprechen somit verschiedenen 
Operationen der Gruppe A verschiedene Isomorphismen der Gruppe [ 
in sich. Die Gruppe A kann deshalb durch eine Gruppe solcher 
Isomorphismen dargestellt werden. Diese Gruppe fasst die cogredienten 
Isomorphismen alle in sich. 

Unter Umstinden kann man leicht erkennen, welcher der ge- 
nanunten Fille eintritt. Es sei jetzt A|[ eine einfache Gruppe mit 
zusammengesetzter Ordnungszahl. In einer solchen giebt es stets 
Operationen, die nicht mit einander vertauscht werden kénnen; denn 
alle Gruppen vertauschbarer Operationen sind zusammengesetzt, wenn 
sie nicht cyklisch und von Primzahlordnung sind. Von den Isomor- 
phismen der Gruppe [ wollen wir annehmen, dass ihre Classen, als 
Operationen betrachtet, mit einander vertauschbar sind; dann ist offenbar 
ein ein-eindeutiges Entsprechen zwischen den Operationen der Gruppe 
A|T und den Isomorphismenclassen, d. h. den Operationen der Gruppe 
A unméglich, es kann also der zweite Fall nicht eintreten. Es wird 
somit [ durch alle Operationen von A cogredient transformirt. Dabei 
kann [ eine nichtidentische ausgezeichnete Operation enthalten oder 
nicht. 

Macht man andererseits nur die Voraussetzungen, dass [ bloss die 
identische Operation ausgezeichnet enthilt, und dass A|[ irgend eine 
einfache Gruppe ist, so kénnen noch beide Fille eintreten. Je nach- 
dem nun der erste oder der zweite Fall eintritt, wird entweder die 
Gruppe [ sich von A abspalten, oder es wird A durch eine Isomor- 
phismengruppe repriasentirt. 

Demnach kann man zwei Siatze formuliren: 

Satz Il. Wenn die Gruppe A eine ausgezeichnete Maximalunter- 
gruppe T von zusammengesetetem Index enthilt, und je zwei Isomor- 
phismenclassen der Gruppe T vertauschbar sind, so wird T durch alle 
Operationen von A in cogredienter Weise in sich transformirt. 

Ill. Wenn die ausgezeichnete Maximaluntergruppe T einer Gruppe & 
keine ausgezeichnete Operation, ausser der identischen, besitet, so spaltet 
sich die Cruppe T von A ab, oder es wird die Gruppe A durch eine 
Gruppe von Isomorphismen von T exact repriisentirt. Unter diesen Iso- 
morphismen kommen dann die cogredienten stimmtlich vor. 
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§ 4. 
Verschiedenartigkeit gewisser Untergruppen. 


Die Anwendungen des letzten Satzes machen noch einige Be- 
trachtungen nothwendig. Es sei [ eine Gruppe, in der nur die 
identische Operation ausgezeichnet ist, LZ sei die Gesammtheit der 
Isomorphismen der Gruppe [ in sich und N die Gesammtheit der 
cogredienten Isomorphismen. Jede Operation von [ erzeugt einen 
cogredienten Isomorphismus, und, da nur die identische Operation von 
F den identischen Isomorphismus erzeugt, so entsprechen sich die 
Operationen von [ und N ein-eindeutig. Ist nun J irgend ein Iso- 
morphismus der Gruppe [ in sich, 


t=(n), 


und C, der durch ‘l'ransformation mit 7), entstehende cogrediente Iso- 
morphismus, so ist (vergl. (3) in § 2) 


I~" Cd = ( Pw (a) ) 
Tow Fate Ze (k) , 
d. h. also 


I“ C.J = Cw (e) - 


Durch die Transformation der Operationen C,, C,,... C,-1 mit der 
Operation J werden also die Indices genau ebenso permutirt, wie die 
Indices der Elemente 7,, 7,...Zn—1 im Ausdruck der Substitution J 
selbst permutirt erscheinen. Es ist demnach auch unter den Isomor- 
phismen Z, abgesehen von dem identischen, keiner, der mit allen 
cogredienten Isomorphismen C,, C,, ...Cn—1 vertauschbar wire. In 
der Gruppe Z sind die simmtlichen Isomorphismen J der Gruppe [ 
in sich enthalten, und diese ergeben, wenn man C,, C,,... Cn—1 mit 
ihnen transformirt, die simmtlichen Isomorphismen 


a 


der Gruppe N in sich; denn die Gruppe N der Operationen C ist mit 
der Gruppe [ der Operationen 7’ holoedrisch isomorph. 

Sieht man jetzt von der Bedeutung ab, die den Operationen von 
L als lsomorphismen in Beziehung auf die urspriinglichen Operationen 
T zukommt, so liegt Folgendes vor. Eine Gruppe L besitzt eine aus- 
gezeichnete Untergruppe N; es ist keine Operation von L, ausser der 
identischen, mit allen Operationen von N vertauschbar, und es werden 
alle Isomorphismen der Gruppe N in sich durch Transformation mit 
den Operationen der umfassenderen Gruppe Z erhalten. In den An- 
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wendungen des letzten Satzes von § 3 sind nun die Untergruppen von 
L, welche die Gruppe N enthalten, zu untersuchen; es fragt sich, 
unter welchen Umstinden zwei solche Untergruppen holoedrisch isomorph 
sind. Diese Untersuchung wird unter der beschrinkenden Voraus- 
setzung gefiihrt werden, dass Z ausser N keine mit N holoedrisch 
isomorphe Untergruppe besitzt. Nun seien M und M’ zwei Unter- 
gruppen von L, welche die Gruppe N in sich enthalten. Angenom- 
men, es sei ein bestimmter holoedrischer Isomorphismus zwischen M 
und M’ vorhanden, so wird der Gruppe N, sofern sie Untergruppe 
von M ist, in der Gruppe M’ eine mit N holoedrisch isomorphe Gruppe 
entsprechen; diese muss aber wegen der gemachten Voraussetzung mit 
N zusammenfallen. Vermége der zwischen den Operationen von M 
und von M’ bestehenden Zuordnung ist also eine Zuordnung der 
Operationen C von N zu den Operationen C, d. h. ein Isomorphismus 
der Gruppe N in sick gegeben. Dieser Isomorphismus muss aber in 
unserem Fall durch Transformation der Gruppe N mit einer Operation 
U der Gruppe Z erhalten werden kénnen. Es ist also 


(4) U-1¢,U = Cw (a) (k=0, 1,2,....—1), 
wenn der Operation C, von M in M’ die Operation C,,,) entspricht. 

Nun sei V eine beliebige Operation der Gruppe M und V’ die 
dem V vermége jenes bestimmten Isomorphismus entsprechende Opera- 
tion von M’. Wenn nun 


(5) hoa Ci V= C, 
ist, so ist wegen des Isomorphismus auch 
(6) ii Cun) V’ = Co (ny: 


Aus der Gleichung (5) erhalt man aber unmittelbar 


UV" 00-'¢C,0U-'! VU=U0-'¢,U 


(U-! VU)-!(U-!¢, U) (U-! VU) = U-'!G,U, 

d. h, mit Riicksicht auf (4): 

(7) (U-— VU)" Cua (U-! VU) = Caw). 

In den letzten Gleichungen kann k alle Werthe von 0,1,2,...%—1 

durchlaufen, wobei zugleich h, @(k), @(h) dieselben Werthe nur in 

anderer Ordnung durchlaufen. Nun ergiebt der Vergleich der Rela- 

tionen (6) und (7), dass die Operationen V’ und U-! VU die Gruppe 

N in gleicher Weise in sich transformiren, Die Operation 
(o-*Fo)r -* 

der Gruppe Z ist also mit allen Operationen C der Gruppe N ver- 

tauschbar und deshalb der Identitait gleich. Somit ist 
V’=U-'VU. 


oder 


——— 
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Dasselbe gilt nun fiir jede Operation V der Gruppe M und die 
ihr zugeordnete V’ in der Gruppe M’; die Operation U der Gruppe 
L ist dabei dieselbe. Diese Operation transformirt die Gruppe M in M’. 
Es sind also die Gruppen M und UM’ innerhalb der Gruppe L gleich- 
berechtigt. Man sieht ausserdem, dass man jede holoedrisch isomorphe 
Beziehung, die zwischen M und M’ méglich ist, dadurch herstellen 
kann, dass man M mit einer geeigneten Operation U von L trans- 
formirt. Das letzte Ergebniss ist auch in dem Fall noch von Be- 
deutung, dass M und M’ miteinander und mit L zusammenfallen. 
Man sieht in diesem Fall, dass jeder Isomorphismus der Gruppe DL in 
sich durch Transformation mit einer in Z enthaltenen Operation erzielt 
werden kann. Da die Gruppe DZ ferner keine nichtidentische Operation 
besitzt, die auch nur mit jeder Operation C vertauschbar wiire, so ist 
L eine vollkommene Gruppe. 

Man kann jetzt den folgenden Lehrsatz formuliren : 

Lehrsatz IV. Wenn die Gruppe L die Gruppe N auf aus- 
gezeichnete Weise und ausserdem keine mit N holoedrisch isomorphe 
Untergruppe enthidlt, wenn L keine mit allen Operationen von N ver- 
tauschbare Operation, ausser der identischen, enthdlt, und alle Isomor- 
phismen der Gruppe N in sich durch Transformation vermittelst der 
Operationen von L erhalten werden, so kinnen zwei Untergruppen von L, 
welche beide die Gruppe N wmfassen, nur dann holoedrisch isomorph 
sein, wenn sie in L gleichberechtigt sind. Die Gruppe L ist unter diesen 
Voraussetzungen eine vollkommene Gruppe. 

Es lisst sich auch noch Folgendes beweisen: 

Zusatz. Eine solche Untergruppe von L, die N enthélt und um- 
fassender ist als N, kann nicht als directes Product einer mit N holoedrisch 
isomorphen und einer anderen Gruppe ausgedriickt werden. 

Wire dies nimlich bei der Untergruppe M méglich, so miissten 
die Operationen von WM sich, jede gerade einmal, in der Form 


ae w=0,1,2,...m—1 
Sure 
nay pei 

darstellen lassen. Es miissten dabei alle Operationen © mit allen 
Operationen © vertauschbar sein, jene miissten eine Gruppe und diese 
eine mit N holoedrisch isomorphe Gruppe bilden. Da nun eine mit N 
isomorphe Gruppe, ausser N selbst, in der Gruppe ZL und also auch 
in M nicht enthalten ist, so miissten die Operationen T mit den 
Operationen 7' von N iibereinstimmen. Dann wiirde aber in L min- 
destens eine nichtidentische Operation ©, existiren, die mit allen 
Operationen 7’ der Gruppe N vertauschbar wiire; dies steht mit den 
urspriinglich gemachten Voraussetzungen in Widerspruch, 
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§ 5. 
Die einzige Untergruppe ihrer Art. 


Im Vorhergehenden ist angenommen, dass die Gruppe L eine 
ausgezeichnete Untergruppe N und keine von N verschiedene, mit N 
holoedrisch isomorphe, ausgezeichnete oder nichtausgezeichnete Unter- 
gruppe besitze. Es giebt Fille, in denen ein solches Verhalten sofort 
erkannt werden kann. Denken wir uns zuniichst in ZL die ausgezeich- 
nete Untergruppe N und ausserdem eine zweite Untergruppe M ent- 
halten, iiber die zunichst gar nichts Weiteres vorausgesetzt werden 
soll. Die Operationen, welche den Gruppen N und M gemeinsam 
sind, bilden eine Gruppe Z. Transformirt man nun die Operationen 
der Gruppe Z mit einer Operation der Gruppe WM, so miissen, da Z 
in M enthalten ist, Operationen der Gruppe UM erhalten werden. Da 
aber die Operationen Z zu den Operationen N gehéren, und die Gruppe NV 
in der Gesammtgruppe ausgezeichnet enthalten ist, so muss die erwiihnte 
Transformation Operationen der Gruppe N ergeben, also Operationen, 
die M und N gleichzeitig, d. bh. die Z angehéren. Es ist also die 
Gruppe Z in der Gruppe WW ausgezeichnet enthalten. Nehmen wir 
jetzt die Gruppe MM als einfach an, so wird Z entweder mit WM iber- 
einstimmen oder aus der identischen Operation allein bestehen. Im 
ersten Fall ist M gleichbedeutend mit dem, was M und N gemeinsam 
ist, d. h. es ist M in N enthalten, Der zweite Fall ist noch niiher 
zu discutiren. Es haben in diesem Fall M und N nur die Identitit 
gemein. Bezeichnet man also mit A,, A,,...Am die Operationen 
von M, mit B,, B,,...B, die von N, so sind die m.n Operationen 


k—=1,2,...m 
A.B, ) 


Pos1,2,...” 


von eipander verschieden, Diese Operationen bilden aber auch eine 
Gruppe, denn es ist 


(A,B) (Ay By) = Ay Ay (Av Bi Ay) B; 
= A, Ay By By 
= Ay By . 


Somit besitzt die Gruppe Z eine Untergruppe mn'* Orduung und muss 
also eine durch mn theilbare Ordnung haben. 

Es kann nun umgekehrt zum Voraus bekannt sein, dass mn kein 
Theiler der Ordnung von JL ist, man weiss dann, dass von den ge- 
nannten beiden Fallen der erste eintreten, d. h. dass M in N enthalten 
sein muss. Somit ergiebt sich der folgende Satz: 

V. Wenn die Gruppe N in der Gruppe L ausgezeichnet enthalten 





o-_ a ee ae 
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ist, wenn ferner das Product der Ordnung von N in die Ordnung irgend 
einer einfachen Gruppe die Ordnung von L nicht theilt, so kann L eine 
Gruppe vom Typus jener einfachen Gruppe nur innerhalb der Unter- 
gruppe N enthalten. 

Stimmt die einfache Gruppe, um die es sich handelt, mit der 
Gruppe N selbst iiberein, so bekommt der Satz die folgende Form: 

Ist die einfache Gruppe N in der Gruppe L ausgezeichnet enthalten 
und die Ordnung von L nicht durch das Quadrat der Ordnung von N 
theilbar, so ist die Gruppe N in L die einzige Untergruppe ihrer Art. 


Zweiter Abschnitt. 


Die alternirende Gruppe als ausgezeichnete Untergruppe. 


§ 6. 
Isomorphismus zwischen zwei alternirenden Gruppen. 


Das Ziel dieses Abschnitts ist, Gruppen zu bilden, welche die 
alternirende Gruppe ausgezeichnet enthalten. Ich nehme dabei den 
Ausdruck ,,alternirende Gruppe“ in ganz abstracter Bedeutung, indem 
ich diesen Ausdruck auf jede Gruppe anwende, die mit der Gruppe 
der geraden Vertauschungen von » Elementen holoedrisch isomorph 
ist. Es ist dabei ganz gleichgiiltig, aus welchen Operationen die 
fragliche Gruppe besteht. In demselben Sinn werde ich spiiter noch 
andere Ausdriicke, z. B. ,,symmetrische Gruppe“, ,,Gruppe der Modular- 
gleichung“, ,,metacyklische Gruppe u. s. w. gebrauchen. Zuniichst 
miissen nun die Isomorphismen untersucht werden, welche die alter- 


nirende Gruppe der Ordnung = »! in sich zulisst. Ich beschrinke mich 


dabei auf » >5; unter dieser Annahme ist die alternirende Gruppe 
einfach. Der Fall n= 5 ist bereits von Herrn Klein erledigt worden.*) 
Das Resultat kann mit Hiilfe der von mir im Vorhergehenden ein- 
gefiihrten Ausdrucksweise dahin formulirt werden, dass fiir n = 5, 
d. h. bei der Ikosaedergruppe, zwei Classen von Isomorphismen und 
nicht mehr existiren. Fiir die Fille, in denen n > 6 ist, verhilt sich 
die Sache geradeso ; die Gruppe der geraden Vertauschungen ist in der 
Gruppe der siimmtlichen »! Vertauschungen enthalten; man erhiilt alle 
lsomorphismen jener Gruppe in sich, wenn man sie mit allen Opera- 
tionen dieser transformirt. Ks ist wichtig dafiir einen allgemeinen Be- 
weis zu haben. Der Fall » = 6 bildet eine Ausnahme. 


*) Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflésung der Gleichungen vom 
fiinften Grade. 1884. pag. 232 und 233. 
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Zum Zweck der Durchfiihrung der Untersuchung wollen. wir uns 
die alternirende Gruppe in doppelter Form denken, einmal als Gruppe 
G der geraden Vertauschungen der Zahlen 1, 2,...m, dann als 
Gruppe [ der geraden Vertauschungen der » Buchstaben a, B, y, ... @. 
Es liege nun eine holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen G und [ 
vor, und es sei S eine Substitution von G und Z die entsprechende 
Substitution von [. Transformirt man jetzt S mit allen Substitutionen 
der Gruppe G und & in entsprechender Folge mit den Substitutionen 
von [, so miissen entsprechende Reihen von Substitutionen hervorgehen. 
Es entsprechen also der Gesammtheit der mit S in G gleichberechtigten 
Substitutionen die simmtlichen mit 2 in [ gleichberechtigten Sub- 
stitutionen, und es -ist also auch die Anzahl jener gleich der Anzahl 
dieser gleichberechtigten Substitutionen. 

Ich nehme jetzt 

S = (1 23) 
an. Jede mit S in G gleichberechtigte Substitution muss der Sub- 
stitution S iibnlich, also auch ein Cyklus von drei Zahlen sein. Nun 
seien 1’, 2’,3° irgend drei Zahlen aus der Reihe 1,2,3,... und 
4’, 5’, ...m' die iibrigen Zahlen derselben Reihe, so erhiilt man die 
Substitution 
S’ = (1 2’ 3), 


indem man S mit der Substitution 


Vas 456 


oder mit der Substitution 


To 


oesier 2) 
7 


1234567...n 
Les S467... ) 
transformirt. Von diesen beiden letzten Substitutionen, die wir beide 
bilden kénnen, wenn » > 5, ist eine sicher gerade, somit sind S und 
S’ in der Gruppe G der geraden Substitutionen gleichberechtigt, wenn 
n> 5 ist. Die mit S in G gleichberechtigten Substitutionen bestehen 
also aus der Gesammtheit der Cyklen von drei Zahlen; ihre Anzahl 
berechnet sich gleich 
af — 1) (@—3) | 
3 

Die der Substitution S entsprechende Substitution XY der Gruppe [ 
muss jedenfalls von der dritten Ordnung sein, Es wird also 2 aus 
y Cyklen von drei Buchstaben und aus » — 3r einzelnen Buchstaben 
bestehen, wobei uns r bis jetzt noch unbekannt ist. Nehmen wir 
einmal + >2 an und setzen wir 


2 = (apy) (es) (yFe).... 








a A ee | 


— —§— js ty 


— 2 = 
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Nun ist jede mit 2 in [ gleichberechtigte Substitution auch mit 2 in 
der Gesammtgruppe der n! Vertauschungen von «, B, y,...@ gleich- 
berechtigt, d. h. mit X ahnlich. Ist andererseits ’ mit Z aihnlich, also 


> ‘iain (a’ B 7’) (0 & f’) (7 re u 
so wird &” erhalten durch Transformation von X mit jeder der beiden 
Substitutionen 


aBydeEne... aBydeEne... 
Wendie Wee .. ) , ove a By if Fe'.. ): 

von denen sicher die eine gerade ist. Es ist also jede mit Y ihnliche 

Substitution auch in der Gruppe [ mit 2 gleichberechtigt. Zu einer 

aus ” Buchstaben gebildeten Substitution, die », Cyklen von c, Buch- 

staben, », Cyklen von c, Buchstaben u. s, w. hat, giebt es aber, 

wenn sie selbst mitgerechnet wird, 


n! 
0,10," . tel cg”... 
iihnliche Substitutionen.*) Also giebt es in unserem Falle 


n!} 
r! 3” (n —3r)! 
mit 2 ihnliche und somit ebensoviele mit 2 in [ gleichberechtigte 
Substitutionen. 

Da nun diese Zahl mit der Anzahi der mit Sin G gleichberechtigten 
Substitutionen iibereinstimmen muss, so erhiilt man eine Gleichung, 
welche nach einer leichten Umformung ergiebt, dass 
(8) (n—3r+1) ene: -(m—3) __ os 
Es war r>2 angenommen. Fiir den Fall r >2 nehmen wir im 
Nenner des letzten Bruchs statt der + — 1 Factoren 3 die grésseren 
Factoren r+1, r+2,...2r—1. Man erhalt dann etwas, was 
kleiner sein miisste als der Bruch (8); also miisste gelten 

(n—3r-+1)(n—3r-+2 (n — 1 —1) ‘ 
oe ee (m—1) ++ (@—8) <1. 
Der Bruch in dieser letzten Relation enthilt im Zihler ebensoviele 
aufeinanderfolgende Factoren wie im Nenner und ist desshalb einer 
canzen Zahl gleich. Die letzte Relation ist also widersprechend. Nimmt 
man jetzt + 2 an, so giebt die Relation (8): 


(n-—5) (n—4) (n—3) —_ 
2.5.8 ; 


*) Vergl. Cauchy, Exercises d’analyse et de physique mathématique 1840, 
tome ILI, p. 173. 
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Diese Gleichung ist nur richtig fiir n = 6. In den Fiillenn = 5 und 
n > 6 ist also r= 1 zu setzen, d. h. es entspricht einer Circularsub- 
stitution dritter Ordnung der Gruppe G eine Circularsubstitution dritter 
Ordnung der Gruppe T. Im Fall n =6 ist r = 1 oder r = 2. 


§ 7. 
Die Circularsubstitutionen dritter Ordnung entsprechen sich. 


Wir verfolgen jetzt den zwischen der Gruppe G der geraden Ver- 
tauschungen von 1, 2,...m und der Gruppe [ der geraden Ver- 
tauschungen von a, B,...@ vorausgesetzten Isomorphismus fiir » >5 
unter der Voraussetzung, dass jedem Cyklus von drei Zahlen in G 
auch ein Cyklus von drei Buchstaben in [ entspricht. Nur fiir den 
Fall » 6 ist nachher noch eine andere Méglichkeit zu erwiigen. 
Der folgende Satz, den ich bei einer anderen Gelegenheit aufgestellt 
habe*), wird dabei von Nutzen sein: 

Jede transitive Gruppe von Vertauschungen von k Elemenien, die 
aus gewissen Circularsubstitutionen dritter Ordnung erzeugt werden kann, 
ist mit der Gruppe der geraden Vertauschungen der k Elemente identisch. 

Haben nun zwei Circularsubstitutionen dritter Ordnung gewisse 
Elemente gemein, so erzeugen sie offenbar eine Substitutionsgruppe, 
die transitiv ist in Ansehung derjenigen Elemente, die in jenen 
Circularsubstitutionen versetzt werden. Es erzeugen also zwei Cyklen 
aus je drei Elementen eine Gruppe von 3, 12, 60, 9 Substitutionen, 
je nachdem sie 3, 2, 1, 0 Elemente gemein haben. Hieraus aber 
folgt allein schon, dass zwei Cyklen aus drei Zahlen, die in der 
Gruppe G vorkommen, in der Gruppe [ zwei Cyklen von drei Buch- 
staben entsprechen miissen, die ebenso viele Buchstaben gemein haben 
wie jene Zahlen. 

Jetzt suche ich zu den Circularsubstitutionen 
(9) (123), (145), (167),...(1 2e@ 2e+1) 
der Gruppe G die zugehérigen Substitutionen in [. Den Cyklen (123) 
und (145) miissen in [ zwei Cyklen mit einem gemeinsamen Buch- 
staben entsprechen. Man kann die Bezeichnung der Gruppe [ so 
iindern, dass diese beiden letzten Cyklen (a, a,c,) und (a,a,a;) heissen. 
Der Cyklus (167) hat nun mit (123) und mit (145) je eine Zahl gemein, 
also muss der dem (167) entsprechende Cyklus C mit (a,a@,a,) und 
(a,@,c,) je eimen Buchstaben gemein haben; dass aber dies beide Male 
derselbe Buchstabe ist, ist damit noch nicht gesagt. Enthilt nun C 
den Buchstaben «, nicht, so muss C einen von den Buchstaben «@,, a;, 


*) Vergl. Mathematische Annalen Bd. 40, p. 62, Lehrsatz V. 
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einen von den Buchstaben a, , «; und einen neuen Buchstaben enthalten. 
Dann wiirden aber C, (a,a,a,), (a,@,0,) nach dem citirten Satz eine 
Gruppe 360 Ordnung erzeugen, wihrend (123), (145) und (167) eine 


Gruppe der Ordnung 57! ergeben. Dies ist widersprechend. Es ent- 


halt also C den Buchstaben a, und ausserdem zwei neue Buchstaben. 
Man kann desshalb 

C = (a, Ha) 
setzen. Man kann so fortfahren zu schliessen und findet, dass den 
Substitutionen (9) der Reihe nach die Substitutionen 


(10) (Gy Oy), (Oy Oy Ot;), (Oy Mg Oy), ~~» (Hy Og @ae41) 
entsprechen. 

Es soll @ so gross als méglich genommen werden, so dass also 
n=20-+ 1 oder n=—20-+ 2 ist. Im Fall n = 2e0 + 1 setzen sich 
aus den Circularsubstitutionen (9) die simmtlichen Substitutionen der 
Gruppe G zusammen. Die Circularsubstitutionen (10) geben, in ent- 
sprechender Weise zusammengesetzt, die entsprechenden Substitutionen 
von f. Man ersieht nun, dass jede Substitution von [ aus ihrer ent- 
sprechenden dadurch entsteht, dass man in dieser die Zahlen 1, 2, 3,...n 
der Reihe nach durch @,, a, @,... @, ersetzt. 

Ist aber » = 20 -+ 2, so ist noch der Cyklus (1 2 29+ 2) und 
der ihm in [ entsprechende C’ heranzuziehen. Schliesst man ganz 
ebenso wie im Vorhergehenden, so ergiebt sich, dass C’ mit (a, @,«@,) 
zwei Buchstaben, mit (@,«,«,) einen Buchstaben gemein hat und einen 
VON G,, &, @, ... @e4i1 verschiedenen Buchstaben enthalten muss. 
Dadurch bleiben fiir C’ vier Annahmen offen: 


C,! = (a a, e942), Cy = (@ Gegp2 Gy), 

Cs’ = (a, @; Geers), Cy = (% Gets). 
Nun bilde man die Substitution 

T = (123) (1 2 294+ 2) =(1 3 2042). 
Diese Substitution ist ein Cyklus von drei Zahlen, der mit (145) eine 
Zahl gemein hat. Die dem 7’ entsprechende Substitution von [ muss 
also ein Cyklus von drei Buchstaben sein und von den Buchstaben 
@,,@,,@, einen enthalten. Je nachdem man aber C,’, C,, C,, C,' als 


entsprechende Substitution zu (1 2 2e@ + 2) annimmt, erhilt man als 
entsprechende Substitution zu 7’ 


(oy Gy G@)—-*C,' = (a, My Oag+2), 

(a, @, O3)-*C,’ = (a, Gy) (a, C2942), 

(a Ge a,)-1C;,’ _— (a, 2942) (a, a), 

(0, H, @ 3)" Cy = (Hy @ogp2 ay). 
Mathematische Annalen, XLVI. 22 
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Es zeigt sich jetzt, dass die dem Cyklus (1 2 29-+2) zugeordnete 
Substitution C’ nur gleich 
Cy = (@ G2 M2912) 
angenommen werden kann. 
Die Cyklen 
(123), (145),...(1 20 2e+ 1), (1 2 29042) 
erzeugen nun alle Substitutionen der Gruppe G, und die Cyklen 
(Gy Oy Gy), (M, @y &;),... (Gy Gag Megr1), (@, Hy Mey+2) 

erzeugen in entsprechender Weise die Substitutionen von [. Es gilt 
also allgemein: wenn die Circularsubstitutionen dritter Ordnung von G 
den Circularsubstitutionen dritter Ordnung von T entsprechen, so erhiilt 
man jede Operation von T aus der zugeordneten von G, indem man die 
Zahlen 1,2,3,...2 durch die Buchstaben a,, a,,... cy ersetet. 


§ 8. 
Der Ausnahmefall fir » — 6. 

Es ist noch der Ausnahmefall zu behandeln, der eintreten kann, 
wenn »=6 ist. Es ist fiir »—6 noch die Méglichkeit offen geblieben, 
dass jedem Cyklus von 3 Zahlen, der der Gruppe G der geraden Ver- 
tauschungen von 1, 2, ...6 angehdrt, im der Gruppe [ der geraden 
Vertauschungen von a, 6, y, 0, &, € eine Substitution von der Form 
(aBy) (de) entspricht. Eine solehe Zuordnung der Operationen von 
G und Ff lisst sich realisiren*); es beruht dies darauf, dass sechs- 
werthige Functionen von sechs Veriinderlichen existiren, die nicht in 
Beziehung auf fiinf von den Veriinderlichen symmetrisch sind. Setzt 
man namlich 
Ot == (L; Ly Hy, + Hy Hq) (Hy + Hy Hs + Wy%y) (4,2, Ly, + 4yH;) 

P< (41H + H_%, + XzXy) (% Xe ++ %_X, + 2,25) , 
so hat diese Function sechs Werthe, nimlich ausser dem Werth « 
selbst noch die folgenden fiinf: 


B = (41%, + Hy, + H5 He) (Cy Hy + Ly%y + HyHs) (LX, + LH, + HyL,) 
P< (1%, + Lyk, + XX q) (4, %_ + 4%, + 245), 


Y = (Hh + UyH, Ly Xe) (LH, + Ly%_ 4 Hy Ly) (Lx, + 4H, + 4, %) 
DK (Hy Hs + Hy, + yXe) (41H, + 4,4, + 1524), 


O = (4, Ly + H3Xs + Ly Xe) (Xy Xz + LyX, + HH) (Ua, + 2H, + 14%) 
DK (4%, + %_ Xe + %y%,) (41%, + LyX, + 4,45), 


*) Vergl. Dziobek, Grunerts Archiv Theil 68, p. 226 und p. 230. 
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& = (%,L_ + Hy Xe %yHs) (X,%y + Ly, + Hy Xq) (%, Hy + 1, %e + 14.45) 
P< (Hy Hs  LyXy + M4 Xy) (Xe + LyX, + XyH4), 

§ = (1 Hy Ly %y Hy Hs) (Hy Hy + Lys + Ly Hy) (H,%, + XX, + 4, Hg) 
K< (HX; + LyX + %3%,) (4, Xe + 4%, + X45). 


Jede dieser 6 Functionen bleibt bei einer Gruppe von 120 Ver- 
tauschungen der Indices 1, 2, ...6 ungeindert. Wendet man jetzt 
eine Substitution der Indices 1, 2,...6 auf die 6 Ausdriicke a, B,...€ 
an, so vertauschen sich diese unter einander. Ks miissen aber auch 
verschiedene Vertauschungen der Indices 1, 2,...6 auf verschiedene 
Vertauschungen von @, B, ...€ fiihren; wire dem nimlich nicht so, 
so kiime man zu einer Gruppe von Substitutionen, welche alle con- 
jugirten Functionen a, 6,...§ ungeiindert liesse, und deren Ordnung 
grésser als 1 sein miisste; dies widerspricht, da die Zahl der Func- 
tionen > 2 ist, bekannten Thatsachen. 

Ks ergiebt sich nun eine ein-eindeutige Zuordnung der Substitu- 
tionen der Zahlen 1, 2, ...6 und der Substitutionen der Buchstaben 
a, B,...€ Man berechnet leicht die den Transpositionen (12), (13),... 
entsprechenden Substitutionen, und es ergiebt sich die Tabelle 


(12) («@B) (v9) (e6) 

(13) | (@g) (By) (£8) 

(14) | (we) (69) (78) 

(15) | (@y) (Be) (98) 

(16) | (@8) (68) (ve). 
Da man aus (12), (13), (14), (15), (16) alle geraden und ungeraden 
Substitutionen der Zablen 1, 2, ...6 bilden kann, so ist durch diese 
Tabelle allein schon eine Zuordnung aller Substitutionen von 1, 2,...6 
za allen Substitutionen von @, B,...§€ gegeben. 

Wir suchen hier die Zuordnungen, die zwischen den geraden Sub- 
stitutionen von 1,2,...6 und den geraden Substitutionen von a, B,., . € 
festgesetzt werden kénnen. Eine solche Zuordnung berechnet sich aus 
der aufgestellten Tabelle; es ergiebt sich 


(123) | (aye) (BEd) 
(11) (145) | (@Bg) (yds) 
(126) | («€y) (Bde). 


Bei diesem Isomorphismus zwischen den Gruppen G und [ entsprechen 
den Cyklen von drei Zahlen Substitutionen, die aus zwei Cyklen von 
drei Buchstaben bestehen und somit auch den Cyklen aus drei Buch- 
staben Substitutionen aus zwei Cyklen von drei Zahlen. 

Um nun alle isomorphen Zuordnungen von der eben genannten 
22* 
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Art zwischen G und [ zu finden, denken wir uns eine zweite Zuordnung 
eben dieser Art zwischen den geraden Substitutionen von 1, 2, 3, 4, 5, 6 
und den geraden Substitutionen von a’, f’, y’, 0’, &, €& gegeben. Diese 
Zuordnung werde mit der durch (11) vorgestellten combinirt, so ent- 
spricht dadurch jeder geraden Substitution der Buchstaben «a, B, ... 
auch eine gerade Substitution der a’, #’,...&. Bei dieser neuen Zu- 
ordnung entspricht aber einem Cyklus von 3 Buchstaben wieder ein 
soleher Cyklus. Diese Zuordnung entsteht also nach dem Resultat des 
7's Paragraphen einfach dadurch, dass man die Buchstaben «, B,...¢ 
in irgend einer Ordnung durch a’, Bf’, ...& ersetzt. Die Zuordnung, 
die wir uns zwischen den geraden Substitutionen von 1,2,...6 und 
denen von a’, Bf’, ...§ gedacht haben, entsteht also aus der Tabelle 
(11) dadurch, dass man rechts a’, B’,... € in irgend einer Ordnung 
fiir a, B,...€ einfiihrt. 

Alle iiberhaupt miéglichen isomorphen Beziehungen zwischen den 
Gruppen G und T im Fall n =6 sind also vom Typus (11) oder vom 
Typus der folgenden Tabelle 


(123) | (@By) 

(145) | (ade) 

(126) | (@B§), 
d. h. man hat in (11) und in dieser Tahelle nur die Buchstaben rechts 
zu vertauschen, um alle isomorphen Beziehungen, die iiberhaupt mig- 
lich sind, zu erhalten. Man kann dies auch so ausfiihren: Man ver- 
tauscht auf den rechten Seiten der beiden aufgestellten Tabellen zu- 
niichst 6 mit y. Nun hat man im Ganzen 4 Isomorphismen, aus denen 
die siimmtlichen Isomorphismen entstehen, wenn man die ‘6! geraden 
Vertauschungen von a, B,...€ ausfiihrt. : 


g 9. 


Gruppe der Isomorphismen und der Isomorphismenclassen bei der 
alternirenden Gruppe. 


Die Isomorphismen der alternirenden Gruppe der Ordnung * na! 


in sich sind damit alle gegeben; man hat, um sie zu erhalten, nur in 
den vorhergehenden Entwicklungen die beiden alternirenden Gruppen 
zusammenfallen zu lassen, d. h. 1, 2,3,...m fiir a, B,y,...@ eim- 
zusetzen. Es ergiebt sich also (§ 6 und § 7): Wenn n=5 oder n>6 
ist, so erhdlt man jeden Isomorphismus der alternirenden Gruppe der 


ee mB i.e ; 
Ordnung 3%! im sich dadurch, dass man sie mit den Operationen der 


sie umfassenden symmetrischen Gruppe transformirt. Man erkennt bei 
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niherer Ueberlegung, dass dabei lauter verschiedene Isomorphismen ent- 
stehen. Die Gruppe der Isomorphismen ist also von der Ordnung n! und 
mit der symmetrischen Gruppe holoedrisch isomorph. Fiir » = 6 findet 
man nun ebenso aus dem Schluss des letzten Paragraphen, dass 2.6! 
Isomorphismen existiren. Die Anzahl der cogredienten Isomorphismen 


ist in beiden Fallen inl. Im Fall, dass n = 5 oder n > 6, existiren 


also zwei Classen von Isomorphismen, Im Fall »=—6 existiren 4 
solcher Classen. 

Im letzteren Fall bilden also die Isomorphismenclassen eine Gruppe 
4 Ordnung. Eine solche hat die Factoren der Zusammensetzung 2, 2; 
also hat die Gesammtgruppe der Isomorphismen die Factoren 2, 2, 360, 
Um aber einen genaueren Kinblick zu bekommen, miissen wir unter- 
suchen, was fiir eine Gruppe 4'* Ordnung von den Isomorphismen- 
classen gebildet wird. Nun stellen die vier Tabellen 


(123) | (123) (123) | (132) 

(145) | (145) (145) | (145) 

(126) | (126), (126) | (136), 
(123) | (135) (264) (123) | (125) (364) 
(145) (126) (345) (145) | (136) (245) 
(126) | (163) (245), (126) | (162) (345) 


vier Isomorphismen der alternirenden Gruppe 360'* Ordnung vor, 
die mit 

1, Ji; 

Jy, J; 


bezeichnet werden mégen. Man erhilt aus diesen alle Isomorphismen 
der Gruppe in sich, wenn man auf den rechten Seiten der Tabellen 
die geraden Vertauschungen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,6 ausfiihrt,. Wir 
kénnen uns noch anders ausdriicken: man erhilt jeden Isomorphismus 
unserer Gruppe in sich gerade einmal, wenn man jeden der Isomor- 


phismen 1, J,, J,, J, auf der rechten Seite mit den siimmtlichen 56! 
cogredienten Isomorphismen multiplicirt. 

Die vier Classen von Isomorphismen werden also durch 1, J,, J2, J; 
reprasentirt, und es ist noch zu untersuchen, wie diese Classen sich 
zusammensetzen, Nun ersetzt der Isomorphismus J, die Operationen 

(123)-! = (132), 
(126) (123) (126)- 1! = (136) 


beziehungsweise durch 
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[(135) (264)]-* = (153) (246), 
[(163) (245)] [(135) (264)] [(163) (245)]-* — (125) (364). 


Stellt man jetzt J, und J, in den Formen 


(123) | (132) (132) | (153) (246) 
(145) (145) (145) | (126) (345) 
(126) (136), (136) | (125) (364) 


dar, so ist ersichtlich, dass J,J, durch die Tabelle 
(123) | (153) (246) 
(145) | (126) (345) 
(126) | (125) (364) 
dargestellt ist. Die letzte Tabelle erhilt man aber, indem man auf 
der rechten Seite der fiir J, aufgestellten Tabelle fiir 1,2,3,4, 5,6 
der Reihe nach 4,6, 5,1, 2,3 setzt. Nun ist 
123456 iain 
== (14) (2635) 
(, 65123 (14) ( 
eine gerade Substitution, und es gehért also der lsomorphismus J,J, 
mit dem Isomorphismus J, in dieselbe Classe, was durch die Aequivalenz 
: J,J, 0d; 
ausgedriickt werden mag. 
Es ersetzt ferner der Isomorphismus J, die Substitutionen 
(123)-! (145) (123) = (245), 
(145)—! (126) (145) = (426) 
durch 
[(135) (264)]—! [(126) (345)] [(135) (264)] — (364) (521) 
und 
[(126) (345)]—! [(163) (245)] [(126) (345) | — (214) (653) 
und somit auch die Substitutionen 


(245) (123)-1 (245)-! = (135) 


und 
(123)-! (245) (123) = (345) 
durch 
[ (364) (521)] [(135) (264)]-* [(364) (521)}-! — (214) (563) 
und 


[(135) (264)|—* [(364) (521)] [(135) (264)] — (542) (163). 


Dass die Substitution (163) im (152) (346) verwandelt wird, folgt aus 
dem Vorhergehenden. Es fiihrt folglich der Isomorphismus J, die 
Substitutionen 
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(135) (264), (126) (345), (163) (245) 
beziehungsweise in 


(124), (136), (125) 

iiber. Somit ist der Isomorphismus J,” durch die Tabeile 

(123) | (124) 

(145) | (136) 

(126) (125) 
dargestellt. Dies ist aber der cogrediente lsomorphismus der alterniren- 
den Gruppe, der entsteht, wenn man sie mit der in ihr enthaltenen 
Operation 


(34) (56) 
transformirt. Es ist also 
,6 J,~ ol. 
Unmittelbar findet man noch, dass 
JoJ;, =d;, J? = 1, 
also a fortiori 


: IyJ, Fy, F201 

ist, 2s constituiren also die Isomorphismenclassen der alternirenden 
Gruppe 360° Ordnung die Vierergruppe, 4. h. diejenige Gruppe 4! 
Ordnuung, die durch die Relationen 


.*y = j,’ — 1, Jide = jodi 


NZ 


definirt ist. 

Die Vierergruppe besitzt drei Untergruppen 2‘ Ordnung, deren 
jede nur mit sich selbst gleichberechtigt ist. Diesen entsprechen in 
der Gesammtgruppe der Isomorphismen der alternirenden Gruppe 360'" 
Ordnung drei Untergruppen von der Ordnung 6!, deren jede nur mit 
sich selbst gleichberechtigt ist. Es sind dies zugleich die einzigen 
lsomorphismengruppen, welche die Gruppe der cogredienten Isomor- 
phismen enthalten, wenn man von dieser letzteren Gruppe und der 
Gesammtgruppe absieht. Die genannten drei Gruppen werden erhalten, 
indem die cogredienten Isomorphismen mit J, oder J, oder J; combinirt 
werden. Die erste der drei Gruppen ist der symmetrischen Gruppe 
der Ordnung 720 holoedrisch isomorph. 


§ 10. 
Ergebnisse dieses Abschnitts. 


Wir miissen uns jetzt die alternirende Gruppe als ausgezeichnete 
Untergruppe einer anderen Gruppe denken. Es besitze eine Gruppe A, 


us 
lie 


die mit der alternirenden Gruppe der Ordnung +n! (x >4) holoedrisch 
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isomorphe, ausgezeichnete Maximaluntergruppe [. Unter dieser Voraus- 
setzung hat A nur zwei Factoren der Zusammensetzung. Durch An- 
wendung des Satzes III in § 3 ergiebt sich, dass die Gruppe A, wenn 
sie nicht zerfallt, durch eine Gruppe von Isomorphismen der Gruppe [ 
reprisentirt werden muss. Diese Gruppe muss die Gruppe der cogre- 
dienten Isomorphismen enthalten und umfassender sein als diese. Ist 
nun »==5 oder » > 6, so enthilt die Gesammtgruppe der Isomor- 
phismen doppelt so viele Operationen als die Gruppe der cogredienten 
Isomorphismen, Es ist also A in diesem Fall durch die Gesammtgruppe 
der Isomorphismen reprisentirt und (§ 9) der symmetrischen Gruppe 
der Ordnung »! holoedrisch isomorph. Diese Gruppe zerfallt nicht 
(vergl. auch unten). 

Ist aber m= 6, so hat die Gesammtgruppe der Isomorphismen 
drei Factoren der Zusammensetzung (§ 9). Die Gruppe A, die nur 
zwei Factoren besitzt, kann jetzt nur durch einen Theil der Isomor- 
phismen reprisentirt werden, wobei die cogredienten alle vorkommen 
miissen. Es ist also A in diesem Fall durch eine der 3 Gruppen 
720’ Ordnung repriisentirt, die am Schluss des vorigen Paragraphen 
genannt sind. Von diesen Gruppen ist eine die symmetrische, die 
beiden anderen mégen mit A, und A, bezeichnet werden. Es ist noch 
die Verschiedenheit dieser drei Gruppen zu beweisen. Da die Gesammt- 
gruppe der Isomorphismen von der Ordnung 2,.6!, die Gruppe der 


: , , ae 
cogredienten Isomorphismen einfach und von der Ordnung ; 6! ist, so 


ergiebt der Satz V des 5'" Paragraphen, dass die Gesammtgruppe 
keine zweite mit der Gruppe der cogredienten Isomorphismen holoedrisch 
isomorphe Untergruppe besitzt. Nun sind die Bedingungen fiir die 
Anwendung des Satzes IV erfiillt. Man identificirt Z mit der Gesammt- 
gruppe, N mit der Gruppe der cogredienten Isomorphismen und findet, 
dass zwei der genannten drei Untergruppen, da sie in der Gesammt- 
gruppe der Isomorphismen nicht gleichberechtigt sind, nicht holoedrisch 
isomorph sein kénnen. Dass ferner die Gruppen A, und A, nicht 
zerfallen, ergiebt sich aus dem Zusatz des Lehrsatzes IV. Eben dieser 
Zusatz kann auch auf die symmetrische Gruppe angewendet werden, 
von der es tibrigens genugsam bekannt ist, dass sie nicht zerfillt, 
welchen Werth » auch haben mag. 
Fasst man Alles zusammen, so gelangt man zu dem folgenden 
Satz: 
VI. Wenn die Gruppe A eine ausgezeichnete Maximaiuntergruppe T 
enthdlt, und T mit der alternirenden Gruppe der Ordnung ; n! holoedrisch 
isomorph ist, wobei noch n > 4 angenommen wird, so ist entweder A 
zerfallend oder der Index von T gleich 2. Im letateren Fall kann A 
ausser mit dem directen Product der Gruppe 2" Ordnung in die 
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s- genannte alternirende Gruppe auch mit der davon verschiedenen sym- 
n- metrischen Gruppe der Ordnung n! iibereinstimmen; ist eugleich noch 
in n=6, so kann A ausserdem noch gleich einer der Gruppen A, und 
r A, sein, die von einander und von den beiden vorigen Gruppen ver- 
e- schieden sind. 
st Die Gruppen A, und A, entstehen, wenn man die cogredienten 
r- Isomorphismen der alternirenden Gruppe 360'* Ordnung mit einem der 
mn durch die Tabellen 
nm (123) | (135) (264) (123) | (125) (364) 
“ (145) | (126) (345) (145) | (136) (245) 
(126) | (163) (245), (126) | (162) (345) 
0 dargestellten Isomorphismen combinirt. 
ur Man betrachte noch die symmetrische Gruppe der Ordnung »! und 
Wi die in ihr enthaltene alternirende Gruppe der Ordnung <n), Ks ist 
n . 
- schon von Cauchy*) allgemein nachgewiesen worden, dass eine zweite 
nh Untergruppe der Ordnung 5m! in der symmetrischen Gruppe nicht 
- enthalten ist; fiir » > 5 folgt dies auch aus unserem Lehrsatz V. Man 
h kann jetzt den Satz IV anwenden, indem man L mit der symmetrischen, 
t- N mit der alternirenden Gruppe identificirt, wobei zugleich noch n =5 
od oder > 6 angenommen werden soll. Es ergiebt sich nun, dass die 
0 symmetrische Gruppe vollkommen ist. Wendet man ausserdem den 
™ Satz I an, so findet man das Ergebniss: 
h Vil. Wenn n =5 oder n> 6 ist, so ist die symmetrische Gruppe 
" der Ordnung n! vollkommen; sie spaltet sich von jeder Gruppe ab, m 
t- der sie ausgezeichnet enthalten ist. 
t, 
4 Dritter Abschnitt. 
it Die Gruppe der Modulargleichung als ausgezeichnete Untergruppe. 
i § 11. 
t, Liésung des Grundproblems fiir den vorliegenden Fall. 
Es soll jetzt die Gruppe der Modulargleichung fiir die Primzahl- 
S transformation der elliptischen Functionen in ahnlicher Weise wie im 
Vorhergehenden die alternirende Gruppe untersucht werden. Die Gruppe 
r der p(p?—1) Substitutionen 
h Le 
ay (=...) 
\ ous - ca-+d 
je *) Journal de l’école polytechnique, cahier 17, p. 19. 
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der Buchstaben 2, %,, %,...%p—1,%, werde mit Gpc,--1) bezeichnet. 
Es sind dabei die Indices mod. p zu nehmen, p ist eine Primzahl, die 
grésser als 3 ist, und a, b, c, d sind ganze Zahlen, fiir welche die 
Determinante 

ad — be 


der Null incongruent ist. Diejenigen von den genannten Substitutionen, 

deren Determinante ein quadratischer Rest ist, bilden eine ausgezeichnete 
. »( p?—1 

Untergruppe von der Ordnung =. 


(5? —2) Da man a, b, c, d 


mit derselben Zahl multipliciren kann, ohne die Substitution zu iindern, 
so kann man G,, P-t) auch auffassen als die Gesammtheit der Sub- 


» 


stitutionen der Determinante 1. Die Isomorphismen der Gruppe ©, , ._,, 
2 

in sich sollen festgestellt werden. Die betrachtete Gruppe ist einfach *), 
wenn p> 5 ist, auf welchen Fall wir uns beschrinken wollen. 

Es ist nun ©,,,._,, eime zweifach transitive Gruppe von Ver- 

—) 

tauschungen von p-+- 1 Buchstaben. Ihre Untergruppen, die 2,, 2,,.. 
.+p—t, & nicht indern, sollen beziehungsweise mit ,, 5, ,...Dp—1,.H. 


. . . o( p — 1) 

bezeichnet werden, Diese Untergruppen sind von der Ordnung ! —— . 

Ich will zeigen, dass es andere Untergruppen von dieser Ordnung nicht 
. ae me os p—1 

giebt. Ist niimlich $' eine Untergruppe der Ordnung PU —, so muss 


§ nach dem Satz von Cauchy**) eine Substitution von der p'" Ord- 
nung, also in unserem Fall emen Cyklus von p Buchstaben enthalten. 
Sei der Buchstabe x, derjenige aus der Reihe 2, %,,..-%p—1, Zp, der 
in dem Cyklus nicht vorkommt. Wiirde nun a in der Gruppe § 
iiberhaupt versetzt, so miisste §’ eine doppelt transitive Gruppe sein, 
also mindestens p(p-+-1) Substitutionen besitzen, was den Annahmen 
widerspricht. Es wird also die Gruppe §' den Buchstaben a, nicht 
versetzen und wegen der Gleichheit der Ordnungen mit , tiberein- 
stimmen. 

Jetzt denke man sich die Gruppe G,,,._,, holoedrisch isomorph 

2 

auf sich selbst bezogen. Vermége dieses Isomorphismus miissen die 
Gruppen §), $,,--- Hp-1, H.» beziehungsweise in H;,, Hi, --- Hip» Di, 
iibergehen, wenn 7%, 7,, ... t1,¢, eine Permutation der Zahlen 
0,1,...p—1, 0 bedeutet. Es werde die Substitution 


*) Vergl. z. B. Klein- Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen 1890, I. Bd., p. 488 ff. 
**) Exercices d’analyse etc. 1840, tome III, p. 250. 
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Fe iy >< 0tcey Me ) 
Hing Vizy e+ Vin _yy Vi, 


der Buchstaben a, %,,... %p-1, % mit S bezeichnet. Ferner sei 7 


irgend eine Substitution der Gruppe Gy (p—1) die vermége des Isomor- 


2 
phismus in 7” iibergeht. Wenn nun 7 den Buchstaben 2 in x, 
iiberfiihrt, so wird 2, mit 7’ transformirt, in $s und in entsprechender 
Weise §;,, mit 7” transformirt, in §; 2 iibergehen, Somit muss 7” den 
Buchstaben 2; durch 2; , ersetzen, und es ist nun leicht zu sehen, dass 
STS = T’ 
ist. Es wird also der vorausgesetzte Isomorphismus der Gruppe 
S,|,»-1) mm sich dadurch erhalten, dass man die Gruppe mit der Sub- 

2 
stitution S transformirt. 

Ks ist jetzt noch zu zeigen, dass die Substitution S jedenfalls in 
der umfassenderen Gruppe (, ,:—1) enthalten ist. Da nun die Gruppe 
(».—1) transitiv ist, so giebt es in ihr jedenfalls eine Substitution 
U, welche «;,, in w, iiberfiihrt. Die Substitution SU, welche die 
Gruppe ),._,, in sich transformirt, versetzt den Buchstaben z,, 


2 


nicht, transformirt also auch §, in sich. Nun ist 9, eine Gruppe, 
die aus der Hilfte der metacyklischen Substitutionen 


a 
Lac +5 


besteht, Diese Gruppe enthilt keine Substitutionen p'*' Ordnung ausser 
den Potenzen des Cyklus 
(%q%, Hq - - + Ups) > 

Da nun §,, durch die Substitution SU in sich transformirt wird, so 
wird diese Substitution den eben genannten Cyklus in eine seiner 
Potenzen transformiren. Es ist also SU eine metacyklische Substitu- 
tion und gehért der Gruppe G,(,-—1) an. Somit gehért auch S§ dieser 
Gruppe an. 

Denkt man sich zwei Substitutionen S und S’, welche die Gruppe 


G,()»-1) mm derselben Weise in sich transformiren, so miisste 
<2 


S-1s' 


die simmtlichen Substitutionen von G,,,._,), also auch die Gruppen 
— 


Ho, H,,--- Hp, H» je in sich transfermiren. Dies ist nur dadurch 
mdglich, dass die Substitution S-!S’ die Buchstaben 2, , %,,...%p—1. @, 
siimmtlich nicht versetzt, so dass S gleich S° sein muss. Man erhiilt 
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also jeden Isomorphismus der Gruppe & in sich gerade einmal, 


p(p?—1) 
at 
wenn man diese Gruppe mit den Substitutionen der sie umfassenden 
Gruppe @, ,»1) transformirt. Nach Satz V enthilt die letztere Gruppe 
keine von G., ., verschiedene und mit dieser Gruppe holoedrisch 
pi) 
2 
isomorphe Untergruppe. Man kann jetzt den Satz IV anwenden. Dieser 


ergiebt mit I zusammen: 
VIL. Die Gruppe Gp (p—1 ist vollkommen, sie spaltet sich von 
jeder Gruppe ab, in der sie ausgezeichnet enthalten ist. 


Denkt man sich ferner eine Gruppe A, in welcher Ge als 


—" 
oe 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe enthalten ist, so muss die Gruppe 


A nach Lehrsatz III entweder zerfallen oder mit G,(,:1) tibereinstim- 
men. Dass die letztere Gruppe wirklich nicht zerfallt, folgt aus dem 
Zusatz von LV. Somit kann der folgende Satz ausgesprochen werden. 

IX. Die Gruppe Gp(p—1) ist die emezige nichtzerfallende Gruppe, 
in weltker ©. 4 als ausgezeichnete Maximaluntergruppe enthalten ist. 


(Pp 
2 
In den beiden ausgesprochenen Satzen bedeutet p cine Primeahl, 
die grésser als drei ist. 
§ 12. 
Gelegentliche Entwicklung einer Eigenschaft der Gruppe &,,,.1). 


Es mége hier eine Eigenschaft der Gruppe (1), die spiter 
gebraucht wird, angekniipft werden. Die Gruppe G 


p(P’—1) 
2 
die Substitutionen 
Lea Le 
La+l wii 


wird durch 


erzeugt*), fiir welche die Determinante ad — be gleich Eins ist. Von 
diesen Substitutionen ist S ein Cyklus p'* Ordnung, also eine gerade 
Vertauschung der Buchstaben 2), 2, %,,--.%p—1, %- Die Substitu- 
tion 7 laisst zwei Buchstaben ungeindert oder nicht, je nachdem die 
Congruenz «a? =— 1 mod p zwei Wurzeln hat oder nicht, d. h. je 
nachdem p von der Form 4k +1 oder von der Form 4k + 3 ist. In 
beiden Fallen ergiebt sich 7’ als eine Substitution, die aus einer geraden 
Zahl von Transpositionen besteht, also als gerade Substitution von der 


*) Vergl. Klein-Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen, Bd. I, p, 219. 
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Ordnung 2. Es besteht also G, aus lauter geraden Substitutionen. 


(p°—1)) 


2 
In der umfassenderen Gruppe ,(,2—1) bilden die Substitutionen 
hice) 
fae)’ 
die 2 und #, ungeiindert lassen, die Potenzen eines Cyklus von p— 1 
Buchstaben. Es besteht also G,(,»1) zur Hilfte aus ungeraden Sub- 
stitutionen, und es ist G,(,. 4) nichts Anderes als die Gesammtheit 
o—) 
der geraden Substitutionen der Gruppe G)(,»—1. 
Nehmen wir jetzt zuniichst p von der Form 4k-+ 3 an, so ist 


gerade. p-+ 1 ist die Gesammtzahl der Buchstaben % , 2, ,...%p_1,%x, 


und es wird jede ungerade Substitution 2’ Ordnung mindestens zwei 
Buchstaben ungeiindert lassen. Nach dem vorhin Bemerkten bilden 
die Substitutionen der Gruppe WG, ,2»-1), die 2% und w, nicht versetzen, 
eine cyklische Gruppe p — 1 Ordnung, die somit nur eine Operation 
2'e Ordnung enthalt. Diese Operation ist in der That eine ungerade 
Substitution, die nur 2 und w, ungeiindert lisst. Es wird also wegen 
der doppelten Transitivitiit der Gruppe G, (,»1) je eine ungerade Sub- 
stitution 2’ Ordnung geben, die ein gegebenes Buchstabenpaar un- 
versetzt lisst. Alle diese Substitutionen sind auch gleichberechtigt in 
der Gruppe Gp,p—1). 

Wenn p von der Form 4k + | ist, so liisst sich diese Schlussweise 
nicht anwenden, Fiir p = 5 hat man die Gruppe G,,., die auch als 
symmeirische Gruppe aus 5 Buchstaben dargestellt werden kann. Der 
in Gy) enthaltenen Untergruppe G,,. entspricht dann, da sie die einzige 
mit der Ikosaedergruppe holoedrisch isomorphe Untergruppe von G5, 
ist (§ 5), die Gesammtheit der geraden Vertauschungen der fiinf Buch- 
staben. Den in G,.) und nicht in (,. enthaltenen Operationen 2'* 
Ordnung entsprechen in der symmetrischen Gruppe die Transpositionen, 
die in dieser gleichberechtigt sind. Man kann somit folgendes Resultat 
aussprechen : 

Die in der Gruppe Sp (,»—1, (p Primzahl) enthaltenen Substitutionen 
2‘ Ordnung, deren Determinante ein quadratischer Nichtrest ist, sind 
sicher gleichberechtigt in den Fillen p = 3 mod 4 und p = 5. 


p+1 
» 
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Vierter Abschnitt. 


Die cyklische Gruppe ist als ausgezeichnete Untergruppe 
gegeben. 


§ 13. 


Ansatz zur Bestimmung einer mit der [kosaedergruppe meroedrisch 
isomorphen Gruppe. 

Ich suche jetzt eine Gruppe A, welche eine cyklische Gruppe [ 
von der m'" Ordnung ausgezeichnet enthilt, und zwar so, dass AT 
mit der Ikosaedergruppe holoedrisch isomorph ist. Es soll aber m 
auch eine zusammengesetzte Zahl sein diirfen. 

Die Gruppe [ ist durch die Gleichung 

@" = 1 
vorgestellt. Alle Isomorphismen dieser Gruppe in sich werden durch 
die Formel 
1.6, +, ...@ 
ih oO, S*,... ow) 


geliefert, in der @ irgend einen Rest des Moduls m bedeutet, der zu m 
relativ prim ist. Der identische Isomorphismus ist allein cogredient; 
man hat g(m) verschiedene Isomorphismen, deren jeder eine besondere 
Classe ausmacht. Je zwei Isomorphismen sind vertauschbar. Denkt 
man sich jetzt die Gruppe A, in welcher [ ausgezeichnet enthalten 
sein sollte, so kann der Lehrsatz I] des 3' Paragraphen angewendet 
werden. Die Qperationen von A miissen die Gruppe [ auf cogrediente 
Weise, d. h. in diesem Fall identisch in sich transformiren. Es sind 
also alle Operationen der Gruppe A mit der Operation © vertauschbar. 
Da ferner die Gruppe A|f mit der Ikosaedergruppe itibereinstimmt, 
und diese durch die Relationen 
(12) A,>=1, A,?=—1, (4,4)? =1 
definirt ist*), so muss man in der Gruppe A zwei Operationen S und 
T so finden kénnen, dass 
(13) S'=—@, T27—0', (ST) —O, On =—1 
ist. 

Da nun vermége der Relationen (12) die aus A, und A, beliebig 
combinirten Ausdriicke sich auf 60 Formen reduciren lassen, so kann 
man auch die aus S, 7’ und © combinirten Ausdriicke vermége der 


*) Vergl. Dyck, Mathematische Annalen Bd. 20, p. 35 und Hamilton, 
Philosophical magazine, fourth series vol. XII 1856, p. 446, 





G 
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Gleichungen (13) und vermége der Vertauschbarkeit der Operation © 
mit S und 7 auf nur 60.m Formen 
SeTeSyT? ... 

bringen. Wenn also eine Gruppe so, wie wir angenommen haben, 
existirt, so wird sie durch die aus ihr sich ergebenden Gleichungen (13) 
mit Riicksicht auf die genannte Vertauschbarkeit dargestellt sein. 

Nimmt man aber andererseits in den Gleichungen (13) die Ex- 
ponenten a,b,c, m beliebig an und definirt man durch diese Glei- 
chungen, in denen © wieder mit allen Symbolen vertauscht werden 
darf, eine Gruppe, so kann sich die Ordnung dieser Gruppe noch 
geringer herausstellen als 60m. Dies wird jedenfalls dann eintreten, 
wenn eine niedrigere Potenz von © als die m'* sich vermége der 
Gleichungen als der Identitiit gleich ergiebt. Wir fragen jetzt nach 
dem System der Bedingungen, denen a, b, c, m geniigen miissen, damit 
die Relationen (13) wirklich eine Gruppe 60m'*" Ordnung definiren, 


§ 14. 
Nothwendige zahlentheoretische Bedingung. 

Die dritte von den Gleichungen (13) giebt, wenn man der linken 
und rechten Seite den Factor S‘* vorsetzt, und den Factor 7'S* nach- 
setzt, 

S°TSTST?S! = S4TS'Oe 
oder mit Riicksicht auf die erste und die zweite der Gleichungen 
TST = S4TS49-*o—*+¢, 
Durch Quadriren ergiebt sich hieraus 
TS?T = §4 TS TS4GQ-24—3+ +2, 
Jetzt erhilt man, indem man stets 78+7' durch die rechte Seite 
der letzten Gleichung ersetzt: 
TS°782T = TS27TS3TS4Q-24-80+26 
= S47TS37S27S81Q-14-6o-+4¢, 
Wird somit 
TS°*TS8?*T =U 
gesetzt, so ist 
U — S4 US1Q-44-66-He, 
Durch Wiederholung kann man nun schliessen, dass auch 
U = St-4 USk-4 Qk(-4a—GoH4e, , 
Mit k = 5 ergiebt sich schliesslich 
U om UOet« , @Q4¢ ¥ Q5(—44—6b-+-4c) z 
Soll also wirklich erst die m'* Potenz von © gleich 1 sein, so muss 
die Congruenz 
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(14) 2(6a + 15b — 10c) =0 mod m 
bestehen. Das Bestehen dieser Congruenz ist also nothwendig dazu, 
dass die Relationen (13) eine Gruppe der Ordnung 60m _ definiren. 


Dass die Congruenz (14) daftir auch hinreicht, wird im Folgenden 
gezeigt werden. 


§ 15. 
Umformung der definirenden Reiationen. 
Setzt man 
S’=S@, T’'—T@, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (13): 
(15) S’'$an@*, T'? =, (S’T’F =O’, OF —1. 
Dabei ist zur Abkiirzung 
(16) a=a+5r, (b=b+2s, &=c+3r4+3s 
gesetzt. Weil man nun von den Gleichungen (15) riickwirts wieder 
zu (13) gelangen kann, so miissen die Gleichungen (13) und (15), wie 
auch a, b, c, m beschaffen sind, dieselbe Gruppe definiren. Aus der 
identischen Gleichung 
6(a-+5r) + 15(b+2s) — 10(e+3r+3s) = 6a 4+ 15) — 10¢ 
geht hervor, dass die Ausdriicke a’, b’, c’, m, falls (14) erfiillt ist, der 
Congruenz 
(17) 2(6a' + 15b’— 10c’) = 0 mod m 
geniigen. 
Nun will ich m in ein Product 
m= mM,. Mm, 
derart spalten, dass m, alle in m vorkommenden Primfactoren 2 und 
m, alle andern Primfactoren enthilt. Méglicherweise kann eine der 
Zahlen m, oder m, gleich Kins sein. Es lassen nun die Ausdriicke 
(16) erkennen, dass man 7 und s gemiss den Bedingungen 


a =0 , b =0 3 
: mod m , mod m 
c =0 hd 2 


bestimmen kann. Vermége der Congruenz (17) stellt sich dann von 
selbst heraus, dass 


@=c¢ 


2b'= 0 mod m, a =0 mod m,. 
Fasst man aber dies zusammen, so hat man 
a =c¢ =0 modm, 2b'=0 mod m, 


was nun in (15) einzusetzen ist; man muss dann ein mit (13) gleich- 
werthiges System erhalten. Das System (13) ist also, wenn (14) erfiillt 
ist, gleichwerthig mit dem Gleichungssystem 
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a= 
(18) Ss=1, T?=—-9*, (S*T=—1, en—1, 


in welchem noch © mit den anderen Operationen vertauscht werden kann. 
Hier geniigt es, wenn m ungerade ist, Kk =0, wenn aber m gerade 
ist, K=O, 1 zu setzen. 


§ 16. 
Die zahlentheoretische Bedingung als hinreichend nachgewiesen. 


Ks ist nachzuweisen, dass das Bestehen der Congruene (14) dafiir 
hinreichend ist, dass die Relationen (13) eine Gruppe 60.m'*" Ordnung 
definiven. Da nun das System (13) mit (18) gleichwerthig ist, wenn 
a,b, ce und m die Congruenz (14) erfiillen, so ist nur zu zeigen, dass 
die Relationen (18) eine Gruppe der genannten Ordnung definiren. 

Dass nun das System (18) fiir k = 0 eine Gruppe 60m‘ Ordnung 
definirt , ist selbstverstiindlich. Es trennen sich in diesem Fall die 
Gleichungen in 

QO" = | 

und in die drei anderen; die Gruppe zerfallt in das directe Product 
der cyklischen Gruppe m'* Ordnung und der Ikosaedergruppe. Es ist 
somit nur noch der Fall k = 1, in dem m gerade angenommen werden 
muss, zu erértern. Wir nehmen zuniichst ausserdem noch m = 2 an, 
so erhalten wir die Gleichungen 

(19) S'5eanl, T’*=—68, (S’'T’Peil, OF—1. 

Diese Gleichungen definiren in der That eine bereits bekannte Gruppe 
120 Ordnung, die im 21' Paragraphen noch erwiihnt werden wird. 

Dass man fiir k = 1 und fiir irgend ein gerades m aus den Glei- 
chungen (18) eine Gruppe der Ordnung 60m erhialt, kann man folgender- 
massen einsehen. Man nimmt zunichst die Gleichungen (19) und fiigt 
ein Symbol 0’ hinzu, das mit S’, Z” und © vertauschbar ist, und fiir 
das noch 


e*=0 
gesetzt wird. Es sind nun alle Bedingungen erfiillt, die zu einem 
friiher von mir gegebenen*) Verfahren der Gruppenbildung ndthig 
sind. Es ist dem Symbol ©’ der identische Isomorphismus J der 
Gruppe (19) zugeordnet; dieser versetzt © nicht, und andererseits 
transformirt 0 die Gruppe (19) auf identische Weise, d. h. gerade so 


wie der Isomorphismus J”. Die Relationen (19) definiren also mit 
= 
Q’* = 
*) Mathematische Annalen Bd. 43, p. 334. 
Mathematische Annalen. XLVI, 








354 O. Héxper, 


zusammen, wenn © und @’ mit allen andern Operationen vertauschbar 


sein sollen, eine Gruppe von der Ordnung >" 120, Man hat aber jetzt 
die Relationen 


m 

Ss—_1, T?=0"*, (S'TP=—1, Onm—1. 
Diese sind von der gewiinschten Form und definiren eine Gruppe 
60m‘ Ordnung w. z. b. w. Diese Gruppe 60m'** Ordnung soll mit 
Roo’ bezeichnet werden; sie existirt nur, wenn m gerade ist. 


§ 17. 
Discussion der erhaltenen Gruppen. 


Wir haben jetzt nachgewiesen, dass die Relationen (13), wenn 
die Congruenz (14) besteht, eine Gruppe 60m'*" Ordnung definiren, 
und zwar die allgemeinste, welche den friiher gemachten Voraus- 
setzungen entspricht. Dieselben Gruppen ergeben fiir k = 0 und ein 
beliebiges m und fiir k—1 und ein gerades m die Relationen (18). 
Ks wiiren nur noch die verschiedenen Gruppen zu discutiren, die man 
so aus (18) erhialt. Fiir & = 0 haben wir schon eine zerfallende Gruppe 
erhalten. Ist aber k —1 und m gerade, so setze man wieder 

m= M,mM,, 
wo m, ungerade, und 

m, = 20 
ist. Wird jetzt 

™—=O,, O%=@, 

gesetzt, so spaltet sich das System (18) in das System 
(20) S’5—_1l, T’?=O0,%", (S'T’)2=—1, 02°=—1 
und die Gleichung 

0;" = 1. 
Die durch das System (20) definirte Gruppe ist vermége der auf- 
gestellten Definition mit R{2”) zu bezeichnen. Wenn also die Zahl 
m= 2*.m,, und m, ungerade ist, so zerfallt RS in das directe Pro- 
duct der Gruppe R32") und der cyklischen Gruppe m,'** Ordnung. Dass 
die Gruppe R(2% nicht zerfallt, wird in § 23 nachgewiesen werden. 

Durch Zusammenfassung ergieBt sich jetzt das Resultat: 

Satz X. Wenn eine Gruppe A der Ikosaedergruppe in der Weise 
meroedrisch isomorph ist, dass jeder Operation der Gruppe A eine 
Operation der Ikosaedergruppe, der Identitdét dieser aber eine cyklische 
Untergruppe m*” Ordnung in & entspricht, so zerfillt A entweder in 
das directe Product der Ikosaedergruppe und der cyklischen Gruppe 








in 


pe 





m* Ordnung oder die Zahl m ist gerade, und die Gruppe A stimmt 
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mit der Gruppe &%)) iiberein. Diese letztere Gruppe zerfillt oder szer- 


fallt nicht, je nachdem m einen ungeraden Factor enthilt oder nicht. 


§ 18. 


Gruppe, die mit G,,, meroedrisch isomorph ist. Zahlentheoretische 
Bedingungen. 

Nach Analogie der in den vorhergehenden Paragraphen aus- 
gefiihrten Entwicklung wird jetzt die folgende Aufgabe behandelt. Es 
ist eine Gruppe A gesucht, die eine cyklische Untergruppe [ von der 
m'" Ordnung ausgezeichnet enthilt, und zwar so, dass die Gruppe 
A|f mit G,,, tibereinstimmt. Man kann durch dieselben Ueber- 
legungen, die friiher angewendet wurden, zu einem System von Rela- 
tionen gelangen. Es ergiebt sich, da die Gleichungen 


Ai=1, Ag=1, (4,°45)8=1, (Ay*A)' = 1 
die Gruppe G,,, definiren*), dieses Mal das System 
(21) S'= ©, 2— 9, (S'T)3— O°, (S‘7T)'=— 0%, On —1, 
wobei hinwiederum © mit allen anderen Operationen vertauschbar zu 
denken ist. 

Jede Gruppe von der gesuchten Beschaffenheit muss aus den 
Relationen (21) hervorgehen; diese Relationen kénnen aber auch noch 
andere Gruppen geringerer Ordnung liefern. Es sind die Bedingungen 
zu finden, unter denen die Relationen wirklich eine Gruppe von der 
Ordnung 168 . m definiren. Nun ergiebt die dritte von den Relationen 
(21) mit Riicksicht auf die erste und zweite sofort vier Gleichungen 

SOTS6TS6T = Q°, TSTSTS = Q34+8-<, 

TS*T = STSO-*2-*+, TST = S*TS*Q*t2?-<, 
Aus den beiden letzten Gleichungen erhilt man noch durch Quadriren 
TS'T = STSTSO-5e-428¢,  T8?T = S*TS5 TS *oserse-re, 
Die vierte der Gleichungen (21) fiihrt aber auf die folgenden Relationen 
S47TS*TS4*TS'T = 04, 
TS TS2TS3TS? = Otette—4, 
TS! T ans S87TS%TS%Q-34-2+4, 
TST = S47S1T7T S1Q¢22-4, 


Wenn man nun jedesmal den eingeklammerten Ausdruck durch seine 


*) Wir verdanken diese Relationen Herrn Dyck. Vergl. Annalen bd. 20, 
p- 40 und p. 41. Die Operationen A, und A, sind genau die ebenso benannten 
des Herrn Dyck. 


23* 
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im Vorhergehenden gegebene Umformung ersetzt, so findet man 
allmihlich 
(TS?T)S*T = S*TS5(TS*T) Otets2-2e 
= S°TS2T SAT S1Qbatso—2c—a, 
Setzt man somit 
TS°*TS'T = U, 
so ist 
U — Sé US! Q6a+5b—2c—d 
und auch 
U = S& US**0 (Ga+5b—2c—d)k_ 


Mit k = 7 ergiebt sich nun 

Q524+356—14e—7d =], 
Soll die Ordnung der Gruppe sich nicht reduciren, so muss auch @ 
wirklich von der m'*" Ordnung sein, und es ist die Congruenz 
(22) 52a + 35b — 14e — Td=0 mod m 
nothwendig. 

Durch iihnliche Umformungen wird eine zweite Congruenz erhalten. 
Ks ist 
(TST)S*T = 8°(TS*T)Q*%4t2-< 
= S?TS4TS1eQtats0—e—a_ 
Auf der andern Seite findet man jedoch 
TS(TS'T) = (TST) STO 32-24, 

— S3 TS3 (TS*T')S*Q-6e—-44+38¢, 

= §37'84 TS41Q-84-5 bo+2d 
Durch Vergleich der beiden letzten Resultate ergiebt sich die Congruenz 
(23) — 12a — 9b+ 2c + 3d=0 mod. m. 


Das Zusammenbestehen der Congruenzen (22) und (23) ist also 
nothwendig dafiir, dass die Relationen (21) eine Gruppe der Ordnung 
168m definiren. Dass das Zusammenbestehen dieser Congruenzen auch 
hinreichend ist, wird spiter gezeigt werden. 


§ 19, 
Umformung der definirenden Relationen. 
Wir setzen jezt 
S’ = SQ’, fT’ = TO’. 
Auf diese Weise tritt an Stelle des Systems (21) das gleichwerthige: 
(24) SS’? 0", T’?—= @", (S'T")3—= 0", (S'47")'= 0, On = 1, 


wobei a’, b’, c’, und d’ die Ausdriicke 
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(25) a=a+iTr, bo =b+2s, &=c+ 18r+3s, 
d'’=d+ 16r+ 4s 


bedeuten sollen. Vermége der Identitiiten 
52a’ + 35b'— 14c —Td’ = 52a+35b — 14c — Tad, 
—12a@ — 90+ 2¢+3d' =—12a— 9b+4+ 2c¢+3d 
miissen a’, b’, c’, d’, falls die Congruenzen (22) und (23) erfiillt sind, 
von selbst den Congruenzen 
52a’ + 350° — 14c’ — 7d’ =0 


(26) 120 — 90+ 2c 4+3d'=0 


mod. m 


geniigen. 

Ich spalte jetzt wieder m in die Factoren m, und m,, wobei m, 
aus den in m enthaltenen Primfactoren 2 bestehen soll. Von den 
beiden Zahlen x und s, die zunichst noch beliebig waren, kann man 
die Erfiillung der Congruenzen 

a=c=0modm, vb =d'=0 modm, 
verlangen, wie man durch einen Blick auf die Ausdriicke (25) erkennt. 
Bestimmt man r und s auf diese Weise, so miissen in Folge von (26) 
auch die Congruenzen 

vb=d' modm,, 2b:=2d'=0 modm,, v=c =0 mod. m, 
bestehen, d. h. es ist dann 

20 = 2d’ =a =c =0 mod m 
und 
b' =d’ mod m. 
Die Relationen (24) bekommen dann das folgende Aussehen 
(27) S’%as1, T’2== @?, (S’S7")3 a 1, (S’4T")* om e', QO" = 1, 
Hier ist k = 0 zu setzen, wenn m ungerade ist, und k = 0,1, wenn 
m gerade ist. 

Die Relationen (21) sind, wenn a, b, c, d und m den Congruenzen 

(22) und (23) geniigen, mit dem System (27) gleichwerthig. 


§ 20. 


Die zahlentheoretischen Bedingungen werden als hinreichend 
nachgewiesen. Discussion der Gruppen. 


Um nun nachzuweisen, dass das Bestehen von (22) und (23) dafiir 
hinreicht, dass das System (21) eine Gruppe 168m'e" Ordnung dar- 
stellt, hat man nur zu zeigen, dass (27) eine Gruppe von der Ord- 
nung 168m definirt. Dies ist aber fiir / =O unmittelbar ersichtlich; 
man erhalt in diesem Fall das directe Product der cyklischen Gruppe 
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m'e* Ordnung und der Gruppe G,,,. Ist aber k = 1, so nimmt man 
zuerst wieder m= 2 an, wodurch man auf die Relationen 


(28) S’7=1, T= 60, (ST) =1, (S*T)'= 0, OF =1 

kommt. Diese Relationen definiren eine bekannte Gruppe 336' Ord- 
nung, welche im niichsten Paragraphen noch zur Sprache kommen 
wird. Der Fall, in dem &—1 und m gleich irgend einer geraden 
Zahl ist, wird auf den Fall m =— 2 ganz so zuriickgefiihrt, wie dies 


in der analogen Frage in § 16 geschehen ist. Es definiren also die 
Relationen 


m ™m 


Sta 1, T? = 9°, (S*T)3—= 1, (S4T)' = °°, eo" = 1, 
wenn m gerade ist, eine Gruppe der Ordnung 168m, und diese Gruppe 
soll mit Riss bezeichnet werden. Damit sind nun auch die Congruenzen 
(22) und (23) als hinreichend dafiir nachgewiesen, dass das System (21) 
eine Gruppe 168m" Ordnung ausdriickt. 

Es fragt sich noch, was fiir Gruppen wir erhalten haben. Da 
die Relationen (21) mit Riicksicht auf die genannten Bedingungen mit 
dem System (27) gleichwerthig sind, so kénnen wir dieses System statt 
des Systems (21) discutiren. Fir k =O spaltet sich nun, wie wir 
schon gesehen haben, die cyklische Gruppe m'* Ordnung ab.  Fiir 
k = 1 ist m gerade anzunehmen, und es liegt die Gruppe ®\%s vor. 
Diese zerfaillt, wenn m einen ungeraden Factor enthilt. Es sei niim- 
lich wieder 

m = 2°m,, 
m, ungerade, und @ > 1, ferner 
0; =s Q”, 0, —_— 2%. 

es trennen sich dann die Gleichungen (27) in das System 
(29) S’?—=1, 7’?=0,%", (S'7’)8 = 1, (S'47")'=— 0, ",7 

e,* = 1 
und in die Gleichung 

a” — 2. 


Somit zerfillt die Gruppe ij? in das directe Product der Gruppe 
R(2") und der cyklischen Gruppe m,'** Ordnung. Dass die Gruppe &(2”) 
nicht zerfillt, wird in § 23 nachgewiesen werden. 

Das Ergebniss kann jetzt folgendermassen zusammengefasst werden: 

Satz XI. Wenn eine Gruppe & der Gruppe G4, in der Weise 
isomorph ist, dass jeder Operation von A eine Operation der Gruppe 
Gig, und der Identitét dieser Gruppe eine cyllische Untergruppe m'” 
Ordnung in J entspricht, so ist A entweder gleich dem directen Pro- 
duct der Gruppe G,o, und der cyklischen Gruppe m'” Ordnung, oder 
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es ist m gerade, und A stimmt mit der Gruppe Si%3) iiberein.- Diese 
letetere Gruppe zerfilli oder zerfillt nicht, je nachdem die Zahl m einen 
ungeraden Factor enthdlt oder nicht. 


§ 21. 


Ueber specielle Gruppen, die aus homogenen Substitutionen gebildet 
werden. 


In § 16 und in § 20 habe ich je auf eine specielle Gruppe hin- 
gewiesen, deren Existenz als bekannt angesehen werden konnte. Es 
waren dies die durch die Gleichungen (19) und (28) definirten Gruppen. 
Diese Gruppen eutspringen aus der Theorie der linearen homogenen 
Substitutionen mit zwei Veriinderlichen. Hiezu wiiren noch einige 
Bemerkungen zu machen. Zuniichst will ich festsetzen, dass das 
Product der Substitution 

“=aun+by 

y =cx + dy 
in die Substitution mit den Coefficienten a’, b’, c’, d’ durch die Formei 

aby\sa@ Uv aa+eb ba+dvV 

(: d y > (ce +ed be&+ an) 
bestimmt sein soll. Es geschieht diese Bestimmung wegen der Analogie 
mit gewissen Buchstabenvertauschungen, und ich bemerke ausdriicklich, 
dass die hier gewihlte Auffassung der in der Theorie der quadratischen 
Formen meist angenommenen entgegengesetzt ist. Vermége der Formel 
(30) bestimme ich das Product U V dadurch, dass ich die Substitution 
U in die Substitution V einsetze. 

Die simmtlichen Substitutionen mit ganzzahligen Coefficienten 
und der Determinante 1 werden durch Iteration und Combination von 


1 1 0 —1 

S=(4 1), tT, = (; 0) 
erzeugt*). Betrachtet man nun die Coefficienten der Substitutionen 
mod p, und ist p eine Primzahl, so hat man p(p+1)(p—1)? Sub- 
stitutionen mit beliebiger, der Null incongruenter Determinante und 
p(p?—1) Substitutionen der Determinante 1. Jene bilden eine Gruppe 
Yr (p--t)(p—1)? » Ciese eine Gruppe Ry ip:—-1), die aus S, und TJ) erzeugt 
wird. Jeder Substitution 

b 
* a) 

kann man eine Vertauschung 


*) Vergl. Klein-Fricke Bd. I, p. 219 Anm, 


(30) 


3 
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Le 
La a+b 
ca+d 
der Buchstaben 2, 7,, %,...%p—1, %, zuordnen, und es ist vermiége 
der angenommenen Art der Zusammensetzung (vergl. (30)) die Gruppe 


Rp(2—1) mit der Gruppe GS, (a—1 des elften Paragraphen meroedrisch 


isomorph. ; 

Von Eigenschaften der genannten Gruppen wird hauptsiichlich die 
in Betracht kommen, dass die Gruppe &(»+1)(p-i» keine einfache 
Untergruppe von zusammengesetzter gerader Ordnungszahl enthiilt. 
Wire niimlich eine solche Untergruppe vorhanden, so miisste diese 
nach dem Satz von Cauchy eine Substitution W von der Ordnung 2 
enthalten. Die Rechnung ergiebt nun, dass die Substitution W ent- 


weder mit 
= “9 _1) 
iibereinstimmen oder den Bedingungen 
(31) . 7 aa 7 \ mod p 
e+be=1 


geniigen muss*). Die Substitution ©,, die mit allen andern Substitu- 
tionen vertauschbar ist, kann der Gruppe § nicht angehdren, da 
einfach und von zusammengesetzter Ordnungszahl angenommen war. 
Es wird somit W den Bedingungen (31) entsprechen, und es ist also 


die Determinante von W congruent —1. Die Gruppe § enthiilt 
also, wenn p > 2 ist — und der Fall p= 2 kann sowieso nicht in 
Betracht kommen — Substitutionen, deren Determinante der Kins 


incongruent ist. Die Substitutionen der Determinante 1 werden somit 
in § eine ausgezeichnete Untergruppe ausmachen. Dies ist mit der 
Einfachheit von § nur dann nicht im Widerspruch, wenn eine einzige 
Substitution der Determinante 1 in § angenommen wird. Dann aber 
kommt jede Determinante bei den Substitutionen von § nur einmal 
vor. Setzt man zwei Substitutionen zusammen, so multipliciren sich 
ihre Determinanten, und ordnet man jeder Substitution von § ihre 
Determinante zu, so hat man einen holoedrischen Isomorphismus 
zwischen der Gruppe § und den Determinanten, die bei der Multipli- 
cation eine Gruppe vertauschbarer Operationen darstellen.  wiire 
also eine Gruppe vertauschbarer Operationen, was wiederum den ge- 
machten Annahmen widerspricht. Eine einfache Gruppe von zusammen- 


*) Vergl. Klein-Fricke, I. Bd., p. 393, wo dasselbe Beweismittel ver- 
wendet wird. 
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gesetzter, gerader Ordnungszahl kann also in &p(p4i)(p—1y wnd somit 
auch in Rp (y2—1) nicht existiren. 
Durch die Ueberlegungen des 13' Paragraphen ist schon be- 


re wiesen, dass die Relationen (19) eine Gruppe von héchstens 120'" 
e Ordnung definiren. Die speciellen 3 Operationen, welche wir jetzt 
h mit S,, 7,@, und ©, bezeichnen, geniigen nun modulo 5 den Glei- 


chungen (19) und erzeugen mod 5 eine Gruppe 120" Ordnung. Daraus 
ergiebt sich, dass die durch (19) definirte Gruppe genau von der 





ie Ordnung 120 ist, und dass zwischen den Operationen S,, ZO, und 0, 
1e keine Relation besteht, die sich nicht aus (19) mit Beriicksichtigung 
t. des Umstands ableiten liesse, dass 0 mit S’ und 7” vertauscht werden 
se kann. Die Relationen (19) definiren also die Gruppe &,,.,. Diese 


Gruppe wire nun zugleich auch mit §¢)’ zu bezeichnen. Auf dieselbe 
t- Weise ergiebt sich, dass die Relationen (28) die Gruppe &,,, definiren, 
weil S,, Z,, O, mod 7 die Gleichungen (28) erfiillen. Diese Gruppe 
Rag, deren Existenz in § 20 benutzt wurde, stimmt zugleich mit iis 


iiberein. 
§ 22. 
Bemerkungen iiber die Gruppen Ri und Rife. 
u- 
9 Von der aus (18) hervorgehenden Gruppe KS" , deren Relationen sind | 
ir. m 
30 Si'=—1, T?—0*, (STP=—1, Or—1, | 


fi 

: ? ; ‘ P | 

wollen wir noch beweisen, dass sie keine mit der Ikosaedergruppe 
| 


m holoedrisch isomorphe Untergruppe enthdlt. Es ist hier m gerade, © 

2. mit S und 7’ vertauschbar. Wire nun © eine Untergruppe von 9%” 
or von der vorausgesetzten EKigenschaft, so kénnte § keine ausgezeichnete 
re Operation, also auch keine Potenz von 0, ausser der nullten, enthalten. 
er Rechnet man nun in der Gruppe &¢)" alle Operationen, die sich nur 
al durch Potenzen von © unterscheiden, in dieselbe Classe, so kénnte 5 | 
ch aus jeder Classe héchstens eine Operation enthalten. Man hat aber 
re in 8 gerade 60 Operationsclassen, und 60 wire auch die Ordnung 
us der Gruppe §. Es miisste also aus jeder Classe gerade eine Opera- | 
li- tion enthalten. | 
re Man kann also jetzt annehmen, dass die beiden Operationen 
cl Se, Toe 
n- . 


in § vorkommen; es miissen dann auch die folgenden Operationen 


m 9 


. ie sie ies 
(SO")’ = O°", (TE)? =O" —, ((SO”) (TO"))* = O's 


er- 
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in § enthalten sein. Es miissten somit die erhaltenen Potenzen von © 
gleich der Identitiit sein, und also auch die Congruenzen 


m 


br S=5 + 28s=3r+3s=0 modm 


bestehen. Diese Congruenzen sind aber widersprechend. 

Daraus, dass die Ikosaedergruppe in der Gruppe 84)" nicht vor- 
kommt, folgt auch, dass die Gruppe S43" verschieden ist von dem aus 
der Ikosaedergruppe und der cyklischen Gruppe m** Ordnung gebildeten 
directen Product. Es sind also die beiden Gruppen, auf welche, wenn 
m gerade ist, der Satz X fiihrt, wirklich von einander verschieden. 

Geradeso wie die Gruppe Ro” behandelt worden ist, kann man 
auch die Gruppe 4s’ (vergl. § 20) behandeln. Die Gruppe Rit: ent- 
halt keine mit &,,. holoedrisch isomorphe Untergruppe. Es ist deshalb 
die Gruppe Sie auch verschieden von dem aus Go, und der cyklischen 
Gruppe m*" Ordnung gebildeten directen Product. Die beiden Gruppen, 
auf die der Satz XI, falls m gerade ist, fiihrt, sind verschieden. 


§ 23, 
Die Gruppen &@) und R%) werden als nichtzerfallend nachgewiesen. 


Wir wollen jetzt beweisen, dass die Gruppe ®@*) nicht zerfillt. 
Angenommen, die Gruppe zerfiele in das directe Product der Gruppen 
% und §, so kénnte jedenfalls keine von diesen beiden eine Ikosaeder- 
gruppe sein; denn es enthilt nach dem Ergebniss des vorigen Para- 
graphen die Gruppe Re”) keine Ikosaedergruppe. Die Factoren der 
Zusammensetzung der Gruppe Re”) sind 60, 2,2,...2. Diese a+ 1 
Factoren miissen sich auf die Gruppen G und § vertheilen, wobei 
aber keine dieser beiden Gruppen nur den Factor 60 enthalten kann. 
Wir kénnen also annehmen, dass © den Factor 60 und B Factoren 2, 
§ aber « — # Factoren 2 enthalte; dabei ist 1<6<a—41 zu denken. 


Jetzt sollen die Operationen der Gruppe @@*) in der Form 

eS u=1,2,... 60. 2° 

Sut ( =1.2... 9e-8 ) 

v= 1, Spree ‘ 

dargestellt werden. Dabei bilden die 60.2° Operationen © und die 2*-¢ 

Operationen & je eine Gruppe; jene repriisentiren die Gruppe G, diese 

die Gruppe §. Die Operationen © sind mit den Operationen { ver- 

tauschbar, und die simmtljchen Producte ©, T, von einander verschieden. 

Nun enthilt @2% eine ausgezeichnete Operation © von der Ordnung 
2“, diese Operation © werde in die Form 


- 


~e ara 








an 
t- 
lb 
en 
n, 


—6 
se 
r- 
an. 


ug 
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gesetzt. Dabei miisste offenbar Gp, in der Gruppe der Operationen © 
und {, in der Gruppe der Operationen { ausgezeichnet enthalten sein; 
ferner miissten die Ordnungen von ©, und &, Theiler von 2* und eine 
dieser Ordnungen miisste gleich 2* sein. Da aber I, der Gruppe § 
angehért, die nur von der Ordnung 2¢-? ist, so miisste ©, von der 
Ordnung 2% sein. Die Gruppe © enthielte also eine ausgezeichnete 
Operation von der Ordnung 2*, somit auch eine ausgezeichnete Unter- 


8 : 
gruppe von der Ordnung 2* und vom Index aE , a, h. von einem 
Q* 


Index, der kleiner als 60 ist. Sucht man jetzt fir die Gruppe © die 
Reihe der Zusammensetzung, so kann sich im Widerspruch mit der 
urspriinglichen Annahme die Zah! 60 nicht als Factor der Zusammen- 
setzung ergeben. 

Die Annahme, dass Ke”) zerfalle, ist also nicht mdglich. Man 
findet auf dieselbe Weise, dass die Gruppe R28) nicht zerfallt. 


Finfter Abschnitt. 


Die nichtcyklische Gruppe von Primzahiquadratordnung soll 
ausgezeichnete Untergruppe werden. 


§ 24. 
Isomorphismen der nichtcyklischen Gruppe der Ordnung p’. 
Folgerungen. 


Wir betrachten jetzt die nichtcyklische Gruppe [ von der Ord- 
nung p’, wobei p eine Primzahl sein soll. Wiahlt man aus [ zwei 
unabhingige Operationen 7’, und 7’, aus, so bestehen die Gleichungen 

Te=Tp—_i1, 1,7, — 17,71, 
die zugleich definirende Relationen der Gruppe sind, Ein Isomorphis- 
mus der Gruppe [ in sich ersetzt die Operationen 

Ts Tf (a, B=0, 1, 2,...p—1) 
durch 
eer *. 

Dabei darf ad — be nicht durch p theilbar sein. Der genannte Iso- 
morphismus mége kurz durch die homogene Substitution 


(2 5) ma 
ce q) Mer 


dargestellt werden. Fiihrt man nun diesen Isomorphismus und nach 
ihm den durch die Substitution 


a “ F 
( q’ ) modp 
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ausgedriickten Isomorphismus aus*), so erhalt man denjenigen lsomor- 
phismus, welcher der Substitution 


a b\sa VU aa+cb ba+adV 
Co aCe a)=Cee tea ve paar) mo 
e d/\é @ ac +ed’ beé+dd 

entspricht. Dies stimmt mit der in § 21, Gleichung (30) eingefiihrten 
Auffassung des Substitutionenproducts iiberein. Ferner ist im vor- 
liegenden Fall der identische Isomorphismus allein cogredient; es bildet 
somit jeder Isomorphismus der betrachteten Gruppe [ eine besondere 
Classe. Die Anzahl aller Isomorphismen ist p(p-+1)(p—1)*; sie 
constituiren die Gruppe {p(p+41)(p—1y, die in § 21 definirt wurde. 

Jetzt denke man sich wieder eine Gruppe A, welche die Gruppe [ 
ausgezeichnet enthilt. Operationen von A, die nur um eine Operation 
von F sich unterscheiden, transformiren in diesem Fall [ in derselben 
Weise, weil verschiedene Isomorphismen derselben Classe nicht existiren. 
Ks entspricht also jeder Operation der Gruppe A [ ein bestimmter 
Isomorphismus der Gruppe [ in sich. Nimmt man nun die Gruppe 
A'\Ff als einfach an, so kénnen (§ 3) nur zwei Fille eintreten; ent- 
weder entspricht jeder Operation von A| Tf ein anderer Isomorphismus, 
oder es entspricht jeder Operation von A|f der identische Isomorphis- 
mus. Im ersten Fall ist A|[ mit einer Untergruppe von &)(p41) (p—1p 
holoedrisch isomorph. Diese Gruppe Y»(p+1)(p-1p enthiilt aber keine 
einfache Untergruppe von zusammengesetzter gerader Ordnungszahl (§ 21). 
Wird also jetzt noch vorausgesetzt, dass A|[ eine zusammengesetzte 
und gerade Ordnungszahl besitzt, so kann der erste Fall nicht ein- 
treten. Es entspricht dann jeder Operation von A|T der identische 
Isomorphismus der Gruppe [ in sich, d. h. es ist jede Operation der 
Gruppe A mit jeder Operation der Gruppe fF vertauschbar. Man 
erhilt so den 

Satz XII. Enthdlt eine Gruppe A eine nichtcyklische Gruppe [, 
deren Ordnung ein Primzahlquadrat ist, ausgezeichnet, und ist die 
Gruppe A\T einfach und die Ordnung dieser Gruppe gerade und zusam- 
mengesetat, so ist jede einzelne Operation der Gruppe T in der Gruppe & 
ausgezeichnet enthalten. 


§ 25. 


Gruppen, die mit &,, und mit G,,, meroedrisch isomorph sind. 


Jetzt soll fiir A| speciell die Ikosaedergruppe genommen werden. 
Man kann dann in A S und 7’ so wihlen, dass (vergl. § 13) 


S*, 72, (ST) 


*) Vergl. diese Annalen Bd. 43, p. 314. 








~ 
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Operationen der Gruppe [ sind. Man erhiilt dabei schliesslich die 
Gleichungen 
§=—0,20,.%, T2—0,50,%, (ST) = 0,70,%, 
0? = 0” =—1, 

in welchen wir die Exponenten a,, b,, ¢,, @, b,, ¢, nicht kennen. Hier 
sollen mit dem Buchstaben © wieder Operationen bezeichnet werden, 
die mit allen anderen vertauschbar sind. Mit Riicksicht auf diese Ver- 
tauschbarkeit miissen die Relationen (32) auch die vorausgesetzte 
Gruppe A definiren, aus der die Relationen abgeleitet sind. Geht man 
aber umgekehrt von Gleichungen der Form (32) aus, so erhebt sich die 
Frage, wie a,, b,, ¢,, @,, b,, ¢, und p beschaffen sein miissen, damit 
diese Gleichungen wirklich auf eine Gruppe von der Ordnung 60p* 
fiihren. 

Die Wiederholung der Betrachtungen des 14'" Paragraphen ergiebt 
dafiir als nothwendig das Bestehen der beiden Congruenzen 


2(6a, + 150, — 10¢,) =0 

ici a mod p. 

2(6a, + 15d, — 10¢,) =0 
Mit Hilfe einer Transformation, die der im 15'" Paragraphen aus- 
gefiihrten analog ist, beweist man, dass diese Congruenzen auch hin- 
reichend sind, und es ergiebt sich dabei gleich eine einfachere Dar- 


stellung der gesuchten Gruppen. Fiihrt man niimlich statt S und 7 
die Operationen 


(32) 


Ss’ = S0,"0.”, al = TO," 0." 
ein, so kann man 7, und s, aus a,, 0,,¢, und p genau so bestimmen, 
wie friiher + und s aus a, b,c und m gefunden wurden. Ganz ebenso 
bestimmt man dann 7, und s, aus a,,b,,¢, und p. Man erhiilt dann 
als einfachere Form der definirenden Relationen 
8° «ns 1, PPh es 0," 0,", (s’ 7’) =1, 0?=— 0” = 1, 


In diesensFormeln hat man ¢, = ¢, = zu setzen, wenn p eine un- 
gerade Primzahl ist. Wenn aber p = 2 ist, so kann man é¢, und e, 
unabhiingig von einander gleich 0 oder 1 setzen. 

Fiir ¢, =, = 0 ergeben die Formeln das directe Product der 
Ikosaedergruppe in zwei cyklische Gruppen p'e Ordnung. Ist p = 2, 
und mindestens eine der Zahlen ¢,, &, gleich 1, so setze man 

0,"0,% = 0’ 
und bezeichne mit ©” eine von ©’ unabhingige Operation von der 
Form 
0,“ 0, 5 
man erhiilt alsdann das System 
SSmx_1, T?=O, ST'PF—1, Or?—1 
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zusammen mit der Gleichung 

6"? a= 1. 
Es zerfallt also in diesem Fall die Gruppe in die cyklische Gruppe 
2'er Ordnung und die Gruppe &4). 

Statt von der Gruppe A|TI, wie wir es bis jetzt gethan haben, 
zu fordern, dass sie der Ikosaedergruppe gleich sei, kann man auch 
A|T gleich der Gruppe G,,, setzen. Die Untersuchung lisst sich 
genau ebenso durchfiihren und ergiebt ein analoges Resultat. Wir 
fassen beide Resultate in dem folgenden Lehrsatz zusammen: 

Satz XII. Wenn die Gruppe A der Gruppe Geo (Gigs) so isomorph 
ist, dass jeder Operation von & eine Operation von Gy (G,_,) und der 
identischen Operation dieser Gruppe eine nichtcyklische Untergruppe von 
der Ordnung p* in A entspricht, wenn ferner p eine Primzahl ist, so 
ist entweder A gleich dem directen Product von drei einfachen Gruppen, 
oder es ist p==2 und A gleich dem directen Product der Gruppe 2' 

2) ( @ (2) 


Ordnung in die Gruppe és) (RI). 


Sechster Abschnitt. 
Metacyklische Gruppen als ausgezeichnete Untergruppen. 


§ 26. 
Die einfachsten Eigenschaften der metacyklischen Gruppen. 


Es sei g eine Primzahl und g eine Zahl, die mod g zum Exponenten 
m gehort, m ein Theiler von g—1, dann bilden die mq metacyklischen 


Substitutionen 
e ) (a=un(),1,2,.. — 
Toe nt-p B=0,1,2,... q—1 
der Buchstaben 2), 7,, 2, ...% 1 eine Gruppe. Die Indices werden 


dabei mod q genommen. 
Setzt man noch 


x Lu 
s—(7), t=(x,,): 
Lou Butt 


so bestehen die Relationen 

(33) S™=1, S(“TS=_Te, Ti—1. 

Diese Relationen kénnen zugleich als definirende fiir die eben erwibnte 
Gruppe genommen werden*)- Wir wollen diese Gruppe die zur Prim- 
zahl q gehirige metacyklische Gruppe mg” Ordnung nennen vend im 


*) Vergl. diese Annalen Bd, 43, p. 307 ff. 
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Folgenden mit [ bezeichnen. Die Zahl m ist hier grésser als 1 zu 
denken; die Gruppe [ hingt nicht davon ab, welche zum Exponenten 
m gehérende Zahl fiir g@ gewihlt wird*). 

Aus der dritten der Gleichungen (33) ergiebt sich nun 
(34) S-¢TrS¢ — Tre“, 
Die Operationen S* und 7’ sind also nur dann vertauschbar, wenn 


yo" =y mod q, 

d. h, wenn entweder y==0 mod gq, oder «=0 mod m ist. Unter 
denselben Bedingungen, und nur unter diesen, sind auch die Operationen 
S¢«Te, Tr 
mit einander vertauschbar. Eine Operation S*7'*, in der @ der Null 
mod m incongruent ist, kann also nicht mit allen Operationen der 
Gruppe [ vertauschbar sein, ebensowenig eine Substitution 77, in der 
y der Null mod gq incongruent ist. Nun sind alle Operationen der 

Gruppe in der Form 
e =(0,1,2,...m—1 
sere (G0...) 
enthalten; es ist daher ersichtlich, dass die Identitdt die einzige in T 
ausgezeichnete Operation ist. 
Mit Hilfe der Gleichung (34) findet man successive 


(S¢ Tv)? = S2e Tr(1+¢) , 
(Se T’)3 == S3eTy (1-+9%+¢?) | 


(S¢ Tr) a= Sta Tr (terrestres eve) | 
Nimmt man e mod m der Null incongruent, so ergiebt sich 
(S¢Tv) = Ste qv, 
wo / durch die Congruenz 
(o*—1)1 = (o*«—1) mod g 
bestimmt ist. Fir k = m ist nun 


1=0 mod q 
und somit 

(S* Tv)" —=1. 
Die m'e Potenz jeder in Z nicht ausdriickbaren Operation ist also 
gleich der Identitiit, die Ordnung einer solchen Operation ein Theiler 
von m, somit sicher nicht gleich g. olglich sind die primitiven 
Potenzen von T' die einzigen Operationen q'” Ordnung. 


*) Vergl. ebendaselbst p. 212. 
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§ 27. 
Isomorphismen einer metacyklischen Gruppe in sich. 


Man denke sich jetzt die Gruppe [ auf sich selbst holoedrisch 
isomorph bezogen. Es werde dadurch S und 7 durch S’ und 7” ersetzt, 
wobei 7” von der q'*" Ordnung sein muss. Man wird also 

S’ = 8¢Te, TI" = T’ 


setzen, und es ist y mod q der Null incongruent anzunehmen. Ausser- 
dem ist aber @ als relativ prim zu m zu denken, weil sonst aus S’ 
und 7” nicht alle mq Operationen der Gruppe [ wiedererzeugt werden 
kénnten. Da nun die Zuordnung 


(sr) 


einen Isomorphismus der Gruppe [ in sich darstellt, so miissen S’ 
und 7’ denselben Gleichungen wie S und 7, also den Relationen (33) 
geniigen. Dies ist aber auch hinreichend*). Die vollstiindige Be- 
dingung fiir den Isomorphismus ist also in den Gleichungen 

(S*T@y= ai, T-#S-*T’SeT# a Tre, Tri = 1 
gegeben. 

Von diesen Gleichungen ist die erste (§ 26) und die letzte von 
selbst erfiillt. Die mittlere Gleichung besteht dann und nur dann, wenn 
yo" = ve modgq, 

d. h. in diesem Fall, wenn 
«=1 modm 
ist. Somit sind die stimmtlichen Isomorphismen der Gruppe T in sich 


in der Formel 
Pe ee, g—-0,1,2,...¢— ') 
=(s70 rr) fo 1,2...¢—1 


§ 28. 
Isomorphismenclassen. 


dargestellt. 


Um nun die Isomorphismen in Classen einzutheilen, muss man 
zunichst die cogredienten Isomorphismen heraussuchen. Setzt man in 
(34) die Exponenten a und y gleich 1 und g—1, so ergiebt sich 
nach einer unbedeutenden Umformung 


T=“ 8ST = §T'-e. 


*) Vergl. Math. Annalen Bd. 43, p. 311, 
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Nun ist ersichtlich, dass man durch Transformation der Gruppe T mit 
den Operationen S und 7’ beziehungsweise die Isomorphismen 


, ST J 8 7 
n= (5 re) = (sr r) 
erhiilt. So wie S und 7 die Gruppe [ erzeugen, so werden J, und J, 
die Gruppe der cogredienten Isomorphismen erzeugen, und der all- 
gemeinste cogrediente Isomorphismus wird in der Forme! 
; J,” J,” 

enthalten sein, 

Irgend ein Isomorphismus, der mit 


dina = a) 


in dieselbe Classe gehdrt, ist somit in der Form 


r ’ a 
JS" SQ = ae Tre") 


vorgestellt. Hier sind 7, und », noch willkiirlich; ye” kann vermiége 
dieser Willkiirlichkeit m Werthe annehmen, und r,(1— e) + Bo” 
kann, nachdem *, fixirt ist, vermége der Willkiirlichkeit von r, noch 
jedem Rest des Moduls g congruent werden. Es folgt hieraus, dass 


der Isomorphismus 
y’ S 7 
7 (srr rv) 


mit J in dieselbe Classe gehért dann und nur dann, wenn 
’ mod q 
Y 
einer Potenz 9” von @ congruent ist. 
Ks bedeute nun g eine Primitivwurzel des Moduls g. Da @ zum 
Exponenten m gehért, so ist : 
n J 


m 


eo=9 ~ mod q; 


wobei 2 zu m relativ prim ist. Dies kann auch in der Form 


dnd 9=n- 41—! mod (q—1) 


me 
geschrieben werden. Die Bedingung 


j y =7o" mod q 
bekommt die Gestalt 


dnd y’ = dnd y + 1,Jnd @ mod (¢ — 1) 
oder 


Ind y’ = Indy mod 4 —*. 


Mathematische Annalen, XLVI. 
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Bildet man jetzt die a—" Isomorphismen 


Bo Zz 
: = 0. 7 ‘. = o—! 
( S - (s 1,2, m ). 
, en - q—1 , — 
so ist ersichtlich, dass sie 1: verschiedene Classen repriisentiren, 


. — , oa , 3 
und dass jeder beliebige Isomorphismus mit einem dieser 4 mm -somor- 


' —" . P —1 : , 
phismen in dieselbe Classe gehért. Diese i— Isomorphismen sind 
die Potenzen des Isomorphismus 


oS 2). 


q—1 . ° , . ° 
: mn  Potenz cogredient ist. Es bilden also die Isomorphismen- 


dessen 
. : —1 
classen eine cyklische Gruppe von der Ordnung 1— ; 


Ist speciell m= q—1, so liegt die Gruppe der simmtlichen 
q(q—1) metacyklischen Substitutionen vor. Es giebt in diesem Fall 
nur cogrediente Isomorphismen, und da die Gruppe keine nichtidentische 
ausgezeichnete Operation besitzt, so ist sie vollkommen. 


§ 29. 
Ergebnisse. 


Nehmen wir jetzt an, dass eine Gruppe A die metacyklische 
Gruppe [ ausgezeichnet enthalte, und dass A|T eine einfache Gruppe 
von zusammengesetzter Ordnungszahl sei. Die Isomorphismenclassen 
der Gruppe [ sind vertauschbar, wir kénnen also den Lebhrsatz II an- 
wenden. Jede Operation von A transformirt die Gruppe I in cogredienter 
Weise. Bezeichnet man die Operationen der Gruppe [ mit 

Ves Vee Pase+= Paants 
so kann man wieder gewisse Operationen 

Dao Gey Gen>+- Ua~s 
aus der Gruppe A so auswihlen, dass jede Operation der Gruppe A 
genau einmal in der Formel 
U; Vi 

enthalten ist. Man kann aber in diesem Fall (vergl. § 1) die Opera- 
tionen U so auswiihlen, dass jede von ihnen die Gruppe [ identisch 
in sich transformirt, also mit allen Operationen V vertauschbar ist. 

Ein Product U; U; muss auch die Form U V haben. Setzt man nun 

U, U, = Uo, Vww,a, 
so muss Vy«,, ebenso wie die Operationen U mit V,, V,, V,,... Ving 
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vertauschbar sein. Da aber die Gruppe der V als metacyklische Gruppe 
nur die identische Operation ausgezeichnet enthilt, so ist 

Vw, )= 1.- 
Jetzt ist ersichtlich, dass die Operationen U, wenn sie in der ge- 
schilderten Weise ausgewihlt sind, eine Gruppe bilden, und dass die 
Gruppe A zerfallt. 

Man kann jetzt folgende Sitze aussprechen: 

Satz XIV. Wenn eine Gruppe A die zur Primzahl q gehirige 
metacyklische Gruppe T von der mag" Ordnung ausgezeichnet enthiilt, 
wenn m>1 und A\T eine einfache Gruppe von zusammengeseteter 
Ordnungszahl ist, so spaltet sich die GruppeT von der Gruppe A ab. 

Satz XV. Die zur Primzahl q gehirige metacyklische Gruppe 
q(q—1)*" Ordnung ist vollkommen und spaltet sich deshalb von jeder 
Gruppe ab, in der sie ausgezeichnet enthalten ist. 


Siebenter Abschnitt. 
Die Gruppe 8." als ausgezeichnete Untergruppe. 


$ 30. 


Die Isomorphismenclassen der Gruppe &\"” . 


Es ist im 16'" Paragraphen eine Gruppe Ros” eingefiihrt worden. 
Diese Gruppe ist durch die Relationen 


(35) S'=1, T?7—0*, (ST =—1, O™= 

definirt, in denen das Symbol 0 mit allen anderen Symbolen vertausch- 
bar sein soll. Die Zahl m muss gerade sein und soll im Folgenden 
sonst beliebig sein; je nachdem m eine Poienz von 2 ist oder nicht, 
ist &o)” nichtzerfallend oder zerfallend. 

Fiigt man den Relationen (35) noch die Gleichung 0 = 1 hinzu, 
so erhiilt man die Ikosaedergruppe*), in der die identische Opera- 
tion allein ausgezeichnet ist. Es geht also jede in der Gruppe (35) 
ausgezeichnet enthaltene Operation mit © — 1 in die Identitiit 
liber, d. h. es kann in der Gruppe Ré" keine Operation ausgezeichnet 
enthalten sein, die nicht Potenz von © ist. Andererseits sind die 
Potenzen von © alle ausgezeichnete Operationen. 

Nun sei J irgend ein Isomorphismus der Gruppe 4)" in sich. Es 
wird dann J an Stelle von © nur ©” setzen kénnen, wobei zugleich n 


*) Vergl. Dyck, Math. Annalen Bd. 20, p. 15. 
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relativ prim zu m und somit ungerade sein muss. Rechnet man nun 
die Operationen, welche sich nur um eine Potenz von © unter- 
scheiden, in dieselbe Classe, so werden die Operationen der Gruppe 
Réo” durch den Isomorphismus J classenweise mit einander vertauscht, 
Die Operationsclassen constituiren die Ikosaedergruppe, die (vgl. § 9) 
nur zwei Arten von Isomorphismen, also nur eine Art contragredienter 
Isomorphismen besitzt. Stellt man die Ikosaedergruppe als Gruppe 
der geraden Vertauschungen der Elemente 0, 1, 2,3, 4 dar, so kann 
man die Vertauschungen 

S = (01234), t = (12) (34) 
als ihre erzeugenden Operationen betrachten. Diese Operationen ge- 
niigen den Relationen 

G=—1, V—1, (Stfe—1. 


Transformirt man nun © und { mit der Transposition (12), so ergiebt 
sich der Isomorphismus 


S x 
les Sze! x); 
dieser Isomorphismus ist contragredient und von der Ordnung 2. Hat 
man ferner in der Formel 
=) 
+4 


irgend einen Isomorphismus der Ikosaedergruppe in sich, so kann 
man ©’ und Y durch Transformation mit einer geeigneten Operation 
der Ikosaedergruppe selbst entweder in © und & oder in ©TS?TS! 
und { verwandeln. 


Dies kann nun wieder auf die Gruppe Sy" iibertragen werden. 


Stellt die Formel 
S, T, 0 
is » gt a3 
(m) 


irgend einen Isomorphismus der Gruppe §" in sich dar, so kann 
man S’ und 7” durch Transformation mit einer geeigneten Operation 
der Gruppe 85" entweder in SO* und 70? oder in S7'S?7'S4O+ und 
T° verwandeln. Theilt man nun auch die Isomorphismen der Gruppe 


~) 


Kio” in sich in Classen ein (vergl. § 2), so ergiebt sich, dass in den 
Formeln 

: es 

(36) so, TO, o 

und 


aoe S, za ie) ) 
=) Pe ae T°, @ 
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(m) 


jede Isomorphismenclasse der Gruppe Ro" mindestens einmal enihalten 
ist. Dabei sind aber die Zahlen a und 0b noch auf besondere Art zu 
wahlen, 


§ 31. 
Bedingungen fiir die Zahlen a und b. 


Damit die Formel (36) einen Isomorphismus der Gruppe &g"” iu 
sich darstellt, miissen die Operationen SO*, 7'O’ und ©” die Rela- 
tionen (35) befriedigen. Es miissen also die Gleichungen 
(38) (SO4)> = 1, (76%)? = (0")*, (SO*TO)? = 1, ("= 1 
bestehen, d. h. diese Gleichungen miissen sich aus (35) als noth- 
wendige Folgen ergeben, wenn man den Umstand mit beriicksichtigt, 
dass © mit den Operationen S und 7’ vertauschbar ist. Man erhilt 
nun aus (38) die Congruenzen: 


5a=0, 264 5=F 3a + 3b=0 mod m. 


a 

Da hier » ungerade ist, so ist die 2'° Congruenz mit 
2b =0 mod m 

gleichbedeutend. Mit Hilfe der Identitiiten 

a= 2(3a+3b) — 5a — 3(2b), 

b = — 5(3a+3b) + 3(5a) + 8(2b) 


erkennt man jetzt, dass 


(39) 


a=b=0 modm 
zu setzen ist. Diese Bedingung ist nothwendig und hinreichend dafiir, 
dass (36) einen Isomorphismus vorstellt. 
Damit (37) einen Isomorphismus reprisentirt, miissen die Glei- 
chungen 


(40) (STS?27'S'02)5 = 1, (7)? =(0")?, (STS27S40*70")3 = 1 
bestehen. Von diesen Gleichungen ergiebt die erste zuniichst 
STS°*TS‘8STS*TS*STS*TS‘STS*TS*STS* TSO = 1, 


und indem man fiir S* jedesmal 1 und fiir 7? jedesmal e° setzt, 
erhilt man 

STS? @*S?20°S20°S20°S?7S'0% = 1 
oder 


mn 4+5a 


= 1, 
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Also ist 
(41) 5a += =0 mod m 


zu setzen. Die zweite von den Gleichungen (40) ergiebt, mit Riick- 
sicht darauf, dass » ungerade ist, 

(42) 2b =0 mod m. 

Die dritte der Gleichungen hat zuniichst die Form 

(43) STS*TS4TSTS*TS*TSTS?*TS4TO8«+ — 1. 


Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (35) (vergl. die Rechnungen 
in § 14): 

TS‘T =STS 
und durch Quadriren dieser Gleichung 


TST =STS?TSO°. 
Man forme jetzt (43) um, indem man 7S‘7 und 7S*7 mebrmals 
durch die eben gefundenen Ausdriicke ersetzt. Man erhilt so 
L=STS*(TS!T)STS?(TS*T)STS?(TS*T) 984+ 
= S(TS°T)S8?(TS3T)S8?(TS3T)SO%+84 


Sa+3b-+-3 * 


= 8°TS*(TS'T)S8S?(TS!T)S°*TS?0 : 


3a+35-+48 a 


= §°*TS3(TS'T)S'TS°O0 


3a43d+-3 — 
= S8?(TS8*T)S*TS?0 : 


Sa+30-43 — 
= S*TS*TS*0 . 
= O84+3, 
Somit erhilt man noch die Congruenz 
(44) 3a + 3b=0 mod m. 
Die Congruenzen (41), (42), (44) ergeben mit Hilfe der Identititen (39) 
a=b =F mod. m. 

Diese Bedingung ist nothwendig und hinreichend dafiir, dass (37) einen 
Isomorphismus darstellt. 

§ 32. 

Gruppe der [somorphismenclassen. 


Jeder der Isomorphismen (36) ist also in der Formel 


8, T,0 
J, = ( 4 ) 
Ss, 7, 0 
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enthalten, wo die simmtlichen g(m) Reste des Moduls m, die zu m 
relativ prim sind, durchlauft. Setzt man 


* ( 8, 7. .) 
~ \srs:rse*, Te”, 0)’ 
so sind die Isomorphismen (37) in der Form 
J’ dy 
enthalten. Es ist ferner 


Indy’ = Jy Ji, = . a? 


J” J =—> Jn J’ 
und, wie die directe Rechnung ergiebt, 
J’? == 1, 


Die 2g(m) in den Formen 
In, J'dn 


enthaltenen verschiedenen Isomorphismen bilden also eine Gruppe und 
sind simmtlich mit einander vertauschbar. Diese 2@(m) lsomorphismen 
sind zugleich die simmtlichen in (36) und (37) enthaltenen und 
reprisentiren deshalb (§ 30) jede Isomorphismenclasse. 

Ausser J, sind alle diese Isomorphismen contragredient. Dies ver- 
steht sich nimlich fir die Isomorphismen J‘J, von selbst, da diese 
auch dann contragredient bleiben, wenn © der identischen Operation 
gleichgesetzt wird. Soll aber J, cogredient sein, so muss eine Operation 
U der Gruppe &” existiren, so dass die Operationen S, 7, © durch U 
in S, 7, @” transformirt werden. Setzt man wieder fiir den Augen- 
blick © = 1, so muss aus U eine Operation entstehen, welche alle 
Operationen der Ikosaedergruppe in sich transformirt, also identisch 
ist. Es ist deshalb 


U=0o0 
zu setzen. Jetzt ergiebt die Transformation 
U-'eU=60, 
wibrend 
U-"9U = 0" 


erhalten werden sollte. Wenn v der Eins mod m incongruent ist, so 
liegt ein Widerspruch vor. Es ist also nur fiir v1 der Isomor- 
phismus J, cogredient. J, ist aber der identische lsomorphismus. Da 
nun die 2g(m) Isomorphismen eine Gruppe bilden, und unter Ihnen 
nur der identische cogredient ist, so kénnen auch keine zwei der 
Isomorphismen gefunden werden, die sich nur um einen cogredienten 
Isomorphismus unterscheiden. Also reprisentirt jeder der Isomorpbis- 
men eine andere Classe, und es ergiebt sich der Satz: 
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(m) 
0 


Die Gruppe R60" besitet 2q(m) Isomorphismenclassen; diese sind, 
wenn sie als Operationen betrachtet werden, mit cinander vertauschbar. 


§ 33. 
Gruppen, die mit der cyklischen meroedrisch isomorph sind. 


Es mége jetzt eine Gruppe A von folgenden Kigenschaften bestimmt 
werden. A soll eine mit @{" holoedrisch isomorphe ausgezeichnete 
Untergruppe [ enthalten, und es soll A|T die cyklische Gruppe w'* 
Ordnung sein. Es muss dann in A eine Operation U vorhanden sein, 
deren w'® Potenz 


Ut = V 
der Gruppe [ angehoért, wihrend 
G, U*,... Gr 


nicht in [ enthalten sind. Die Transformation der Gruppe [ durch 
die Operation U giebt einen Isomorphismus J der Gruppe [ in sich. 
Es darf J die Operation V nicht versetzen, und es muss J“ gleich 
dem cogredienten Isomorphismus sein, den man erhilt, wenn [ mit V 
transformirt wird *). 
Da man an Stelle von U die Operation 
U’'= UW 
einfiihren kann, wobei W eine geeignet zu wiihlende Operation der 
Gruppe [ bedeutet, so kann an Stelle von J irgend ein Isomorphismus 
der Gruppe [ in sich treten, der mit J in dieselbe Classe gehirt. 
Man wird somit J gleich einem der im vorigen Paragraphen behandelten 
2q(m) Isomorphismen, also gleich J, oder gleich J’J, setzen. Es 
ist dann auch J“ einem jener 2q(m) Isomorphismen gleich, und da 
J” cogredient sein soll, und unter den 2y(m) Isomorphismen nur der 
identische cogredient ist, so hat man entweder 
JM =Jy,=1 
oder 
(J’d,)* = Jd, = 1. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt 
(45) n =1 mod. m; 
aus der zweiten folgt dasselbe und ausserdem noch, dass mw gerade 
sein muss. 
Transformirt man die Gruppe [ mit der in ihr enthaltenen Opera- 
tion V, so entsteht der Isomorphismus J“. Da nun bei der jetzt 
getroffenen Bestimmung J“ gleich dem identischen Isomorphismus ist, 


*) Vergl. Math, Annalen Bd, 43, p. 317. 
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so ist V mit allen Operationen der Gruppe [ vertauschbar, und es 
ist deshalb 

V = 0”. 
Nun soll diese Operation durch den Isomorphismus nicht versetzt 
werden. Es ist aber J durch eine der Formeln 


Jn -(5 r, .<) ), J' dn = ( * m 3 ” ) 
o o> STS?TS‘0*, TO*, & 


vorgestellt, wesshalb J die Operation ©” in ©"” iiberfiihrt. Man hat 
also jedenfalls 

v(n—1)=0 mod. m 
anzunehmen. 

Weil nun der Isomorphismus J, der angiebt, wie S, 7 und © 
mit Hilfe von U transformirt werden, noch auf zwei Arten gewahlt 
werden kann, so ergeben sich zwei Systeme von Relationen. Ich ersetze 
dabei das Symbol © durch R, weil dasselbe jetzt eine Operation vor- 
stellt, die nicht mehr mit allen andern vertauschbar ist. Als erstes 
System ergiebt sich: 


Ure RY, UASU=S8S, U'"TU=T, U'*RU=—R, 
(46) Si'=—1, T?—R*, (STP—1, 
S°RSxR, T“RE=R, RK =—1. 
Das andere System aber ist: 
Ue=R, UASU=STS?2TS'R®, U-TU=TR’, 
U"“RU=RF, 
(47) Si'=1, T2=R*, (STP=—1, 
SARS=—R, T“°RT=—R, R*—1. 
In beiden Systemen ist m gerade, n zu m relativ prim, und es bestehen 
die Congruenzen 
n’ =1 
v(n—1)=0 
In der Formel (47) muss ausserdem noch uw gerade sein. 

Falls die eben ausgesprochenen Bedingungen erfiillt sind, definiren 
die Systeme (46) und (47) in der That Gruppen 60mu'* Ordnung mit 
den verlangten Eigenschaften; dies folgt aus einem Verfahren, das ich 
im 43' Bande dieser Annalen p. 334 gewonnen habe. Andererseits 
erhiilt man so alle die verlangten Gruppen. Die verlangten Eigen- 
schaften einer solchen Gruppe & kinnen wir folgendermassen zusammen- 


mod m. 
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fassen. Es soll A der cyklischen Gruppe uw’ Ordnung so isomorph sein, 
dass jeder Operation von & eine Operation der cyklischen Gruppe und 
der identischen Operation dieser eine Untergruppe der Gruppe & vom 


(m) 


Typus R60" entspricht. 


§ 34. 
Eine Eigenschaft der gewonnenen Gruppen. 


Keine der gefundenen Gruppen enthilt eine Ikosaedergruppe. Es 
sei namlich A eine durch das System (46) bei specieller Wahl der 
Exponenten vorgestellte Gruppe. [ sei die ausgezeichnete Untergruppe 
von A, die aus S, 7, R erzeugt wird und die mit §4)" holoedrisch 
isomorph ist, Setzt man fiir den Augenblick die Operationen der 
Gruppe [ der Identitiit gleich, so werden die Operationen der Gruppe A 
mit einander vertauschbar. Hebt man jetzt die genannte Festsetzung 
wieder auf und versteht man unter V und W zwei beliebige Opera- 
tionen der Gruppe A, so ergiebt sich, dass 


7“ Wen 
der Gruppe [ angehért. 

Nun sei H eine in A enthaltene lkosaedergruppe. Da [ in A 
ausgezeichnet enthalten ist, so miissten die den Gruppen [ und H 
vemeinsamen Operationen eine in H ausgezeichnete Untergruppe bilden. 
Hi ist aber als lIkosaedergruppe einfach; es kann also nur entweder 
H ganz in [ enthalten sein oder H mit [ bloss die Identitit gemein 
haben. Der erste Fall ist ausgeschlossen, da nach § 22 die Gruppe 
Ro” und also auch [ keine Untergruppe vom Ikosaedertypus enthiilt. 
Ks tritt also der andere Fall ein; [ und H haben keine einzige nicht- 
identische Operation gemeinsam. Nun kann man aus der Ikosaeder- 
gruppe H zwei Operationen V und W so aussuchen, dass die Operation 

yore 
von der Identitaét verschieden ist. Diese Operation, die in H ent- 
halten ist, kénnte also nicht zugleich in [ enthalten sein. Damit aber 
sind wir mit dem in Widerspruch gekommen, was vorhin von zwei 
beliebigen Operationen V und W der Gruppe A bewiesen wurde. 

Derselbe Beweis ist fiir die durch (47) definirten Gruppen giiltig. 


§ 35. 
Specieller Fall. 


Ich nehme jetzt in den Gleichungen (46) und (47) den Exponen- 
ten m=2 und den Exponenten w als Primzahl an. Es ist dann 
n= 1 zusetzen, v kann gleich 0 oder gleich 1 angenommen werden. 
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Die Primzahl yw soll zuerst ungerade sein. Das System (47) fiallt 
unter diesen Umstiinden fort. Das Gleichungssystem (46) ist zu unter- 
suchen. Ist nun v = 0, so stellt dieses System eine zerfallende Gruppe 
dar, welche gleich dem directen Product der durch 


Ur=1 
und der durch das System 
S'al, T?7=—|R, (ST) —1, 
S“°RS=R, T“°xRT=R, R—1 
vorgestellten Gruppe ist. Die letzte Gruppe, in der R mit allen 
anderen Operationen vertauscht werden kann, ist die Gruppe &&). 
Ist aber vy = 1, so setze man 
U'= UR. 
Da hier R mit U vertauscht werden darf, ist 
U'" = (UR) = Ue Re = Reve = Rite = 1, 
letzteres, weil die Primzahl w hier ungerade sein sollte, Dadurch also, 
dass man JU" statt U einfiihrt, wird der Fall y=1 auf den Fall 
v =O reducirt. Es gilt also unter allen Umstiinden der Satz: 

XVI. Wenn die Gruppe A cine Gruppe T von ungeradem Prim- 
cahlindex ausgeceichnet enthiilt, und wenn T mit der Gruppe R63’ holoedrisch 
isomorph ist, so spaltet sich RS von J ab. 

Die Primzahl w miége jetzt gleich 2 gesetzt werden. Es kommen 
dann die beiden Systeme (46) und (47) in Betracht. Das System (46) 
ergiebt mit »v = 0 wieder eine zerfallende Gruppe. Mit v = 1 ergiebt 
dieses System etwas Anderes. Indem nun U mit allen anderen Opera- 
tionen vertauschbar ist, lassen wir die Gleichungen, welche diese 
Vertauschbarkeit ausdriicken, weg und setzen © an Stelle des Symbols U. 
Ks ergiebt sich 


R= UU" = 0’, 
und man erhilt statt der Gleichungen (46) die folgenden: 
(48) S'=—=1, 7T?7=—0% (ST)=—1, O'—1. 


Es sind noch die Gleichungen (47) zu erértern. Es moége in 
diesen © an Stelle von R gesetzt werden. Man erhilt, je nachdem v 
gleich O oder 1 ist, entweder das System 
(49) 2=1, U'SU=STS*TS'O, U'*TU=TO, 
Si'—_1, T7=—9, STFJ—1, P—1 

oder das System 

(50) U?=0, U*SU=STS?*TS‘0, U-'TU=TO, 
Si=1, T7=—0, (STP—1, xl. 
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Ausser diesen Gruppen (48), (49), (50) kann es jedenfalls keine nicht- 
zerfallenden Gruppen 240% Ordnung geben, welche die Gruppe 4 
ausgezeichnet enthalten. 

Von diesen drei Gruppen ist die durch die Gleichungen (48) dar- 
gestellte schon bekannt, Es ist dies die Gruppe @%. Sie <erfiillt 
in der That nicht (vgl. § 23). Die einzigen in dieser Gruppe aus- 
gezeichneten Operationen sind (vgl. § 30) die folgenden: 1, 0, 0%, 0°, 
die eine cyklische Gruppe bilden. Die Gruppe ®¥ 
keine Ikosaedergruppe (§ 22). 

In den Systemen (49) und (50) setze man fiir den Augenblick 
@=—1; sie gehen dann beide in Darstellungen der symmetrischen 
Gruppe 120‘ Ordnung iiber. In dieser symmetrischen Gruppe ist nur 
die identische Operation ausgezeichnet enthalten. Es besitzen deshalb 
die durch (49) und (50) dargestellten Gruppen je nur zwei ausgezeich- 
nete Operationen, niimlich 1 und ©, Nach dem Ergebniss des vorigen 
Paragraphen enthalten sie auch keine Ikosaedergruppe. 

Jetzt ergiebt sich leicht, dass die Gruppen (49) und (50) nicht 
zerfallen. Wenn niimlich eine solche Gruppe zerfiele, so kénnte nur 
das directe Product einer Gruppe 4" Ordnung in die Ikosaedergruppe 
oder einer Gruppe 2' Ordnung in eine Gruppe 120'* Ordnung vor- 
liegen. Die letztere Gruppe miisste dabei aus der Ikosaedergruppe 
gebildet sein. Solcher Gruppen 120' Ordnung fanden sich drei, die 
symmetrische Gruppe, das directe Product der Gruppe 2' Ordnung 
und der Ikosaedergruppe und die Gruppe &¢). Geht man nun die 
einzelnen Fille durch, so findet man, dass eine zerfallende Gruppe, 
die aus den Factoren der Zusammensetzung 60, 2, 2 gebildet ist — 
wobei es auf die Ordnung der Factoren nicht ankommt — entweder 
eine Ikosaedergruppe oder vier ausgezeichnete Operationen enthiilt. 
Diese beiden einzigen Méglichkeiten stehen aber mit den entwickelten 
Kigenschaften der Gruppen (49) und (50) in Widerspruch. 


enthilt ferner 


§ 36. 
Verschiedenheit der erhaltenen Gruppen 240%" Ordnung. 

Die Gruppen (48), (49), (50) sind von einander verschieden. Da 
die Gruppe (48) vier ausgezeichnete Operationen enthilt, wihrend die 
Gruppen (49) und (50) nur zwei solcher Operationen besitzen, so ist 
nur noch die Verschiedenheit von (49) und (50) nachzuweisen. 

Setzt man nun in einem dieser Systeme ftir den Augenblick 9 = 1, 
so erhailt man die Gleichungen 
(51) U?=1l, U'*SU=STS*TS!s U'TU=—T, 

Si'=1, T?=—1, (ST) —1, 
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welche die symmetrische Gruppe 120‘ Ordnung, oder, was dasselbe 
ist, die Gruppe G,,,. des 11'" Paragraphen vorstellen, Dabei reprisentirt 
U eine Substitution (vgl. auch § 30 und § 12) der Gruppe G,,,, deren 
Determinante quadratischer Nichtrest ist, wiihrend die Substitutionen, 
deren Determinante ein quadratischer Rest ist, mit den aus S und 7’ 
ableitbaren Substitutionen tibereinstimmen. Wir brauchen nun noch 
zwei Beziehungen. Die erste, die sich aus dem 12'" Paragraphen 
ergiebt, besteht darin, dass in der Gruppe (51) die aus S und 7’ nicht 
ableitbaren Substitutionen 2' Ordnung mit einander gleichberechtigt 
sind. Zu diesen Operationen gehért auch die Operation U. Die zweite 
Beziehung, welche aus dem 5'" Paragraphen fliesst, besteht darin, 
dass in der Gruppe (51) keine Untergruppe enthalten ist, die von der 
aus S und 7' erzeugten verschieden und mit dieser holoedrisch isomorph 
wiire. 

Diese beiden Ergebnisse sind nun auf die Gruppe (49), in welcher 
© von der Identitit verschieden ist, zu iibertragen. Man erhilt dabei 
erstens, dass die in S, 7’, © nicht ausdriickbaren Operationen der 
Gruppe (49), welche ein in © ausdriickbares Quadrat besitzen, sich in 
die Form 


W-UWoe 


setzen lassen. Zweitens ergiebt sich, dass die Gruppe (49) keine 
Untergruppe besitzt, die von der aus S, 7’, O erzeugten Untergruppe 
verschieden und mit dieser holoedrisch isomorph wiire und zugleich 
die Operation © enthielte. Ganz genau dasselbe gilt auch von der 
Gruppe (50), 

Um nun die Verschiedenheit der Gruppen (49) und (50) zu zeigen, 
wollen wir (50) in die Form 


(60a) U’?=0', U'AS'U' =S'T'S?7'S'0, U'T'U'=T'O, 
S’samnl, TQ, (STP —=l, O2—1 


setzen, Angenommen nun, es bestinde zwischen den Gruppen (49) 
und (50a) holoedrischer Isomorphismus, so miissten sich die aus- 
gezeichneten Operationen beider Gruppen entsprechen. Dem © miisste 
also ©’ entsprechen, Da nun die Operationen S, 7, © eine Unter- 
gruppe [ von (49) erzeugen, der in (50a) eine mit [ holoedrisch 
isomorphe, ©’ enthaltende Untergruppe entsprechen muss, und da die 
aus S’, 7’, @’ erzeugbare Untergruppe von (50a) die einzige ist, die 
Q’ enthilt und mit [ holoedrisch isomorph ist, so entsprechen in der 
That den aus S, 7, © ableitbaren Operationen die aus S’, 7’, O' ab- 
leitbaren, Nun miissen denjenigen Operationen von (49), deren Quadrate 
in © ausdriickbar sind, und die nicht aus S, 7’, © ableitbar sind, 
diejenigen Operationen von (50a) entsprechen, die nicht aus S’, 7”, 0 
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ableitbar sind, und deren Quadrate in 0’ ausgedriickt werden kénnen. 
Jene Operationen sind in der Formel 
W-U0 Wee, 
diese in der Formel 
W’-'U’ W'0’* 
enthalten. Es ergeben aber die Gleichungen (49) 
(W—UW6*)? = 1 
und die Gleichungen (50a) 
(W’—U0' W’' O's)? = 6’. 
Das ist widersprechend. Die durch (49) und (50a), d. h. die durch 
(49) und (50) dargestellten Gruppen kénnen also nicht iibereinstimmen, 
Wir fassen die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen 
zusammen. 
Satz XVII. Die Gruppen (48), (49) und (50) sind die einzigen 
nichizerfallenden Gruppen 240" Ordnung, die eine mit &é) holoedrisch 


isomorphe Untergruppe ausgezeichnet enthalten. Diese drei Gruppen sind 
verschieden; keine von ihnen enthilt eine Ikosaedergruppe. 


§ 37. 
Gruppe, die mit der Ikosaedergruppe meroedrisch isomorph ist. 


Es mége jetzt eine Gruppe A gesucht werden, die eine mit 4” 
holoedrisch isomorphe Untergruppe [ ausgezeichnet enthalt, und zwar 
so, dass zugleich A|T eine einfache Gruppe von zusammengesetzter 
Ordnungszahl ist. Nach § 32 sind die Isomorphismenclassen der 
Gruppe &4o" vertauschbare Operationen; man kann also den im 3' 
Paragraphen aufgestellten Satz Il anwenden. Die Gruppe [ wird durch 
jede Operation der sie umfassenden Gruppe A auf cogrediente Weise 
in sich transformirt. 

Wir wollen nun unsere Aufgabe gleich dahin beschriinken, dass 
die Gruppe A|T mit der Ikosaedergruppe iibereinstimmt, und dass 
m= 2 ist. Die Gruppe [ ist jetzt also gleich der Gruppe &). Als 
erzeugende Operationen der Gruppe [ sollen S, 7 und © gewihlt 
werden, so dass die Relationen 


Stal, T?—O, (STPx=1, V—1 
bestehen, wobei noch © mit den anderen Symbolen vertauscht werden 
darf. Weil nun die Gruppe A|T eine Ikosaedergruppe sein soll, kann 
man aus der Gruppe A zwei Operationen S’ und 7” so auswiklen, 


dass S’ und 7” und S, 7 und O zusammen die ganze Gruppe A 
erzeugen, und dass die Operationen 





_— —_ —_ 
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der Gruppe [ angehdren. 

Dabei werden S’ und 7”, wie eben gezeigt wurde, jedenfalls die 
Gruppe [ in cogredienter Weise in sich transformiren. Man kann 
aber (vgl. $1) die Operationen S’ und 7” néthigenfalls noch um 
Factoren, die der Gruppe [ angehdren, so iindern, dass die neuen 
Operationen S’ und Z’ mit jeder Operation von [ vertauschbar sind. 
Dann sind aber auch die Operationen (52), die selbst der Gruppe [ 
angehéren, mit jeder Operation der Gruppe [ vertauschbar. In [ ist 
jedoch © die einzige ausgezeichnete Operation ausser der Identitiit. 
Man hat deshalb die Gleichungen 

S'=—@, 7J’?=—@, (S'7') =O, 
in denen jede der Zahlen a, b und ¢ gleich 0 oder 1 ist. Indem man 
ndthigenfalls S’ und Z” um den Factor © dndert, erreicht man, dass 
fiir die veriinderten Symbole S’ und Z” die Gleichungen 
S'sanl, TT’? =O, (S’'T’—1 

bestehen. Ist dabei b= 0, so trennen sich die Symbole S’ und 7” 
giinzlich von den Symbolen S, 7’ und ©, und man hat eine zerfallende 
Gruppe. 

Mit b= 1 ergiebt sich eine neue Gruppe. Diese ist durch die 
Relationen 

S'=—1, TT? —@, (ST) —1, 
(53) Saal, T’?=6, (ST }—1, 

SS’=—S'S, TI’ =—=T'T, ST’ =—T'S, TS’ =S'T, @—1 
und durch die Bedingung definirt, dass sich 0 mit allen Symbolen 
vertauschen lisst. Zuniichst ist allerdings nur Folgendes bewiesen: 
Wenn eine nichtzerfallende Gruppe A existirt, welche die Gruppe &¢,’ 
als ausgezeichnete Maximaluntergruppe vom Index 60 enthilt, so muss 
die Gruppe 4 durch die Gleichungen (53) dargestellt werden. Aus der 
Form dieser Gleichungen geht andererseits hervor, dass in einem aus 
S’, T’, S, T, © irgendwie gebildeten Product sich die Symbole S’ und 
T’ war Linken schaffen lassen, wihrend man die Factoren 0 an das 
rechte Ende bringen kann. Alle Producte reduciren sich somit ver- 
mége der Gleichungen (53) und durch Vertauschung des Symbols 0 
mit den andern Symbolen auf héchstens 60.60.2 Formen. Es ist 
nun zuniichst zu zeigen, dass man wirklich eine Gruppe von 60.60.2 
Operationen aus den Relationen (53) erhilt, und dann, dass diese 

Gruppe nicht zerfillt. 
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§ 38. 
Hilfsbetrachtung. Ordnung der Gruppe (53). 


Der erste der genannten Punkte erledigt sich durch ein einfaches 
Princip. Man kann folgenden Satz aufstellen: 

Wenn zwei Gruppen G und H von der mu" und nu'" Ordnung je 
eine aus ausgezeichneten Operationen bestehende Untergruppe a‘ Ord- 
nung enthalten, und wenn diese Untergruppen miteinander holoedrisch 
isomorph sind, so lisst sich stets eine Gruppe mnu' Ordnung her- 
stellen. Man nimmt zu diesem Zweck die Operationen der Gruppe G 
mit denen der Gruppe H vertauschbar an und identificirt die sich ent- 
sprechenden Operationen der beiden Untergruppen. 

Zum Zweck des Beweises sollen 


. i =0,1,2,...m—1 
Six Q—o1'3' a 


die Operationen der Gruppe G und 
P h=0,1,2,...n—1 
Tax (poo ren ) 


k=0,1,2,...¢—1 


die der Gruppe H bedeuten, Die Operationen So; sollen eine Unter- 
gruppe der Gruppe G bilden und jede von ihnen in G ausgezeichnet 
enthalten sein. Dasselbe soll von den Operationen 7), und der Gruppe 
H gelten. Die dadurch gebildeten Untergruppen von G und H sollen 
holoedrisch isomorph sein, wenn man allgemein Sp, und J); sich ent- 
sprechen liasst (k = 0,1, 2,...w—1). Durch directe Productbildung 
entsteht zuniichst ans G und H eine Gruppe A von der Ordnung 
mnu*. Die Operationen dieser Gruppe kénnen in der Form 

Sir Tn 
geschrieben werden. In der Gruppe A constituiren nun die Opera- 
tionen 

Sox’ Tox (k==0, 1,2,...¢—1) 
eine ausgezeichnete Untergruppe [ von der w'** Ordnung. Jetzt kann 
man eine Gruppe A|T von der Ordnung mmw definiren; diese ist die 
gewiinschte., 

Sind die Gruppen G und H durch definirende Relationen gegeben, 
so wird man fiir ihre erzeugenden Qperationen zuniichst ganz ver- 
schiedene Symbole anwenden. Die Relationen fiir die Gruppe A 
werden dann erhalten, indem man die Relationen fiir G und fiir H 
zusammennimmt und die Bestimmung hinzufiigt, dass die erzeugenden 
Operationen der einen Gruppe mit denen der anderen vertauschbar 
sein sollen. Um nun zur Gruppe A|f zu gelangen, hat man noch 
die Operationen Sox’ Tox der Identitiit gleichzusetzen. Man wird also 





ft 


h 
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Sox in den erzeugenden Operationen von G, Zo, in denen von H 
ausdriicken und die Ausdriicke einander gleichsetzen. Alle die Glei- 
chungen, welche man so fiir k =0,1,2,...w—1 erhilt, sind zu 
den definirenden Relationen der Gruppe A hinzuzunehmen; dadurch 
gewinnt man dann die definirenden Relationen der zu bildenden Gruppe 
mn Ordnung. 

Die Anwendung dieses Princips auf das System (53) ist leicht. 
Man denke sich zwei Gruppen vom Typus &,)’, jede von der Ordnung 
60.2. Durch unser Princip entsteht eine Gruppe der Ordnung 
60.60 .2, welche den Relationen (53) entspricht. 


§ 39. 
Die Gruppe (53) zerfallt nicht. 


Es ist noch zu beweisen, dass die durch die Relationen (53) dar- 
gestellte Gruppe nicht zerfallt. Da die Gruppe die Factoren der Zusam- 
mensetzung 60, 60, 2 besitzt, so kénnte sie jedenfalls nur auf zwei 
Arten zerfallen, entweder in eine Ikosaedergruppe und eine Gruppe 
120’ Ordnuag oder in eine Gruppe 2' Ordnung und eine von der 
Ordnung 60.60. Diese Gruppe von der Ordnung 60 . 60 miisste dabei 
aus zwei Factoren der Zusammensetzung gebildet sein, die beide gleich 
60 sind, sie kénnte also nach dem Ergebniss des 10' Paragraphen 
nur das directe Product zweier Ikosaedergruppen sein. Man sieht also, 
dass, wenn die Gruppe (53) zerfiele, sich eine Ikosaedergruppe von 
ihr abspalten lassen miisste. Somit miisste dann auch in (53) eine 
Ikosaedergruppe ausgezeichnet enthalten sein. 


Es wird sofort gezeigt werden, dass dies nicht der Fall ist. Ich 
werde iiberhaupt den folgenden Satz beweisen: Die Gruppe (53) ent- 
hilt im Ganzen 120 Ikosaedergruppen, und diese bilden zwei Classen 
von je 60 unter einander gleichberechtigten. Damit ist dann auch erwiesen, 
dass die Gruppe (53) nicht zerfillt. 


Denken wir uns nun aus den Symbolen S, 7' und © des Systems 
(53) sechzig verschiedenwerthige Ausdriicke 


(54) A,, A,, Ay,... Ago 


gebildet. Die Ausdriicke sind so zu wihlen, dass von den 60 Opera- 
tionen, die sie vorstellen, keine zwei durch Multiplication mit © in 
einander tibergehen. Diese 60 Operationen bilden keine Gruppe. Fiigt 
man aber zu den definirenden Relationen (53) die Gleichung © = 1 
hinzu, so stellen die Ausdriicke (54) sechzig neue Operationen vor, 
die immer noch von einander verschieden sind und die Ikosaedergruppe 
bilden. Wir wollen dies dadurch formuliren, dass wir sagen, die 
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Ausdriicke (54) stellen mod © die Ikosaedergruppe dar. Man bilde 
nun ebenso aus S’, 7” und © sechzig Ausdriicke 


(55) B,, B,, B;, ~~ 4 By, 


die mod © wieder eine Ikosaedergruppe darstellen. Bedeutet jetzt A 
die durch das System (53) definirte Gruppe, so ist in der Formel 


(56) A: By 0 | anew 
jede Operation von A gerade einmal enthalten, wie sich aus dem Ende 
des 37'" Paragraphen ergiebt. 

Wir wollen alle Untergruppen der Gruppe A, die Ikosaedertypus 
besitzen, bestimmen. H sei eine solche Untergruppe. Die Operationen 
von H lassen sich in den Formen 
(57) ABG’, A’ B'S", A” B’O”,,... 
ausdriicken; dabei sind A, A’, A”, ... Glieder der Reihe (54), 
B, B’, B",... Glieder der Reihe (55). Betrachten wir die Ausdriicke 
(58) ep Man: Eos + 
genauer. Zuniichst ist nicht ausgeschlossen, dass unter diesen gleiche 
sind. Daraus, dass die Operationen (57) eine Gruppe bilden und aus 
dem Umstand, dass jede Operation von A nur auf eine Weise in die Form 
(56) gesetzt werden kann, folgt, dass die Ausdriicke (58) mod © eine 
Gruppe % bilden. Jeder Operation der Gruppe H entspricht nun ein 
Glied der Reihe (57), also eine Operation der zuletzt erwiihnten 
Gruppe &.. Damit haben wir zwischen der Gruppe H und der Gruppe & 
einen holoedrischen oder meroedrischen Isomorphismus. Da nun H 
eine Ikosaedergruppe, also eine einfache Gruppe ist, so besteht ent- 
weder % nur aus der Identitit allen, oder es entspricht jeder Opera- 
tion von H eine andere Operation der Gruppe &%. Im ersten Fall 
wiiren die Ausdriicke (58) mod © der Identitiit gleich, d. h. es wiiren 
alle diese Ausdriicke Potenzen von 9. Dann wiirden aber alle Opera- 
tionen der Reihe (57) sich aus S’, 7’ und © erzeugen lassen, somit 
wire die Gruppe H eine Untergruppe der aus S’, 7’ und © erzeugten 
Gruppe. Die letztere Gruppe ist aber vom Typus § 4’ und kann nach 
dem Ergebniss des 22'" Paragraphen keine Ikosaedergruppe enthalten. 
Der erste Fall fiihrt also auf einen Widerspruch. Es bleibt also nur 
der 2" Fall iibrig, in dem die Gruppen H und & holoedrisch isomorph 
sind. In diesem Fall sind die Ausdriicke (58) abgesehen von der 
Reihenfolge mit (54) identisch. 

Ganz ebenso wird gezeigt, dass die in (57) vorkommenden Aus- 
driicke B, B’, B”,... verschieden sind und, abgesehen von der 
Reihenfolge, mit den Ausdriicken (55) iibereinstimmen. Man kann 
nun durch die Anordnung der Glieder die Reihe (57) in die Form 
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(57a) A, B;,0", A, B;,0", .. . Ago B;,, 0% 
bringen. Hier bedeutet i,, ¢,, ... ig) eine Permutation von 1,2,...60, 
Setzt man nun zwei Operationen der letzten Reihe zusammen, wobei 
wieder eine Operation dieser Reihe entstehen muss, so ergiebt sich 
Folgendes. So oft 

A; A; = A,,0¢ 

B;,, Bi, = B;,,0°. 
Die beiden Gruppen, welche durch die Ausdriicke (54) und (55) dann 
dargestellt werden, wenn man diese Ausdriicke mod © betrachtet, sind 
durch die Permutation 7, 7,...% 9 holoedrisch isomorph auf einander 
bezogen. Zwei Ikosaedergruppen kann man aber (§ 7, § 9) auf 120 
Arten holoedrisch isomorph auf einander beziehen. Man kann also 
die Permutation 7,, 4,, ...%) auf 120 Arten wihlen. Es fragt sich 
noch, auf wie viele Arten die Factoren 0", O",... gewihlt werden 
kénnen. 

Man kann unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass die 
Symbole S und 7 selbst als Glieder der Reihe (54) auftreten. Es sei 
A,=8S, A,=T. Wir wollen nun die entsprechenden Ausdriicke 
B;, und B;, von (55) mit S” und 7” bezeichnen. Da nun 

Stal, T27—0, (STP=—1 
ist, so miissen auch die Gleichungen 
S”5=2@%, TJ"? —6, (S"T")' — oO 
gelten. Nun kann man aber zu einzelnen Gliedern der Reihe (55) 
noch © als Factor hinzufiigen, man kann also, und zwar auf eine 
einzige Art, S” und 7” noch so normiren, dass 
(59) S’'a1, T’? =O, (S’T’P=l 
ist. Wiire nun hier b = 0 mod 2, so wiirden S” und 7” eine Ikosaeder- 
gruppe erzeugen, und diese wire Untergruppe der aus S’, 7’ und 0 
erzeugten Gruppe, die vom Typus 8’ ist. Dies kann iicht sein. Es 
ist also b = 1 mod 2. 
Die Reihe (57a), d. h. die Gruppe H, enthalt nun die Operationen 
SS” 0°, TT’ e° 
und somit auch die folgenden 
(SS” 8%), (SS" O° TT" 0)’, 
die sich vermége der Relationen (53) und (59) gleich 
e, ort? 
berechnen. Die Operation ©, die mit allen andern vertauschbar ist, 


kann in der Gruppe H nicht enthalten sein, weil H Ikosaedertypus 
besitzt. Es ist also 


ist, ist auch 


0 = 0' =0 mod 2 





25* 
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anzunehmen. Die Operationen 

(60) SS”, sal 

miissen also in der Gruppe H vorkommen; sie geniigen den Relationen 
(S8”") = 1, (TT"P—1, (SS*TT’F—1 

und erzeugen, wie leicht zu sehen ist, die ganze Ikosaedergruppe H. 

Damit ergiebt sich auch, dass in der Reihe (57a) die Factoren 

@",O",... in keiner Weise mehr unbestimmt sind, nachdem die 

Permutation 7, , 7,,.. - %  gewahlt ist. 

Bildet man andererseits aus S’, 7” und © irgend zwei Ausdriicke 
S” und 7”, welche den Relationen (59) geniigen, wobei b = 1 ist, 
und bildet man aus S, 7, 8S”, T” die Operationen (60), so erzeugen 
diese in der That eine Ikosaedergruppe. Nun kann man aber S” und 
T” mod © auf 120 Arten wihlen; sind sie mod © gewiihlt, so bestim- 
men sie sich vollends eindeutig. Man findet also in der ganzen Gruppe 
A genau 120 Untergruppen vom Ikosaedertypus. 

Transformirt man jetzt das Operationspaar (60) mehrmals bald 
mit S’, bald mit 7”, so erhiilt man neue Operationspaare, in denen 
S und 7 mit neuen Operationen S” und 7” verkniipft erscheinen. Im 
Ganzen erhilt man so 60 verschiedene Paare S”, 7’; die Transforma- 
tionen, die wir hier mit S” und 7” vornehmen, sind nimlich gleich- 
bedeutend mit den Transformationen, welche die mod 0 betrachtete 
Reihe (55) durch ihre eigenen Operationen erleidet. Man erhiilt also 
auf diese Weise auch 60 Operationspaare SS”, 77”. Jetzt transformire 
man die mit SS”, TT” erzeugte Ikosaedergruppe mit S. Dies ist 
dasselbe, wie wenn man zuerst mit SS” und dann mit S”—' trans- 
formirt. Bei der Transformation der Ikosaedergruppe mit der ihr 
eigenen Operation SS” iindert sie sich als ganze Gruppe nicht, die 
Transformation mit S”-! kommt aber gewissen wiederholten Trans- 
formationen mit S’ und 7” gleich. Aehnliches ergiebt sich, wenn 
man die aus SS” und 7' 7” erzeugte Ikosaedergruppe mit 7’ transformirt. 
Die Transformation mit © indert sogar keine einzige Operation. Wenn 
man also die eine Ikosaedergruppe fortwihrend mit den erzeugenden 
Operationen der Gesammtgruppe A transformirt, so erhilt man im 
Ganzen 60 gleichberechtigte Gruppen. 

Die 120 Ikosaedergruppen, die in A enthalten sind, theilen sich 
also in zwei Classen von je 60 gleichberechtigten w. z. b. w. 

Das Resultat dieses Paragraphen und der beiden ihm vorangehen- 
den ist also folgendes: 

Satz XVIII. Die einzige nichtzerfallende Gruppe, welche die 
Gruppe 43) als ausgezeichnete Maximaluntergruppe vom Index 60 ent- 
hilt, ist die Gruppe (53). Die Gruppe (53) enthiilt 120 Ikosaeder- 
gruppen, von denen keine in ihr ausgezeichnet ist. 
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Achter Abschnitt. 
Die Gruppe &33) als ausgezeichnete Untergruppe. 
§ 40. 


Isomorphismen und Isomorphismenclassen der Gruppe &,;’. 


Die Entwicklungen des vorigen Abschnitts lassen sich vou der 
Gruppe &éo" auf die Gruppe Riis) tibertragen. Diese ist im 20%" Para- 


graphen eingefiihrt worden und ist durch die Relationen 


m m 


(61) St=1, T2?—0*, (S*T)—1, (S4T)'=—0*?, On —1 


gegeben. Es bedeutet dabei m wieder eine gerade Zahl. Fiigt man 
den Relationen (61) noch die Gleichung 0 = 1 bei, so geht die Gruppe 
in die Gruppe Gj, tiber. Statt S und 7 hat man dann zwei Opera- 
tionen © und {, die den Relationen 


~ 


Gel, Vl, (SMIs—1, (StD'—1 


geniigen. Man kann dabei © und & durch die Substitutionen 


x, 
>. (%a e wala 
o= : L=—|[2, 

Lott ons ae 
a 


der Buchstaben x, 2,,...%,, “,, interpretiren, wobei die Indices mod 7 
zu betrachtex sind. Diese beiden Substitutionen haben die Deter- 
minante ++ 1, dagegen hat die Substitution 


Le 
U=|{ 2, 


die Determinante — 1. Es ist — 1 quadratischer Nichtrest der Prim- 
zahl 7, und es gehdrt also U1 der die Gruppe G,,, umfassenden Gruppe 
(S,,,, aber nicht der Gruppe G,,, selbst an. Wenn man nun © und 


~ 


Z mit der Substitution 11 transformirt, so erhilt man 
Le 
UASU—[a2, }, U'*TM—-. 
a+1 
Wenn man aber nun noch mit { transformirt, so erhilt man dasselbe, 
wie wenn man von Anfang an mit der Substitution UT von der 
Determinante — 1 transformirt hitte. Man erhiilt 


uz)sugy = (% )=S4, Mg-TUy =F. 
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Ss, ¢ 
e-*, z 
ein contragredienter Isomorphismus der Gruppe G,g, in sich. 


Durch Betrachtungen, die denen des 30'* Paragraphen analog 
sind, ergiebt sich jetzt, dass in den Formeln 


(62) Ge. Pm a 


Es ist also 


und 
S, = © ) 
(63) boa. ab. ee 
in denen n zum relativ prim ist, alle Isomorphismenclassen der Gruppe 


Kiss’ enthalten sind, wobei aber a und b nicht beliebig gewahlt werden 
diirfen. 


§ 41. 
Zahlentheoretische Bedingungen. Gruppe der Isomorphismenclassen. 
Die Rechnung ergiebt sofort, dass in der Formel (62) 
a=b=0 mod m, 
in der Formel (63) aber 
a=0, b= modm 


anzunehmen ist. 
Setzt man nun 


wobei » alle zu m relativ primen Reste durchliuft, und setzt man 


S T (2) 
J’ = = ), 
sS-' Te’ @ 


so hat man wieder in den 2q(m) Isomorphismen 

(64) In, J'dn 

jede Isomorphismenclasse gerade einmal vorgestellt. Zugleich con- 
stituiren die Isomorphismen (64) eine Gruppe vertauschbarer Opera- 
tionen. Also: i 


Die Gruppe Riss besitzt 2q(m) Isomorphismenclassen. Diese sind 
vertauschbar. 
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§ 42. 
Gruppen, die mit einer cyklischen Gruppe meroedrisch isomorph sind. 


Sucht man nun eine Gruppe A, die eine mit Ri%s) holoedrisch 
isomorphe Untergruppe T ausgezeichnet enthdlt, so dass sugleich die 
Gruppe &|\T cyklisch und von der wu” Ordnung ist, so findet man 
entweder die Relationen 

Ur+=Rk, UASU=S, U"TU=T, U“RUVU=R, 

(65) S'=1, T2—R?, (SST) —=—1, (S47) — R’, 
S“?RS=R, T“°RT=R, R®*=—1 
oder die Relationen 


U« = Rk, UASU=S-', UATU=TR’*, UA-RU=Br, 
(66) S'—=1, T? = R*, (S*7T)}—1, (S17)! = R’, 
S?°RS=R, T“RT=—R, Re —1. 
Hier ist m gerade und » relativ prim zu m; es muss ferner gelten 
nm =1 
v(n—1)=0 
und im Fall der formel (66) muss w gerade sein. Unter diesen Be- 


dingungen stellen die Formeln auch stets Gruppen von der Ordnung 
168m vor, die den aufgestellten Bedingungen geniigen, 


} mod m, 


§ 43. 
Specialfall. 


Es werde jetzt wieder der Fall betrachtet, dass m2 und wu eine 
Primzah] ist. Man hat dann » = 1 zu setzen, und v kann gleich 0 
oder 1 sein. 

Wir nehmen zuerst w als ungerade Primzahl an. Da dies den 
Bedingungen des Systems (66) widerspricht, so kann es sich nur um 
die Gleichungen (65) handeln, Fiir v = 0 ergeben diese Gleichungen 
eine zerfallende Gruppe, indem die Gruppe S143 sich abspaltet, Ist 
aber vy = 1, so setze man 


U' = UR, 
U'*¥ =1 


(vergl. § 35), so dass also der Fall y= 1 sich auf den Fall vy = 0 
reduciren lisst. Somit lisst sich der folgende Satz aussprechen. 


und es ergiebt sich 
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XIX. Wenn die Gruppe A eine ausgezeichnete Untergruppe vom 
Typus Riss mit ungeradem Primzahlindex besitet, so spaltet sich die 
Gruppe 8:5 von A ab. 


Nunmehr wollen wir «2 annehmen. Es kommen dabei die 
beiden Systeme (65) und (66) in Betracht. Das‘System (65) liefert 
fiir v = 0 eine zerfallende Gruppe. Ist aber in diesem selben System 
v= 1, so setze man fiir die Operation U, die jetzt mit allen anderen 
vertauschbar ist, das Symbol 0, wodurch die Relationen 


(67) S'=1, T?—6’*, (S*7T)—1, (S'T)*=—G6?, Of—1 
entstehen. Das System (66) ergiebt fiir » — 0 die Gleichungen 


U?=1, UASU=S—, U-ATU=To9, 


(68) —— 

S'a=1, T?7—O, (S*TP—1, (S4‘T/—O, V—1l, 
in welchen © an Stelle der mit allen anderen Operationen vertausch- 
baren Operation R gesetzt worden ist. Fiir v= 1 ergiebt das System 
(66) auf dieselbe Weise die Relationen 


2—@, UASU=S-, U-TU=T0, 


(69) ; esti 

S'tax1, T?=—06, (S'TP—_1, (S'T—9, —1. 

Ks lassen sich nun auch die iibrigen in den Paragraphen 34, 35 und 
36 gegebenen Ausfiihrungen iibertragen. Man erhilt so die folgenden 
Resultate : 

Satz XX. Die drei durch die Systeme (67), (68), (69) definirten 
Gruppen sind die einzigen nichtzerfallenden Gruppen der Ordnung 4.168, 
die eine ausgezeichnete Untergruppe vom Typus &1%% enthalten. Die 
drei Gruppen sind verschieden. Keine von thnen enthilt cine Gruppe 
vom Typus Sys. 

Die erste der drei Gruppen enthiilt vier ausgezeichnete Operationen, 
die eine cyklische Gruppe bilden, die beiden anderen enthalten nur 
zwei ausgezeichnete Operationen. 

Die Betrachtungen der Paragraphen 37 bis 39 wollen wir hier 
nicht auf den analogen Fall iibertragen. 
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Neunter Abschnitt. 


Die aus den Factoren der Zusammensetzung 60, 60 gebildete 
Gruppe 3° ist ausgezeichnete Untergruppe. 
§ 44. 
Die in der Gruppe 8° enthaltenen Untergruppen vom Ikosaedertypus. 


Wir betrachten jetzt die aus den Factoren der Zusammensetzung 
60, 60 gebildete Gruppe, die mit 8°) bezeichnet werden mége. Es 
ist diese Gruppe das directe Product zweier Ikosaedergruppen (vergl. 
Satz VI in § 10). Um diese Gruppe darzustellen, bezeichnen wir mit 


(70) A,, A,,... Agg 
Operationen, die eine Ikosaedergruppe bilden. Dasselbe soll von 
(71) B,, Bey +s. My 


gelten, wobei zugleich die Benennungen so zu wihlen sind, dass A; 
und B; entsprechende Operationen isomorph auf einander bezogener 
Ikosaedergruppen bedeuten, Ferner seien die Operationen B mit den 
Operationen A vertauschbar, und die Operationen der Gruppe 3, sollen, 
jede einmal, durch die Producte 

A, B, (k,l = 1, 2,3,... 60) 
vorgestellt sein. 

Zunichst mégen die in der Gruppe 3,?) enthaltenen Ikosaeder- 
gruppen aufgesucht werden. Zu diesem Zweck lassen sich hier die 
Betrachtungen des 39'" Paragraphen, sogar mit einer gewissen Ver- 
einfachung, wiederholen. Man kommt dabei zu dem Resultat, dass 122 
Ikosaedergruppen existiren. Es sind dies einmal die Gruppen der 
Operationen (70) und (71). Jede der iibrigen 120 Ikosaedergruppen 
ist in der Reihe 

A, B;,, A,B, A, Bi, .. . Agy Bi,, 
reprasentirt. Dabei ist 7,, 7%, . . . ig) eine solche Permutation der Zahlen, 
1,2,... 60, fiir welche die Substitution 
(3 B,,... 2) 
B,,, Bi, . i 
einen Isomorphismus der Gruppe (71) in sich vorstellt. Die beiden 
ersten Ikosaedergruppen sind in der Gruppe 3,2) ausgezcichnet enthalten ; 
die tibrigen theilen sich in zwei Classen von je 60 gleichberechtigten. 
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§ 45. 


Gruppe, die mit einer von der zweiten Ordnung meroedrisch isomorph 
ist. Erster Fall. 


Wir suchen jetzt eine Gruppe A aus den Factoren 2, 60, 60 zu 
bilden, die eine ausgezeichnete Untergruppe T vom Index 2 enthiilt. 
Dabei unterscheiden wir gleich zwei Fiille, je nachdem A eine Ikosaeder- 
gruppe ausgezeichnet enthdlt oder nicht. Es muss jede in A enthaltene 
Ikosaedergruppe nach Satz V, § 5 Untergruppe von [ sein. Diese 
Gruppe [ aber, die aus den Factoren 60, 60 zusammengesetzt ist, muss 
(Satz IX, § 11) vom Typus 3,°) sein und enthalt somit 122 Ikosaeder- 
gruppen, von denen nur 2 in ihr ausgezeichnet sind, Diese beiden 
allein kénnen allenfalls in A ausgezeichnet sein. Transformirt man 
nun die Gruppe f mit Hilfe einer nicht in [ enthaltenen Operation U 
der Gruppe A, so geht [ in sich tiber. Es werden dabei die beiden 
in TF ausgezeichneten Ikosaedergruppen jede in sich tibergehen oder 
mit einander vertauscht werden, je nachdem der erste oder der zweite 
der unterschiedenen Fille vorliegt. Es sind also im ersten Fall genau 
zwei ausgezeichnete Ikosaedergruppen in A enthalten. In beiden Fallen 
muss A im Ganzen 122 Untergruppen vom Ikosaedertypus besitzen. 

Von den beiden Fallen wird zuniichst der erste verfolgt. Vorerst 
bemerke man, dass die Operation U? mod der identischen Operation 
iquivalent ist, d. h, dass U*? der Gruppe [ vom Index 2 angehért. 
Transformirt man jetzt [ mittelst U und stellt man [ so vor wie im 
letzten Paragraphen die Gruppe 3°), so erhilt man die Relationen 


J60 ? 
UA, U = A,, | 
U-1B.U = B, («== 1, 2,...60). 


Es bedeuten hier i,, ,, ... % und hy, hy, ... hg Permutationen der 
Zahlen 1,2,...60, wobei noch die Substitution 


. . i 40) 
(72) (2 Me «00 Be 
einen Isomorphismus der Gruppe (70) in sich und die Substitution 
B, B, ... Buy 
(73) (= B,, eee By, / 


einen Isomorphismus der Gruppe (71) in sich vorstellen muss. 

Ist einer dieser Isomorphismen cogredient, so spaltet sich eine 
Ikosaedergruppe von der Gruppe A ab, wie sofort gezeigt werden soll. 
Es macht keinen Unterschied, ob man (72) oder (73) als cogredient 
annimmt. Man setze einmal (72) cogredient voraus. Es lisst sich 
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dann an Stelle von U eine Operation V = UA, einfiihren, die mit 
allen Operationen A, , A,,...Agy vertauschbar ist (vgl. § 1). V? gehért 
der Gruppe [ an, also 
V2 = A,B. 

Da aber V und B, mit A,, A,,... Ag vertauschbar sind, so ist auch 
A, mit diesen Operationen vertauschbar, d. h, es ist A, gleich der 
identischen Operation der Gruppe (70). Jetzt erkennt man, dass die 
Relationen 


V-A,V = Ag 
VB. V = B, (« = 1, 2,... 60) 
V?=B, 


bestehen. Die aus A,, A,, ... Ago bestehende und die aus V und 
B,, B,,... Boy sich erzeugende Gruppe trennen sich nun villig. Die 
Gesammtgruppe A zerfillt, und es spaltet sich aus ihr eine Ikosaeder- 
gruppe ab. 

Ist aber keiner der Isomorphismen (72) und (73) cogredient, so 
kann man statt U eine Operation V = UA,.B, so einfiihren, dass an 
Stelle von (72) und (73) zwei beliebig vorgeschriebene contragrediente 
Isomorphismen der Gruppen (70) und (71) treten. Wir wihlen zwei 
Isomorphismen 2'** Ordnung. Es wird dann V* mit allen Operationen 
der Gruppe [ vertauschbar, Da ausserdem V? dieser Gruppe selbst 
angehért, so ergiebt sich leicht, dass 


V2 = 1 

ist. Am einfachsten wird man die Isomorphismen (72) uhd (73) durch 
die Formeln 

A, pebted (2 >: a 

Aj, A,, oa ae . Bi, B;, eee B,,, 
bestimmen, so dass i,, 7, ... %g9 in beiden Formeln dieselbe Permu- 
tation bedeutet. Die Permutation ist dabei so zu wihlen, dass. die 
erste der letzten Formeln irgend einen contragredienten Isomorphismus 


2' Ordnung der Gruppe (70) darstellt. Es bestehen jetzt die Rela- 
tionen 


t6o 


V'A,V=A,, 
V-B.V =B,; (a =1,2,...60). 
V2 =1 


Nimmt man andererseits die Permutation i, 7,,.. . tg) 80 wie eben 
geschildert an, so definiren die erhaltenen Relationen zusammen mit 
denjenigen, welche die Multiplication der Operationen A und der 
Operationen B und die Vertauschbarkeit der A mit den B ausdriicken, 
wirklich eine Gruppe der Ordnung 2.60.60. Dies ergiebt sich 
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naimlich aus dem Verfahren, das ich in diesen Annalen Bd. 43, p. 334 
gegeben habe, wenn man zugleich bedenkt, dass die Substitution 
(43: 7 ) ae fu Su) 
A;, B;,, A,,B;,, er B 


ein Isomorphismus 2'* Ordnung der Gruppe [ ist. Die im Vorher- 
gehenden gegebenen Entwicklungen zeigen auch, dass die resultirende 
Gruppe dadurch nicht beeinflusst wird, wie man, abgesehen von den 
schon ausgesprochenen Bedingungen, die Permutation i,, ¢,, . 
wahlt. 

Stellt man nun die Gruppe (70) mit Hilfe der Symbole S und 7, 
die Gruppe (71) mit Hilfe der Symbole S’ und 7” dar, und verwendet 
man als Isomorphismus der Gruppe (70) in sich den schon im 30" Para- 
graphen benutzten Isomorphismus der Ikosaedergruppe, so ergeben sich 
fiir die gewonnene Gruppe die Relationen 


S'=1, T? —1, (SST) —1, 

(74) S’seanl, T’%=l, (s’T’fP=—1, 
U-"SU=STS*TS!s U-S'U=S'T'S’?T'S’4, 
UOT=TU, UT’=T'U, U?—1. 

Dazu kommt noch die Bedingung, dass S und 7 mit S’ und 7” ver- 
tauschbar sein sollen. Hine andere nichtzerfallende Gruppe ausser (74) 


kann jedenfalls im ersten Fall nicht vorhanden sein. Dass diese Gruppe 
wirklich nicht zerfallt, wird spiter gezeigt. 


i X40 


§ 46. 
Gelegentliche Entwicklung eines allgemeinen Verfahrens. 


Es ist niitzlich, die Bildung der Gruppe (74) von einem neuen 
Princip aus zu betrachten, dieses Princip hat Aehnlichkeit mit dem in 
§ 38 auseinandergesetzten, von dem es sich aber doch zugleich wesent- 
lich unterscheidet. Denken wir uns zwei Gruppen G und H, die mit 
einer und derselben Gruppe K isomorph sind. Es sollen je m Opera- 
tionen von G einer Operation der Gruppe K und ebenso je » Opera- 
tionen der Gruppe H einer Operation der Gruppe K entsprechen. Die 
Operationen von G seien 


nthe t 

Vie Cc. 2,...m/’ 
die von H seien 

see ye 

Vi (is 


und es sei dabei die Bezeichnung so gewahlt, dass die m Operationen 
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Ui, Ui2, oes U; 
der Gruppe G und die » Operationen 
Vir, Vis, --. Vi 


der Gruppe H derselben Operation der Gruppe K entsprechen. Nun 
bilde man die mnu Ausdriicke 


4—1,2,...¢ 
(75) Vix Vir (e=n3,. : mn), 
tom 1,2,...” 


denen zunichst nur eine formale Bedeutung zukommt, da eine Multi- 
plication der Operationen U mit den andersartigen Operationen V 
nicht definirt ist. 

Die Ausdriicke (75) mégen lediglich als Zeichen angesehen werden, 
deren Bestimmung es ist, mn verschiedene Objecte zu charakterisiren. 
Die Multiplication dieser mnu Objecte mit einander kann nun durch 
die Formel 
(76) Vix Vii >< Use Viv = (Vix Urw) (Vir Virv) 
erkliirt werden, Es sind namlich die beiden in Klammer gesetzten 
Producte bereits definirt. So ist U;, Ux gleich einer ganz bestimmten 
Operation U. Ist nun 


Uin Ure = Ure, 


Vii Viv = Verw, 
wobei in den beiden letzten Formeln 7” denselben Werth bedeutet. 
Dies ist eine Folge des Isomorphismus, der zwischen der Gruppe K 


und den Gruppen G und # besteht. Es stellt somit die rechte Seite 
von (76) einen Ausdruck 


so ist auch 


Uy x" Vir 

vor, in welchem die beiden vorderen Indices iibereinstimmen, d. h. es 
ist diese rechte Seite von (76) unter den Ausdriicken (75) enthalten. 
Durch die Formel (76) ist also ein Multiplicationsgesetz definirt, ver- 
mége dessen je zwei der mnu neuen Objecte, wenn sie mit einander 
in bestimmter Folge multiplicirt werden, ein Individuum desselben 
Objectkreises ergeben. Fiir diese Multiplication bestehen, wie eine 
niihere Ueberlegung zeigt, alle die Eigenschaften, die gruppentheo- 
retischen Multiplicationen zukommen*). Man ist also auf eine Gruppe 
mnu' Ordnung gekommen, die aus neuen Operationen besteht. 

Um dieses Princip auf den vorliegenden Fall anwenden zu kénnen, 
denke man sich zwei Gruppen 120' Ordnung, die eine aus allen Ver- 
tauschungen der 5 Buchstaben a, a, @;, @,, @,, die andere aus den 


*) Vergl. z. B. diese Annalen Bd. 43, p. 305. 
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Vertauschungen der Buchstaben £,, 8,, B;, B,, 8, bestehend. Jede 
dieser Gruppen beziehe man nun so auf die Gruppe 2'** Ordnung, dass 
den geraden Vertauschungen die Identitit der Gruppe 2' Ordnung 
entspricht. Durch diese Beziehung der zwei Gruppen 120" Ordnung 
auf die Gruppe 2‘ Ordnung ist nun nach dem soeben aufgestellten 
Princip eine Gruppe der Ordnung 2.60.60 bestimmt. Diese kann 
auch durch Vertauschungen der 10 Buchstaben a, , a,...a@;, B,, By,...Bs 
vorgestellt werden. Es werden dabei die Buchstaben @ nur unter 
einander und ebenso die Buchstaben # nur unter einander vertauscht, 
und es ist eine ungerade Vertauschung der Buchstaben a@ stets mit 
einer ungeraden Vertauschung der Buchstaben B, eine gerade Ver- 
tauschung der @ stets mit einer geraden Vertauschung der £ verkuniipft*). 
Setzt man jetzt noch 


S = (i, a,c, a5), LT = (a, @3) (aa5), 
S’ = (B,B,B,B,B;), 1” = (BsBs) (B,B;); 
U = (a, a) (B, Bs), 


so sind die Gleichungen (74) erfiillt. 


§ 47. 
Die Gruppe (74) zerfallt nicht. 


Wenn eine aus den Factoren der Zusammensetzung 2, 60, 60 
gebildete Gruppe zerfiillt, so spaltet sich aus ihr eine Ikosaedergruppe 
ab (vergl. den Anfang von § 39). Man kann dann die Operationen 
der Gesammtgruppe in der Form 
(77) A, Be ‘§ om 1,2,... wt 

; k= 1,2,... 120 
darstellen, wobei die Operationen A eine Ikosaedergruppe bilden und 
mit den Operationen B, die auch eine Gruppe constituiren, vertausch- 
bar sind. Nun ist aber ersichtlich, dass die Gruppe 

A,, Az, ... Agy 
cogredient in sich transformirt wird, wenn man auf sie eine der 
Operationen (77) anwendet. Eine zerfallende Gruppe aus den Factoren 
2, 60, 60 wird also stets eine Ikosaedergruppe ausgezeichnet enthalten, 
die durch jede Operation der ganzen Gruppe cogredient in sich trans- 
formirt wird. 

Die Gruppe (74) werde jetzt mit A bezeichnet, sie ist aus den 
Factoren 2, 60, 60 gebildet und enthilt eine ausgezeichnete Untergruppe 
vom Index 2, nimlich die aus S, 7, S’, 7” erzeugte. Es enthiilt 
ferner die Gruppe A zwei ausgezeichnete Ikosaedergruppen, die eine 


*) Vergl. auch Bolza, Am, Journ. of Math, Vol, XI, p. 201, 
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wird aus S und 7, die andere aus S’ und 7” erzeugt. Dies sind auch 
(vergl. den Anfang von § 45) die einzigen in A ausgezeichneten 
Ikosaedergruppen. Da nun die Operation U jede dieser beiden Ikosaeder- 
gruppen auf contragrediente Weise in sich transformirt, so kann die 
Gruppe A nicht zerfallen. 

Wir kénnen die Resultate dieses und der beiden vorigen Para- 
graphen so zusammenfassen: 

Satz XXI. Die Gruppe (74) ist die einzige nichtzerfallende Gruppe 
aus den Factoren 2, 60,60, die eine ausgezeichnete Untergruppe vom 
Index 2 und eine ausgezcichnete Ikosaedergruppe zuldsst, und zwar 
besitet sie zwei ausgezeichnete Ikosaedergruppen. 


§ 48, 


Zweiter Fall einer Gruppe, die mit der Gruppe zweiter Ordnuug 
meroedrisch isomorph ist. 


Wir miissen jetzt wieder an den 45’ Paragraphen ankniipfen. Es 
wurde daselbst eine Gruppe A mit der ausgezeichneten Untergruppe [ 
gesucht; [ besass die Factoren der Zusammensetzung 60, 60, und die 
Gruppe 4|PF war von der zweiten Ordnung angenommen. [ enthielt 
zwei ausgezeichnete Ikosaedergruppen. Es bleibt uns noch der Fall 
iibrig, in dem diese Ikosaedergruppen sich vertauschen, wenn sie mit 
einer nicht in [ enthaltenen Operation U der Gruppe A transformirt 
werden. Gilt dies fiir eine Operation U, so gilt dies auch fiir jede 
andere von den eben genannten Higenschaften. Das Quadrat der 
Operation U ist modf der Identit&ét congruent, d. h. also in [ ent- 
halten. 

Es lassen sich nun die Bezeichnungen der Operationen A, , A,,...Ago 
und B,, B,,... By, d. h. der Operationen der genannten Ikosaeder- 
gruppen (vergl. (70) und (71)) so bestimmen, dass 
UA, U = B, (a= 1,2,...60). 


U—B,U = A; 


ta 


Ferner ist 
(a = 1,2,... 60), 
wobei 7,, %,..- tp» eine Permutation der Zahlen 1, 2,... 60 bedeutet, 
die so beschaffen ist, dass 
Jj= te A,, A;, = Ago 

A,,,; A,,, A,,, cae A,.,: 
einen Isomorphismus der Gruppe (70) in sich vorstellt. Durch Ver- 
kniipfen der beiden letzten Gleichungen erhilt man 

UA, U? = A,,. 


Weil aber U*® der Gruppe [ angehért und deshalb von der Form 
A, B, ist, so ergiebt die letzte Gleichung 
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Bo Ay" Ag Ay By = Aj,. 
Hieraus aber folgt, da B, mit allen Operationen A vertauschbar ist, 
Fw ™ A; = A;,. 


Es ist also J der cogrediente Isomorphismus, den man erhiilt, wenn 
man die Gruppe (70) mit ihrer Operation A, transformirt. 
Jetzt fiihre man statt U die Operation 


U’ = UA; 
ein. Es berechnet sich leicht, dass 
U'- AU’ = Ba | 
U’—B U’ == A, (a=1,2,...60). 


Durch die Transformation mit U’ werden also die Operationen A mit 

den gleichnamigen Operationen B vertauscht. Deshalb nun muss U’* 

mit allen Operationen A und B vertauschbar sein, und da U’? der 

Gruppe [ angehéren muss, indem A|F nur von der Ordnung zwei ist, 

so ist U’? eine ausgezeichnete Operation der Gruppe [. Also ist 
U2 = 1, 


Durch diese Ergebnisse ist im Grund die Gruppe schon beschrieben. 
Um definirende Relationen aufzustellen, wiihle ich zwei Symbole S 
und 7’, welche die Gruppe (70), und zwei Symbole S’ und 7”, welche 
die Gruppe (71) erzeugen sollen; ein weiteres Symbol U von der 
2'ee Ordnung soll S und S’ und ebenso 7 und 7” in einander trans- 
formiren. Man erhiilt so die Relationen 


S3—=1, T? —1, (STP —1, 
(78) BS anl, Tol, (S’ryP—!, 
U-SU=S', UATU=T7", U?=1. 


Durch diese Relationen und durch die Bedingung, dass S und 7’ mit 
S’ und 7” vertauschbar sein sollen, muss sich die vorausgesetzte Gruppe 
definiren lassen, wenn sie existirt. Dass andererseits die Relationen 
wirklich eine Gruppe der Ordnung 2.60? unter der genannten Be- 
dingung definiren, folgt aus dem im 43. Band dieser Annalen p. 329 
gegebenen Verfahren. Diese durch die Relationen (78) definirte Gruppe 
ist aus den Factoren 2, 60, 60 gebildet und enthilt eine ausgezeichnete 
Untergruppe vom Index 2; in dieser sind die aus S und 7’ und die aus 
S’ und 7” erzeugte Gruppe die ausgezeichneten Ikosaedergruppen, die 
aber in A nicht ausgezeichnet sind. Es besitzt also (vgl. den Anfang 
von § 45) A iiberhaupt 122 Ikosaedergruppen, von denen keine in A 
ausgezeichnet ist. Dass die Gruppe nicht zerfallt, folgt (§ 39) aus 
dem letzten Umstand von selbst. Wir fassen die Resultate so zu- 
sammen : 


wo 
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Satz XXII. Die Gruppe (78) ist die einzige Gruppe avis den 
Factoren 2, 60, 60, welche eine ausgezeichnete Untergruppe vom Index 2 
und keine ausgezeichnete Ikosaedergruppe enthdlt. Diese Gruppe zerfiillt 
nicht und hat 122 Untergruppen vom Ikosaedertypus. 


Zehnter Abschnitt. 


Das directe Product der Ikosaedergruppe in eine Gruppe von 
Primzahlordnung wird zur ausgezeichneten Untergruppe 
gewiihlt. 


§ 49. 
Die Isomorphismen der gegebenen Gruppe in sich. 


Ich gehe jetzt von einer Gruppe [ aus, welche durch die Rela- 
tionen 


(79) Samal, T?—1, (STP—_1, Or—_l 
und durch die Bedingung definirt ist, dass @ mit S und 7’ vertauscht 
werden kann. In dieser Gruppe sind die Operationen 

1, & ...<Gr 
die einzigen, welche ausgezeichnet sind. Will man nun einen Isomor- 
phismus der Gruppe [ in sich construiren, so muss man © durch eine 


Potenz ©* ersetzen. Diejenigen Operationen, welche an Stelle von S 
und 7’ treten, kénnen jedenfalls in die Formen 


S’e*, T'S 
gesetzt werden, wobei S’ und 7” Ausdriicke bedeuten, die aus S und 7’ 
allein gebildet sind. Die Operationen S’O« und 7” ©? miissen nun 


denselben Relationen geniigen wie die Operationen S und 7’, an deren 
Stelle sie treten, so dass also 


(S’@*)5 = 1, (77'S)? —1, (S’'O*7’6)' — 1 
ist. Dieses Gleichungssystem spaltet sich aber in die beiden folgenden: 
Ssanl, T’2al, (ST) =1; 
Sa == Q2) — Q3at3d —. 1, 
Ks bestehen also die Congruenzen 
5a = 2b=3a+3b)=0 modp, 
woraus mit Hilfe der Identitiiten 
a = 2(3a + 3b) — 5a — 3(2b), 
b = 5(3a + 3b) — 3(5a) — 7(2b) 
sofort folgt, dass 
a =b=0 mod p. 
Mathematische Annalen, XLVI, 26 
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Somit sind in der Formel 
» 8 F 
(80) (S, s’, 7 
alle Isomorphismen der Gruppe [ in sich enthalten. Hier ist 
po 1,2,3,...p—1 
zu setzen, und S’ und 7” sind so zu wihlen, dass 
(sr) 
S’ T’ 

einen Isomorphismus der aus S und 7’ erzeugten Ikosaedergruppe vorstellt. 

Nun transformire man in der Formel (80) die untere Reihe mit 
einer Operation U der Gruppe [; dadurch wird einfach der Isomor- 
phismus (80) mit einem cogredienten Isomorphismus multiplicirt. Es 
geniigt hier mit einer Operation U zu transformiren, die aus S und T 
allein zusammengesetzt ist. Man erkennt, dass durch die genannte 
Transformation der Exponent k nicht geindert werden kann. Aus 
dem, was man aber von der Ikosaedergruppe weiss (vgl. § 30), ergiebt 
sich, dass man U entweder so wihlen kann, dass 
U-"8'U=xS8S, 0-"T'U=—f, 
oder so, dass 

UAS'U=STS*TS!, U-AT’'U=T 

wird, und zwei Isomorphismen von der Form (80), die sich in dieser 


Hinsicht verschieden verhalten, kénnen nicht in dieselbe Classe ge- 
héren. Es werden also die Formeln 


}. S, a (> S, * 
6,8, 7/7’ \O@, 87T84, T/’ 
in denen k = 1, 2,5,...p — 1 zu setzen ist, jede Isomorphismenclasse 


der Gruppe [ genau einmal repriisentiren, 
Setzt man jetzt 


(2 % 2) 
a= (3 |e ? 


J _ (o: S, T ) 
0, STS?*TS', T}’ 
so erscheinen alle Isomorphismenclassen in den 2(p— 1) Isomorphismen 
re ae 
(81) Ind pase 
repriisentirt, und zwar jede nur einmal. Die Isomorphismen (81) bilden 
aber eine Gruppe vertauschbarer Operationen, weil 
Ip d"* <A iI") = Jy J) 
ist, wie man sofort berechnet. 
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Man kommt somit zu dem Ergebniss: 

Das directe Product der Ikosaedergruppe in die Gruppe von der 
Primzahlordnung p ist eine Gruppe mit 2(p — 1) Isomorphismenclassen. 
Diese Classen sind, als Operationen betrachiet, vertauschbar. 


§ 50. 


Gruppe, die mit einer einfachen Gruppe von zusammengesetzter 
Ordnungszahl meroedrisch isomorph ist. 


Es wird jetzt eine Gruppe A gesucht, welche die soeben betrachtete 
Gruppe [ ausgezeichnet enthilt. Dabei wird zuerst A|T als einfache 
Gruppe von zusammengesetzter Ordnungszahl angenommen. In diesem 
Fall kann man den Satz II des 3'" Paragraphen anwenden; jede 
Operation der Gruppe A transformirt die Gruppe [ in cogredienter 
Weise in sich. 

Bezeichnet man mit A,, A,, ... A, die Operationen, die aus 
S und 7 sich zusammensetzen, so ist jede Operation der Gruppe [ 


in der Formel 
P a= 1,2,...60 ) 
A. 0 a ae 
einmal enthalten. Man kann jetzt die Operationen U,, U,,... U,. so 
aus der Gruppe A auswiihlen, dass in der Formel 


e=1,2,...9r 
(82) U, Aq 08 (« =1,2,...60 ) 
B=1,2,...p—l1 
jede Operation der Gesammtgruppe A einmal und nicht hiufiger vor- 
kommt; zugleich kann man es (vergl. § 1) so einrichten, dass jede 
Operation U die Gruppe [ nicht bloss cogredient, sondern identisch 
in sich transformirt. Jede Operation U ist jetzt mit jeder Operation 
der Gruppe [ vertauschbar. Da auch das Product von zwei Operationen 
U in die Form (82) gesetzt werden kann, so ist 
(83) U; U, = U,A,9”. 
Nun sind aber U;,, U;, Un und © mit den Operationen der Gruppe [ 
vertauschbar; es gilt somit dasselbe von A,. Diese Operation A, ist 


also mit S und 7 vertauschbar und aus S und 7 zusammengesetzt. 
Somit ist 


A,=1. 
Mit Hilfe der Gleichung (83) erkennt man jetzt, dass die Ausdriicke 
8 e@=1,2,...97 ) 
U,0 ety 


eine Gruppe bilden. Die Operationen dieser Gruppe sind vertauschbar 
26* 
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mit den Operationen A, welche auch eine Gruppe bilden, und jede 
Operation der Gesammtgruppe ist in der Formel 


A, < U,0# 
genau einmal enthalten. Es spaltet sich somit eine Ikosaedergruppe 
ab. Jede Gruppe A, welche die im vorliegenden Abschnitt betrachtete 


Gruppe T als ausgezeichnete Maximaluntergruppe von zusammengesetztem 
Index: enthiilt, ist zerfallend. 


§ 51. 


Die gesuchte Gruppe sei mit einer cyklischen Gruppe meroedrisch 
isomorph. 


Die Gruppe A, die wir jetzt suchen, soll wiederum die durch das 
System (79) definirte Gruppe [ ausgezeichnet enthalten. Es soll aber 
nunmehr A|T eine Gruppe g'* Ordnung und q eine Primzahl sein; 
in diesem Fall ist A|[ eine cyklische Gruppe. Bedeutet U eine nicht 
in der Gruppe [ enthaltene Operation der Gruppe A, so ist U mod I 
von der g'** Ordnung; es ist U2 gleich einer Operation der Gruppe [, 
und U erzeugt zusammen mit der Gruppe [ die ganze Gruppe A. 

Wird die Gruppe [ mit Hilfe der Operation U transformirt, so 
erhilt man einen Isomorphismus J der Gruppe [ in sich. Man kann 
es nun, ndthigenfalls durch Aenderung der Operation U, so einrichten, 
dass der Isomorphismus J in der Formel (81) enthalten ist. Die 
Aenderung der Operation U um einen der Gruppe [ angehérigen Factor 
bedeutet niimlich eine Aenderung des Isomorphismus J innerhalb seiner 
Classe, und die Isomorphismen (81) reprisentiren tiberhaupt jede Classe. 
Ist nun J in (81) enthalten, so ist es auch J?. Es ist aber J? der 
Isomorphismus, welcher der Transformation mit U%, also der Trans- 
formation mit einer Operation der Gruppe [ entspricht. J¢ ist also 
cogredient. In der Formel (81) ist nur der identische Isomorphismus 
cogredient. Es ist somit 
(84) Jia 1, 
und U? kann mit allen Operationen der Gruppe [ vertauscht werden. 
Da nun U? der Gruppe [ selbst angehért, so ist (§ 49) 

(85) U:= 0. 

Setzt man jetzt 
(86) J =Jd,J"", 
wobei die Bedeutungen von J, und von J’ aus dem 49'" Paragraphen 
zu entnehmen sind, so ergiebt sich die Gleichung 


Jt=J,J'2. 


Verbindet man dieses Resultat mit (84), so gewinnt man die Congruenzen 
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2 = 
(87) u - 1 mod p 
qv =0 mod 2, 
deren Erfiillung eine nothwendige Bedingung ist. 

Man erhiilt noch eine Congruenz. Wegen der Gleichung (85) ist 
U mit ©! vertauschbar. Es muss also in dem Isomorphismus J der 
Gruppe [, der durch Transformation mit U erhalten wird, ©! ungeiindert 
bleiben. Mit Riicksicht auf den fiir J aufgestellten Ausdruck (86) 
ergiebt dies 

O'" = ©! 
oder 
(88) l(u—1)=0 mod p. 

Nimmt man andererseits zu den Gleichungen (79), in denen © 
mit S und 7’ vertauschbar ist, ein Symbol U hinzu, setzt man die 
Gleichung (85) fest, verlangt man, dass U die aus S, 7, O erzeugte 
Gruppe gemiiss dem Isomorphismus (86) in sich transformiren soll, 
und dass die Bedingungen (87) und (88) bestehen, so erhiilt man in 
der That eine Gruppe von der gesuchten Beschaffenheit. Es ist niimlich 
dann der Isomorphismus (86) von der Ordnung q und versetzt diejenige 
Operation der Gruppe [ nicht, der U* in (85) gleichgesetzt worden 
ist. Man hat nun nur das in diesen Annalen Bd. 43, p. 334 gelehrte 
Verfahren anzuwenden. 

Wir trennen die Fille »=0 mod 2 und v=1 mod 2. Der 
ze Fall tritt wegen der Bedingung (87) nur dann ein, wenn die Prim- 
zahl g==2 ist. Weil nun © nicht mehr mit allen Symbolen ver- 
tauschbar zu sein braucht, wird jetzt R fiir © gesetzt; es miissen 
dann zugleich die Relationen hinzugefiigt werden, welche ausdriicken, 
dass R mit S und 7’ vertauscht werden kann. Man erhilt im Fall 
v =0 das System 


Ur=R, U-ASU=S, UATU=T, UARU=R, 
(39) Stal, Timi, (STP —1, 
R“SR=S, RA°TR=T, Re=1. 


Dabei miissen noch die Bedingungen 


ome 
ates stitial 


bestehen, Im zweiten Fall, in welchem v = 1 ist, ergeben sich die 
Relationen 
U?=R', U*SU=STS?TS', U'*TU=T, U'RU=k, 
(90) Si'=l1, T?=—=1, (ST)—1, 
R'SR=S, R7°TR=T, BR —1, 
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wobei die Bedingungen : 
v= 
(91) siete mod p 
erfiillt sein miissen. 
Die durch (89) und (90) definirten Gruppen sind die einzigen, 
welche die besprochene Gruppe T als ausgezeichnete Untergruppe von 
Primzahlindex enthalten. 


§ 52. 
Zerfallende Gruppen. 


Das System (89) stellt eine zerfallende Gruppe dar. Es ergeben 
nimlich die erste, vierte und letzte der Gleichungen (89), dass die 
Operationen . 

_— e@=—0,1,2,...¢g—1 
sien Coa ee 
eine Gruppe bilden. Indem man diese Gruppe direct mit der Ikosaeder- 
gruppe multiplicirt, erhailt man die Gruppe (89). 

Das System (90) liefert eine zerfallende Gruppe, wenn gleichzeitig 
u = 1 mod p und /=0 mod p ist. Es erzeugen dann U,S, 7 eine 
mit der symmetrischen Gruppe 120%" Ordnung holoedrisch isomorphe 
Gruppe. Wenn man die 120 Operationen dieser Gruppe rechts mit 
allen Potenzen von FR multiplicirt, so erhailt man jede Operation der 
Gruppe (90) gerade einmal. Weil jetzt auch R mit den Operationen 
U, S und T vertauschbar ist, so stellt sich die Gruppe (90) als directes 
Product der symmetrischen Gruppe 120 Ordnung in die Gruppe 
p* Ordnung heraus. 


§ 53. 
Neue Bildungen. 


Nach dem Vorhergehenden haben wir das System (90) weiter zu 
discutiren, wenn wir nichtzerfallende Gruppen erhalten wollen; dabei 
ist noch der Fall auszuschliessen, in dem w = 1 und /= 0 ist mod p. 
Es sollen jetzt die Fille p= 2 und p > 2 unterschieden werden. Wenn 
p = 2 ist, so hat man w = 1 anzunehmen, und / kann vermige (91) 
gleich 0 oder gleich 1 gesetzt werden. Da aber / = 0 auf den aus- 
zuschliessenden Fall fiihren wiirde, so haben wir] = 1 zu setzen. Es 
ist nunmehr die Operation R mit allen anderen Operationen vertausch- 
bar, wesshalb fiir R das Symbol © gesetzt werden soll. Die Rela- 
tionen erhalten nun die Gestalt 


U?=0, U'"SU=STS*TS!, U'"TU=—T, 


(92) : . ‘ 
\ S'=1, T?—1, (ST)—_1, —1. 
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Nimmt man die Primzahl p ungerade an, so ergiebt (91) entweder 
# =1 mod p und l beliebig oder w= — 1 mod p und / =0 mod p. 
Im ersten Fall ist 2 mit allen anderen Symbolen vertauschbar; also 
ist auch 
(ORy) = U? R27 = RH*7, 
Nun kann man jedenfalls y so bestimmen, dass die Congruenz 
L+ 2y =0 mod p 
erfiillt ist. Fiihrt man jetzt die Operation 
U' = URr 

an Stelle von U ein, so erhilt man in U’,R,S,T dieselben Glei- 
chungen, die vorher in U, R, S, 7 bestanden, nur dass der neue 
Exponent / der Null congruent ist. Man hat also in diesem Fall nach 
dem Ergebniss des vorigen Paragraphen eine zerfallende Gruppe. 

Es bleibt nun noch der Fall w = — 1 mod p, 1 =0 mod p iibrig. 
Man gewinnt dabei die Relationen 


U'=1, U3SU=STS?*TS'!, UA TU=T7, U'*RU=R-, 
(93) S=1, T=—1, (STF—1, 
RS=SR, RT=TR, R?—1, 
in denen also p eine ungerade Primzahl bedeutet, Es haben sich somit 


aus (89) und (90) nur die beiden Gruppen (92) und (93) als miglicher- 
weise nichtzerfallend ergeben. 


§ 54. 
Andero Herleitung der beiden letzten Gruppen. 

Die beiden durch die Systeme (92) und (93) dargestellten Gruppen 
kénnen auch nach dem Princip des 46' Paragraphen gebildet werden. 
Wir gehen zuniichst von drei Gruppen aus. Die erste ist durch das 
System 
W=1, UI'SU—SIS'TS!, U'TU—7F, 

Gel, Vol, (STP—1 
dargestellt, es ist dies im Grund die symmetrische Gruppe von der 
120’ Ordnung. Die zweite Gruppe ist die zur ungeraden Primzahl p 
gehérende metacyklische Gruppe 2p'* Ordnung, welche durch die 
Relationen 
(95) V=—1, SIRV—=R', Ww—1 
definirt ist. Die dritte Gruppe ist die cyklische von der 4'" Ordnung 
und kann durch die Gleichungen 
(96) Woof, Pol 
ausgedriickt werden. Jede dieser drei Gruppen soll nun isomorph auf 


(94) 
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die Gruppe 2‘ Ordnung bezogen werden, und zwar sollen der identischen 
Operation dieser Gruppe in (94) die aus G und & gebildeten Opera- 
tionen, in (95) die Potenzen von Jt, in (96) die Operationen 1 und @ 
entsprechen. 

Leitet man nun aus den Gruppen (94) und (96) nach dem Princip 
von § 46 eine neue Gruppe ab, so enthiilt diese die Operationen 

U=UBs, S= SW’, T—TRW, O— i's, 
welche den Relationen (92) geniigen. Man erhiilt in der That die 
Gruppe (92). Wendet man aber das genannte Princip auf die Gruppen 
(94) und (95) an, so erhailt man eine Gruppe, in welcher die Opera- 
tionen 
UB, SB, TV, wR 

vorkommen, Werden nun diese Operationen der Reihe nach mit 
U, S, T, R bezeichnet, so erfiillen diese 4 Symbole die Gleichungen (93). 
Man erhilt mittelst des erwihnten Princips die Gruppe (93). 


§ 55. 
Die zwei Gruppen zerfallen nicht. 

Es ist noch zu beweisen, dass die durch (92) und (93) dargestellten 
Gruppen nicht zerfallen. Setzt man in dem System (92) das Symbol 0 
gleich der Identitat, so erhalt man die symmetrische Gruppe 120" Ord- 
nung, die keine ausgezeichnete Operation, ausser der identischen, 
besitzt. Daraus folgt, dass die durch (92) dargestellte Gruppe nur die 
2 ausgezeichneten Operationen 1 und © besitzt. Diese Gruppe enthiilt 
eine Untergruppe vom Ikosaedertypus, die aus S und 7 erzeugt wird. 
Wir wollen noch zeigen, dass die Gruppe (92) keine mit der sym- 
metrischen 120 Ordnung holoedrisch isomorphe Untergruppe besitzt. 
Wire nimlich H eine solche Untergruppe, so kénnte diese keine aus- 
gezeichnete Operation, also auch nicht die Operation © enthalten. 


Ordnet man jetzt die Operationen der ganzen Gruppe in Paare von 
der Form 


¥Y, Ye, 
so kann H von jedem Paar héchstens eine Operation enthalten. Da 
aber die Anzahl der Paare gleich 120, also gleich der Ordnung von 
H ist, so muss H von jedem Paar genau eine Operation besitzen. Es 
wird daher entweder die Operation U oder die Operation UO in der 
Untergruppe H enthalten sein. Nun ist 
U? = (U0)? = 80, 
und es miisste also, entgegen dem schon Gefundenen, doch 0 in H 
vorkommen. Damit ist ein Widerspruch aufgedeckt. 
Nun ist leicht zu erweisen, dass die Gruppe (92) nicht zerfallt, 
Da niamlich die Gruppe aus den Factoren der Zusammensetzung 60, 2 
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und 2 gebildet ist, so kann sie nur zerfallen entweder in eine Ikosaeder- 
gruppe und eine Gruppe 4 Ordnung oder in eine Gruppe von der 
zweiten und in eine aus der Ikosaedergruppe gebildete Gruppe von der 
120' Ordnung. Im ersten Fall miissten vier ausgezeichnete Operationen 
vorhanden sein, was nicht ist. Im anderen Fall kann die Gruppe 120' 
Ordnung zerfallen oder mit 4) oder endlich mit der symmetrischen 
Gruppe 120'* Ordnung iibereinstimmen. Es fiihren aber die ersten 
beiden von diesen 3 Unterfillen wieder darauf, dass die ganze Gruppe 
240'* Ordnung 4 ausgezeichnete Operationen enthalten miisste. Der 
3° Unterfall ist auch unméglich, weil die symmetrische Gruppe 120!" 
Ordnung in (92) nicht vorkommt. 

Wir betrachten jetzt die Gruppe (93) mod R, dadurch geht sie 
in die symmetrische Gruppe 120 Ordnung iiber. Eine ausgezeichnete 
cyklische Untergruppe K der Gruppe (93) wird mod FR eine aus- 
gezeichnete cyklische Untergruppe der symmetrischen Gruppe 120! 
Ordnung ergeben. Es muss also K mod R zur Identitiit zusammen- 
fallen, und es ist jetzt ersichtlich, dass die Gruppe (93) nur eine 
nichtidentische ausgezeichnete cyklische Untergruppe besitzt. Diese 
besteht aus den Potenzen von R. Diese Untergruppe wird durch alle 
Operationen der ganzen Gruppe in sich transformirt, es sind aber die 
nichtidentischen Operationen der Untergruppe nicht in der Gesammt- 
gruppe ausgezeichnet. Kine cyklische Untergruppe, deren Ordnung 
grésser als 1, und deren Operationen alle in der Gesammtgruppe aus- 
gezeichnet wiiren, existirt also nicht. Die Gruppe (93) enthilt eine 
Ikosaedergruppe ausgezeichnet, die aus S und 7' erzeugt wird. Nach 
dem Satz des 5'= Paragraphen ist dies die einzige in der Gruppe (93) 
enthaltene Untergruppe vom Ikosaedertypus. Diese Ikosaedergruppe 
wird durch die Operation U in contragredienter Weise in sich trans- 
formirt. 

Um nun nachzuweisen, dass die Gruppe (93) nicht zerfillt, hat 
man zu iiberlegen, dass sie aus den Factoren der Zusammensetzung 
2, 60, p gebildet ist, wobei p eine ungerade Primzahl bedeutet. Die 
Gruppe kénnte also jedenfalls nur zerfallen in eine Ikosaedergruppe 
und eine Gruppe 2p' Ordnung oder in eine Gruppe 2'* Ordnung 
und eine aus den Factoren 60 und p entstehende, nach § 10 und § 17 
selbst zerfallende Gruppe oder in eine Gruppe p'* Ordnung und eine 
aus den Factoren 60 und 2 bestehende Gruppe. Im ersten dieser drei 
Faille miisste in der Gesammtgruppe eine ausgezeichnete Untergruppe 
vom Ikosaedertypus enthalten sein, die durch alle Operationen der 
Gesammtgruppe nur cogredient in sich transformirt wird. In den 
beiden letzten Fallen dagegen enthielte die Gesammtgruppe eine cyklische 
Gruppe p'* Ordnung, deren siimmtliche Operationen in der Gesammt- 
gruppe ausgezeichnet waren. Beides ist bei der Gruppe (93) unmdglich. 
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Das Resultat dieses ganzen Abschnitts mag so zusammengefasst 
werden: 

Satz XXIII. Fir jede Primzahl p giebt es eine einzige nichtzer- 
fallende Gruppe, welche die aus den Factoren p und 60 gebildete zer- 
fallende Gruppe als ausgezeichnete Maximaluntergruppe enthilt. Es ist 
diese Gruppe fiir p= 2 durch die Relationen (92) fiir p > 2 durch die 
Relationen (93) dargestellt. 


Elfter Abschnitt. 


Das directe Product der Gruppe von Primzahlordnung in die 
Gruppe &,,, soll ausgezeichnete Untergruppe werden. 


§ 56. 


Die Isomorphismen der Gruppe in sich. 


In diesem Abschnitt werden die von § 49 bis § 55 gegebenen Ent- 
wicklungen auf einen analogen Fall iibertragen. Man lege eine Gruppe 
zu Grunde, welche durch die Relationen 


(97) St=1, T?—1, (S*T)3—1, (S'T)'=—1, Or = 


definirt ist. Es bedeutet hier p eine Primzahl, und das Symbol @ ist 
mit den anderen Symbolen vertauschbar. Jeder Isomorphismus dieser 
Gruppe in sich kann nach dem im 49' Paragraphen gezeigten Ver- 
fahren gefunden werden. Es ist jeder solche Isomorphismus in der 
Formel ia aa 

0, 8, ) 
(98) (s,s, 7 


enthalten, wobei S’ und 7” so zu bestimmen sind, dass 


(s° 7) 


einen Isomorphismus der aus S und 7’ erzeugharen Gruppe ,,, vor- 
stellt. Wir miissen nun aus der Formel (98) eine Anzahl von Isomor- 
phismen der Gruppe (97) in sich so herausgreifen, dass jede Isomor- 
phismenclasse gerade einmal reprisentirt ist. Zwei Isomorphismen (98) 
gehéren in dieselbe Classe, wenn man die unteren Reihen 0*, S’, 7” 
der sie darstellenden Formeln in einander iberfiihren kann durch 
wiederholte Transformationen mit den Symbolen S, 7, 0. Durch 
solche Transformationen kann man aber aus S’, 7’ entweder S, 7' 
oder S—', 7 machen (§ 40). Man erhilt also in den Formeln 


e, Ss, 7 oe, s Tr 
(99) e, S, 7)» os sa, 7)? 
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in denen k= 1,2,3,...p—1 gesetzt werden kann, alle die gesuchten 
Isomorphismenclassen, jede einmal. Die Isomorphismen (99) bilden 
ausserdem eine Gruppe vertauschbarer Operationen, und man erhilt 


den Satz: Die Gruppe (97) besitzt 2(p — 1) Isomorphismenclassen ; 
diese Classen stellen vertauschbare Operationen vor. 


§ 57. 
Aufstellung der gesuchten Gruppen. 


Kine genaue Uebertragung der Betrachtungen des 50'" Paragraphen 
liefert nun den Satz: 


Wenn die Gruppe A eine mit der Gruppe (97) holoedrisch isomorphe 
Untergruppe [ ausgezeichnet enthilt, und A|T eine einfache Gruppe 
von zusammengesetzter Ordnungszahl ist, so spaltet sich die Gruppe 
ss von der Gruppe A ab. 

Nach Analogie des 51'" Paragraphen ergiebt sich ferner: 

Wenn die Gruppe A eine mit (97) holoedrisch isomorphe Unter- 


gruppe [ vom Primzahlindex q ausgezeichnet enthiilt, so ist A ent- 
weder durch die Formeln 


Ur=R, U'SU=S, U'TU=T, U'RU=F, 
(100) Stal, T27—1, (S*TPx1, (S'T)/—1, 
R'*SR=S, R*TR=T, Re—1 
mit den Bedingungen 
west 
iu — n=O} — 
vorgestellt, oder es ist g = 2, und es entspricht A den Relationen 


2= KR, U'SU=S-, U'TU=T, U'*RU=F, 
(101) Stal, T?—m1, (S*TP=—1, (S'T/=—1, 
R“SR=S, R°TR=T, Rk? —1, 
wobei noch die Bedingungen 
v= 
lu —-1l= a mae yp 


erfiillt sein miissen. Die Systeme (100) und (101) ergeben auch unter 
den aufgestellten Bedingungen stets Gruppen der verlangten Art, 
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§ 58. 
Die nichtzerfallenden unter den gewonnenen Gruppen. 


Die Systeme (100) und (101) werden nun genau so behandelt, wie 
in § 52 und § 53 die Systeme (89) und (90) behandelt worden sind. 
Wenn es unter den aufgestellten Gruppen solche giebt, die nicht zer- 
fallen, so werden diese alle aus dem System (191) erhalten mit p= 2 


at 


w=1, /=1 und mit p>2, w=—1, 1=0. Es ergeben sich 
einerseits die Gleichungen 
(102) (=O, U"SU=S—, U"TU=—T, 


St=1, T?—=1, (S*T—=—1, (S41T—1, —1, 


in denen die Operation R, welche jetzt mit allen anderen vertauschbar 
geworden ist, mit © bezeichnet erscheint. Andererseits erhiilt man die 
Relationen 


U?=1, UASU=S-1, UATU=T, U-RU=R-, 
(103) St=—1, T?=—1, (S*TP—1, (S'7T)'—1, 
Ri3gsR=S, R“TR=T, Rke=1, 


in welchen p eine ungerade Primzahl bedeutet. 

Dass die Gruppen (102) und (103) nicht zerfallen, wird nach 
Aualogie des 55'" Paragraphen gezeigt. Diese Gruppen kénnen auch 
nach dem Princip des 46" Paragraphen gebildet werden. 

Wir haben also folgendes Resultat gewonnen: 

Satz XXIV. Fir jede Primzahl p giebt es eine einzige nichtzer- 
fallende Gruppe, welche die aus den Factoren p und 168 gebildete zer- 
fallende Gruppe als ausgezeichnete Maximaluntergruppe enthdlt; es ist 
dies fiir p= 2 die Gruppe (102), fiir p > 2 die Gruppe (103). 


Zwolfter Abschnitt. 
Folgerungen. 


§ 59. 
Bezeichnungen. 


Es sollen nun einige Folgerungen gezogen werden, welche gewisse 
besondere, meist aus drei Factoren der Zusammensetzung gebildete 
Gruppen betreffen. Die Bezeichnungen, deren ich mich dabei bediene, 
und die grossentheils schon an friiheren Stellen eingefiihrt worden 
sind, stelle ich hier zusammen. 

p und gq bedeuten Primzahlen, und wo diese Zeichen zusammen 
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vorkommen, bedeuten sie verschiedene Primzahlen. Die cyklische 
Gruppe m'* Ordnung wird mit [m], die zur Primzahl p gehérige meta- 
cyklische Gruppe pq‘ Ordnung, welche existirt, wenn q ein Theiler 
von p—1 ist, wird mit !q,p]| bezeichnet. Die letzte Gruppe ist 
durch die Relationen 
S¢i=1, S7ATS=Te, Tr—1 
dargestellt, wobei @ mod » zum Exponenten g gehért. Aus den linear 
gebrochenen Substitutionen, welche in Beziehung auf einen Primzahl- 
modul p betrachtet werden, entstehen die Gruppen Gp (y»-1) und Gp p12). 
2 


Die Gruppe G,,,2-1) besteht aus den simmtlichen Substitutionen 


2 
ad —be ein quadratischer Rest des Moduls p ist. Die Beziehung 
dieser Gruppen zur Transformation der elliptischen Functionen ist be- 
kannt. Die Gruppe G,,,.—1) ist einfach, wenn die Primzahl p grésser 
Ppe “p(p*-1) ’ 8 
ply = 


als 3 ist. Gg kann auch als Ikosaedergruppe, ,,. als Gruppe der 
simmtlichen Vertauschungen von 5 Dingen aufgefasst werden. Ausser- 


dem werden noch die Bezeichnungen Re” und Ri vorkommen. Die 


Gruppe Reo” ist von der 60m Ordnung und wird durch die Re- 
lationen 


m 


S'=1, 7?=0*, (ST—1, On=1 


dargestellt, die Gruppe &\%3 dagegen hat die Ordnung 168m und ist 


reprasentirt durch die Formeln: 


Sita 1, T?—0*, (S87) —1, (S'T)*—0*, Om—1. 

Es bedeutet dabei m nothwendig eine gerade Zahl. Die Gruppen &\i" 
und §,% zerfallen nur dann, wenn m einen ungeraden Primfactor 
enthiilt. 

Unter zerfallenden Gruppen verstehen wir solehe, die als directe*) 
Producte erhalten werden kénnen. Solche Producte driicke ich durch 
blosse Zusammenstellung der Factoren aus. Es werden in die folgenden 
Uebersichten die zerfallenden Gruppen simmtlich mit aufgenommen. 

Verschiedene Gruppen werden durch definirende Relationen dar- 
gestellt werden; es bedeutet dabei 0, wie im Vorigen, stets eine Opera- 
tion, die mit allen anderen Operationen der Gruppe vertauschbar ist. 


*) Vergl. diese Annalen Bd. 43, p. 330, 
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§ 60. 
Specielle Gruppen aus zwei Factoren der Zusammensetzung. 


Zuniichst mégen die Gruppen aus den Factoren der Zusammen- 
setzung 60,p und 168, p aufgefiihrt werden. Eine Gruppe aus den 
Factoren 60, muss entweder eine einfache Gruppe 60' Ordnung 
ausgezeichnet enthalten oder einer einfachen Gruppe 60' Ordnung 
meroedrisch isomorph sein. Die Gruppe G,, ist aber die einzige ein- 
fache Gruppe 60% Ordnung*). Man hat nun entweder den Satz IX 
des 11'** Paragraphen oder den Satz X in § 17 anzuwenden. Dadurch 
ergiebt sich fiir eine ungerade Primzahl p, dass nur eine Gruppe aus 
den Factoren der Zusammensetzung 60 und p existirt, niimlich die 
zerfallende Gruppe. Ist p= 2, so existiren noch die zwei Gruppen 
Goo und Rs’. Diese beiden Gruppen sind nichtzerfallend (IX, X) und 
von einander verschieden, und zwar das letztere, weil Gj.) eine 
Ikosaedergruppe enthilt und @4)) nicht (vgl. § 22). 

Ebenso werden die Gruppen aus den Factoren der Zusammensetzung 
168 und p behandelt. Es findet sich einmal eine zerfallende Gruppe, 
welche fiir p > 2 zugleich die einzige ist. Fiir -p — 2 ergeben sich 


noch die Gruppen @,,, und &3, die nicht zerfallen (IX, XI) und 
von einander verschieden sind (§ 22). 


§ 61. 
Specielle Gruppen aus drei Factoren der Zusammensetzung. 


Ks lassen sich jetzt alle Gruppen aus den Factoren der Zusammen- 
setzung 60, p, p oder 60, p, g oder 168, p, p oder 168, p, g bestimmen. 
Diejenigen unter diesen Gruppen, welche zerfallen, kann man direct 
bilden. Es ist zu diesem Zweck nur néthig, dass man alle die Gruppen 
kennt, welche aus zwei von den jedesmal genannten drei Factoren 
gebildet sind; das sind die Gruppen der Ordnungen p? und pq, welche 
man kennt**), und die im vorigen Paragraphen aufgestellten Gruppen. 
Durch diese Bemerkung werden in der unten folgenden Zusammen- 
stellung die zerfallenden Gruppen sofort verstiindlich sein. 

Wir bilden jetzt die nichtzerfallenden Gruppen aus den Factoren 
60,p,p, Jede Gruppe, welche aus diesen Factoren der Zusammen- 
setzung gebildet ist, enthilt entweder eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe von der Ordnung p* oder eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe, die aus den Factoren 60 und p gebildet ist, Der erste 


*) Math, Annalen Bad. 40, p. 67. 
**) Vergl. Math. Annalen Bd. 48, p. 409 und 410. 
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Fall giebt zwei Unterfiille, je nachdem die Untergruppe der Ordnung p? 
cyklisch ist oder nicht. Im ersten Unterfall hat man den Lehrsatz X 
des 17'" Paragraphen anzuwenden, wobei man nur dann, wenn p= 2 
ist, eine nichtzerfallende Gruppe, nimlich die Gruppe &4’, erhilt. Im 
zweiten Unterfall kommt der Satz XIII des 25'" Paragraphen zur 
Geltung; dieser fiihrt aber nur auf zerfallende Gruppen. 


Es ist nun der zweite Hauptfall zu erdrtern, in welchem die ge- 
suchte, aus den Factoren 60, p,p gebildete, nichtzerfallende Gruppe 
eine Untergruppe mit den Factoren 60 und p ausgezeichnet enthilt. 
Diese Untergruppe kann zerfallend sein, so dass sie durch die Glei- 
chungen (79) dargestellt wird, also gleich dem directen Product [p] Goo 
ist. Dies muss sein (§ 60), wenn p ungerade ist; wenn aber p = 2 
ist, so kann die Untergruppe auch mit ©,,. oder mit Re tiberein- 
stimmen. Dadurch ergeben sich drei Unterfiille. Im ersten Unterfall 
ist der Satz XXIII des $55 zu benutzen. Dieser Satz ergiebt, dass 
nur eine Gruppe existirt, welche die zerfallende Gruppe [p] Gyo als 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe enthalt. Diese Gruppe hat aber, 
wenn p ungerade ist, die Factoren 60, 2,p und gehdrt nicht hierher. 
Ist aber p= 2, so ergiebt der Satz XXIII die Gruppe (92) mit den 
Factoren 60,2, 2. Die beiden anderen Unterfille kommen nur vor, 
wenn p = 2 ist. Im zweiten Unterfall ist G,.. in der zu bestimmen- 
den Gruppe ausgezeichnet enthalten, es miisste also diese (VIII, § 11) 
zerfallen. Im dritten Unterfall liegt die Gruppe &4)) als ausgezeichnete 
Untergruppe vor. Es folgt nun aus dem Satz XVII, § 36, dass die 
gesuchte Gruppe, da sie nicht zerfallen soll, durch eines der Systeme 
(48), (49), (50) dargestellt ist. Diese drei Gruppen sind unter einander 
verschieden, dagegen stimmt die Gruppe (48) mit der schon beim ersten 
Hauptfall aufgefiihrten Gruppe S44) tiberein. Keine der Gruppen (48), 
(49), (50) enthalt eine Untergruppe vom Ikosaedertypus; die Gruppe 
(92) enthilt eine solche Untergruppe und ist somit von den drei 
Gruppen verschieden. 


Wir haben also fiir ein ungerades p gar keine nichtzerfallende 
Gruppe gefunden, fiir » = 2 jedoch vier nichtzerfallende Gruppen. 

Nunmehr mégen die nichtzerfallenden Gruppen aus den Factoren 
60, p, q gebildet werden. Wir nehmen p > q an, dann ist p noth- 
wendig eine ungerade Primzahl. Jede von den zu bildenden Gruppen 
enthalt eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe, die entweder von der 
pq" Ordnung ist oder die Zahlen 60, p oder 60, q zu Factoren der 
Zusammensetzung hat. Dadurch ergeben sich drei Hauptfiille. Der 
erste Hauptfall liefert zwei Unterfiille, da die ausgezeichnete Untergruppe 
pq Ordnung cyklisch oder metacyklisch sein kann, das letztere 
allerdings nur, wenn q Theiler von p—1 ist. Im ersten dieser 
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Unterfille benutzt man den Satz X in § 17 und beriicksichtigt dabei, 
dass die Zahl pq an der Zahl p einen ungeraden Theiler besitzt. Im 
zweiten Unterfall ist der Satz XIV des 29'" Paragraphen heranzuziehen. 
Weder das eine noch das andere Mal findet sich eine nichtzerfallende 
Gruppe. 

Im zweiten Hauptfall enthalt die gesuchte Gruppe eine aus- 
gezeichnete Untergruppe mit den Factoren der Zusammensetzung 60, p. 
Da p ungerade ist, so folgt aus dem Resultat des 60" Paragraphen, 
dass die Untergruppe durch das System (79) vorgestellt ist. Aus 
Satz XXII, § 55 folgt nun, dass man nur fiir g = 2 eine nichtzer- 
fallende Gruppe erhalt, und zwar die durch (93) dargestellte. 

Im letzten Hauptfall ist eine ausgezeichnete Untergruppe mit den 
Factoren 60 und qg vorhanden. Wenn diese Untergruppe zerfallt, was 
nothwendig geschieht, wenn g > 2 ist, so hat man wieder aus dem 
Satz XXIII zu schliessen und man erhilt dabei, da auch p ungerade 
ist, keine nichtzerfallende Gruppe. Ist aber gq = 2, so bleibt noch die 
Annahme offen, dass die zu bestimmende Gruppe 60pq'*" Ordnung ent- 
weder die Gruppe G,., oder die Gruppe &4) ausgezeichnet enthiilt. 
Man hat nun entweder den Satz VIII in § 11 oder den Satz XVI in 
§ 35 anzuwenden, wobei wiederum nur zerfallende Gruppen erscheinen, 
die wir jetzt nicht suchen. 

Es hat sich also gar keine nichtzerfallende Gruppe aus den Factoren 
60,p,q¢ (p> 4@q) ergeben fiir ein ungerades g und eine einzige fiir 
q=2. 

Die nichtzerfallenden Gruppen aus den Factoren 168, p,p und 
aus den Factoren 168, p,q bestimmen sich auf genau dieselbe Weise. 
Die Schliisse bleiben in allen Punkten analog und sollen deshalb nicht 
wiederholt werden. An Stelle der Siitze X, XXIII, XVII, XVI sind 
jetzt die analogen, XI in § 20, XXIV in § 58, XX in § 43, XIX in 
§ 43 anzuwenden, wiihrend die anderen angefiihrten Siitze nach wie 
vor zu benutzen sind. Dabei ergiebt sich das folgende Resultat: Wenn 
die Primzahl p ungerade ist, so existiren keine Gruppen mit den 
Factoren 168, p, p, ausser den zerfallenden; dagegen giebt es vier 
nichtzerfallende Gruppen mit den Factoren 168, 2, 2, niimlich &,\s, 
(68), (69) und (102). Eine nichtzerfallende Gruppe mit den 
Factoren 168, p, q existirt nur dann, wenn die kleinere der beiden 


Primzahlen gleich 2 ist; es liegt unter diesen Umstiinden die Gruppe 
(103) vor. 
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§ 62. 
Zusammenstellung der Gruppen. 
Stellen wir nun die Resultate der beiden letzten Paragraphen 
zusammen. Es ergiebt sich die folgende Tabelle: 
Factoren der Zusammensetzung 60, p. 
Zerfallende Gruppe: Sg [p). 
Nichtzerfallende Gruppen: Nur fiir p= 2, Gyo, und RG). 


Factoren der Zusammensetzung 168, p. 
Zerfallende Gruppe: &,o, [p]. 
Nichtzerfallende Gruppen: Fiir p = 2, Gy, und Ris. 


Factoren der Zusammensetzung 60, p, p. 
Zerfallende Gruppen: Geol p)[p], Geol p?] und fiir p = 2 ausser 


diesen beiden noch G,.,[2] und R$ [2]. 


Nichtzerfallende Gruppen: Nur fiir p = 2, und zwar die folgen- 
den vier: 
1) &i); 
2)U?=1, U'SU=STS*TS‘!0, U-'TU=TO, 
S'=1, T?=—0, (ST)=—1, O—1; 


3) U2=0, UASU=STS?TS‘9, U-ATU=TO, 
Ss=1, T7?=0, (ST)=—1, @=—1; 


4)U2=0, U"'SU=STS?TS', UATU=T, 
Stal, T%ml, (ST) —l, ml. 


Factoren der Zusammensetzung 60,p,q (p> q). 

Zerfallende Gruppen: zuniichst die eine Goo [p] [q]. Ist q ein 
Theiler von p — 1, so giebt es ausserdem noch die Gruppe G,o[q, 7]; 
und wenn zugleich q—2 ist, so kommen noch die zwei Gruppen 
Gyoo([p] und KE [p] dazu. 


Mathematische Annalen. XI.VI, 27 
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Nichtzerfallende Gruppen: Nur fiir den Fall g = 2 die eine: 
U?=1, U9*SU=STS*TS4s UATU=T, U“RU=R-, 
Si'—<_=1, T?—1, (ST—1, 

RS=SR, RT=TR, R°=1, 


wobei also p ungerade zu denken ist. 


Factoren der Zusammensetzung 168, p, p. 
Zerfallende Gruppen: Gys[p)[p] und Giyg[p?] und fir p= 2 
noch zwei weitere Gruppen: Gys,{2] und &15[2]. 


Vichtzerfallende Gruppen: Nur fiir p = 2, nimlich: 
1) @ie3; 
2) U?=—1, U“"SU=—S-', U-"'TU=—T6, 
tas l, T?2—O, (S*TP—1, (S'T/—O, OF —1; 


3) U2=0, U-SU=S-, U“-TU=T760, 
S'=—1, T?—0, (S*7T)3—1, (S‘T—0, = 


4)U?=0, U-“SU=S-', U“ATU=T, 
St=1, T?—1, (S*TP—=1, (S4T)'=1, OF =1. 


Factoren der Zusammensetzung 168, p, q (p > q). 

Zerfallende Gruppen: &,.,[p)| [gq]. Wenn q Theiler von p — 1 
ist, ausserdem G,,,[q, p] und fiir gq = 2 noch eine dritte und vierte, 
nimlich G,5,{p] und ik [p]. 

Nichtzerfallende Gruppen: Kine, die aber nur fiir g = 2(p > 2) 
existirt: 

U?—1, U'*SU=|S“, UA"TU=T, U"'RU=R", 

Steel, T2—1, (S*TP—_1, (S4T/—1, 
RS=SR, RT=TR, R? —1. 


Zwei Gruppen, die hier besonders aufgezihlt erscheinen, sind stets 
verschieden. Es ist nicht tiberfliissig, dies noch fiir die zerfallenden 
Gruppen zu beweisen, weil es nicht allgemein erwiesen ist, dass eine 
zerfallende Gruppe nur auf eine Art als ein directes Product von 
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nichtzerfallenden dargestellt werden kann. Doch ist die Frage fiir 
die hier auftretenden Beispiele schnell zu erledigen. So wiire z. B. 
die Verschiedenheit der Gruppen G,o[p][p] und G,o[p?], und fiir 
p=2 die Verschiedenheit der vier Gruppen Gg, [2] [2], Geo [4], Gio [2] 
und §¢0 [2] zu beweisen, Nun ergiebt die Anwendung des Lehrsatzes V 
in §5 leicht, dass die Gruppen Gg [p] [p], Geo[p?] und Gjo9(2] je 
nur eine Untergruppe vom Ikosaedertypus enthalten. In der Gruppe 
Seolp] [p] bilden die mit der Ikosaedergruppe vertauschbaren Opera- 
tionen eine nichtcyklische Gruppe der Ordnung p’, in G,[p?] eine 
cyklische Gruppe der Ordnung p’, in G,,,[2] eine Gruppe 2!" Ord- 
nung. Es sind also die Gruppen G,o[p] [p] und G,o[p*] von einander 
und fiir p = 2 auch von G,.)[2] verschieden, Auf die Gruppe &@ [2] 
kann nun auch der Satz V angewendet werden. Wenn diese Gruppe 


eine Ikosaedergruppe enthielte, so miisste diese Untergruppe von Sy’ 
sein, was (§ 22) nicht mdglich ist. Ganz ebenso erledigen sich die 
anderen Fille. 


§ 63. 
Die nichtauflésbaren Gruppen bis zur Ordnung 479. 


Es lassen sich jetzt auch alle nichtauflésbaren Gruppen bis zu 
einer gewissen Ordnung aufstellen. Eine Gruppe ist auflésbar, d. h. 
ist die Gruppe einer auflésbaren algebraischen Gleichung, wenn die 
simmtlichen Factoren der Zusammensetzung Primzahlen sind, Jede 
nichtauflésbare Gruppe muss also mindestens einen zusammengesetzten 
Factor der Zusammensetzung besitzen. Nun sind die Zahlen, welche 
iiberhaupt Factoren der Zusammensetzung sein kénnen, die Ordnungen 
der einfachen Gruppen. Die zusammengesetzten Zahlen, die als Factoren 
einer Gruppe auftreten kénnen, sind also identisch mit den zusammen- 
gesetzten Zahlen, die Ordnungen einfacher Gruppen sind. Die Auf- 
ziihlung dieser Ordnungszahlen habe ich bis zur Ordnung 200 erledigt*), 
und sie ist dann von Herrn Cole**) bis zur Ordnung 660 fortgesetzt 
worden. Es haben sich dabei die Zahlen 

60, 168, 360, 504, 660 
als die fiinf niedrigsten ergeben, die zusammengesetzt und Ordnungs- 
zahlen einfacher Gruppen sind. Zu jeder dieser Zahlen gehdrt eine 
einzige einfache Gruppe. 

Die Ordnung einer nichtauflésbaren Gruppe muss somit, wenn sie 
nicht grésser als 660 ist, durch eine der genannten fiinf Zahlen theil- 


*) Mathematische Annalen Bd, 40, p. 55. 
**) American Journal of Mathematics, Vol. XIV, p. 378, ibidem Vol. XV, 
pag, 303. 
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bar sein. Die Ordnungszahlen, fiir welche diese Theilbarkeit besteht, 
lassen sich, soweit sie kleiner als 480 sind, mit Hilfe der in dieser 
Arbeit entwickelten Sitze behandeln. Sucht man z. B. die nicht- 
auflésbaren Gruppen 360’ Ordnung, so muss eine solche Gruppe den 
Factor der Zusammensetzung 60 enthalten oder die Zahl 360 als 
einzigen Factor der Zusammensetzung besitzen. Im zweiten Falle liegt 
die einfache Gruppe 360‘ Ordnung vor, die als Gruppe der geraden 
Vertauschungen von 6 Elementen dargestellt werden kann. Enthiilt 
aber die Gruppe 360'* Ordnung den Factor 60, so ist das Product 
der tibrigen Factoren gleich 6. Da aber 6 kein Factor der Zusammen- 
setzung sein kann, so hat die Gruppe noch die zwei Factoren 3 und 2. 
Es liegt also eine Gruppe aus drei Factoren 60, p,q vor. Die Tabelle 
des 62‘ Paragraphen liefert nun, da g = 2 ist, noch fiinf Gruppen. 
In ahnlicher Weise sind die anderen Faille zu erértern. Man erbiilt 
schliesslich die folgende Uebersicht: 





Ordnung 60 | 120 168 | 180 | 240 | 300 | 336 | 360 420 
eee a) _| = Y febat i 
Zahl der nichtauflsb. Gr. 1/3 | 1) 1/8 > 1° 3/6 1 


Die Gruppen aller anderen Ordnungen unter 480 sind auflésbar. 


§ 64. 
Die Gruppen aus den Factoren der Zusammensetzung 60, 60, 2. 


Wir suchen jetzt die Gruppen aus den Factoren 60, 60,2. Eine 
soleche Gruppe A muss eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe [ ent- 
halten, die entweder aus den Factoren 60, 60 oder aus den Factoren 
60, 2 gebildet ist. Jede Gruppe aus den Factoren 60, 60 ist (IX, § 11) 
vom Typus G4, G go; jede Gruppe aus den Factoren 60,2 gehért einem 
der drei Typen Ggo[2], Gio, Ko an. Wir kénnen also vier Fille 
unterscheiden, die einzeln behandelt werden; dabei suchen wir zuniichst 
die nichtzerfallenden Gruppen. 

1) Die gesuchte Gruppe A enthilt eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe vom Typus G,.G,. Man hat die Siitze XXI und XXII 
aus § 47 und § 48 anzuwenden. Diese Siitze fiihren auf die Gruppen 
(74) und (78), von denen die erste ausgezeichnete Ikosaedergruppen 
enthilt, die zweite nicht. Die Gruppe (78) enthilt 122 nichtaus- 
gezeichnete Ikosaedergruppen. Die beiden Gruppen (74) und (78) zer- 
fallen nicht und sind die einzigen nichtzerfallenden Gruppen, auf die 
der Fall 1) fiihrt. 

2) Es ist eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe vom Typus 
Sgo[2] gegeben. In einem solchen Fall weiss man, auch wenn iiber 
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die Factoren und die Ordnung der gesuchten Gruppe A sonst nichts 
bekannt ist, dass (vergl XXIII in § 55) nur eine nichtzerfallende 
Gruppe von der gesuchten Beschaffenheit existirt, nimlich die Gruppe 
(92); diese besteht aber aus den Factoren 2, 2, 60, entspricht also nicht 
den Bedingungen, welche in diesem Paragraphen der Gruppe A 
auferlegt werden. 

3) Es ist eine ausgezeichnete Untergruppe vom Typus G,,. in der 
gesuchten Gruppe A enthalten. Unter dieser Voraussetzung kann 
aber A nach Satz VIII in § 11 keine nichtzerfallende Gruppe sein, 

4) Eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe vom Typus @’ ist 
in A bekannt. Man hat in diesem Fall den Lehrsatz XVIII des 
39'" Paragraphen anzuwenden und man wird dabei auf die Gruppe (53) 
gefiihrt. Diese Gruppe zerfallt nicht, sie enthalt 120 Ikosaedergruppen, 
von denen keine in ihr ausgezeichnet enthalten ist. 

Man erhilt also im Ganzen drei nichtzerfallende Gruppen aus den 
Factoren 60, 60, 2, niimlich (74), (78) und (53). Die erste dieser 
Gruppen enthalt ausgezeichnete Ikosaedergruppen, die zweite und 
die dritte nicht. Die zweite enthilt 122, die dritte 120 nichtaus- 
gezeichnete lkosaedergruppen, Somit sind die genannten drei Gruppen 
verschieden. 

Die zerfallenden Gruppen aus den Factoren 60, 60, 2 lassen sich 
direct bilden, und man gelangt zu der folgenden Zusammenstellung: 

Gruppen aus den Factoren 60, 60, 2. 

Zerfallende Gruppen: Sy Goo [2]; Geo Gy293 Geo Ke” - 

Nichtzerfallende Gruppen: 

1, Sia], TF2e1, (ST—1, 
S’sanl, Tel, (ST =i, 
U-SU=STS°*TS!, U?AS'U=S8'T'S8" T'S’, 
UT=TU, UT'=T'U, U*?=1, 


wobei zugleich S und 7 mit S’ und 7’ vertauscht werden kénnen; 


2. S>=1, T?=1, (ST)—1, 
S’5==1, T’?=s1, (S'T’P =I, 
U-"SU=S', U?ATU=T', U? =1, 
und zugleich S und 7 mit S’ und 7” vertauschbar; 
3, Sh aml, 298, (ST) —1, 


1 
Se=1, T?=60, (S'7")’ = 1, 
@? = 1, 
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wobei noch S und 7 mit S’ und 7’, und © mit allen anderen Symbolen 
vertauscht werden darf. 

Die Verschiedenheit der drei zerfallenden Gruppen wiire, strenge 
genommen, noch nachzuweisen. Es folgt dieser Nachweis aus den 
folgenden Thatsachen, die sich leicht constatiren lassen: Die Gruppe 
G,oGjo9 enthilt ausser der Identitit keine ausgezeichnete Operation, 
jede der Gruppen Gg Ggo[2] und Gyo Ws’ enthilt eine nichtidentische 
Operation ausgezeichnet. Von den beiden letzten Gruppen enthialt die 
zweite eine Operation 4'* Ordnung, die erste nicht. 


Tiibingen, den 21. December 1894. 








Ueber die focalen Eigenschaften coilinearer Gebilde. 
Von 


Tu. Reve in Strassburg i./E. 


Vor 25 Jahren hat Henry J. 8S. Smith eine gedankenreiche 
Abhandlung ,,On the focal properties of homographic figures‘ ver- 
dffentlicht*), die mir erst jetzt in seinen gesammelten mathematischen 
Schriften zuginglich geworden ist. Bekanntlich giebt es in zwei 
collinearen Feldern i. A. zwei paar gleiche homologe Strahlenbiischel ; 
die Mittelpunkte dieser Biischel aber nennt Smith die ,,Foci“ der 
collinearen Felder. Sie sind, wie er nachweist, die Brennpunkte von 
zwei Schaaren homologer Kegelschnitte und die Punktkreise von zwei 
Biischeln homologer Kreise der Felder. Smith stellt a. a. O. die 
canonischen und die elliptischen Gleichungen der ebenen Collineation 
auf und entdeckt wichtige metrische Beziehungen collinearer Felder 
insbesondere hinsichtlich der Kriimmung ihrer homologen Curven. 
Analoge Untersuchungen giebt er sodann fiir collineare Biindel und 
collineare Riiume; u. a. findet er, dass die Axen gleicher homologer 
Ebenenbtischel von zwei collinearen Riumen die Geraden von zwei 
homologen Schaaren confocaler Flichen zweiten Grades sind. 

Smith begriindet seine Untersuchungen synthetisch mit Hiilfe der 
unendlich fernen Kreispunkte und des unendlich fernen Kugelkreises. 
Seine Beweise entbehren jedoch, abgesehen von der Hinleitung, sehr 
der Anschaulichkeit, und vielfach werden sie nur angedeutet oder ganz 
dem Leser iiberlassen. Deshalb sei mir gestattet, hier auf denselben 
Gegenstand zuriickzukommen, zumal da seine Untersuchungen mit 
noch iilteren von mir in nahem Zusammenhang stehen. Bei collinearen 
Riiumen spielen namentlich gewisse, schon 1868 von mir untersuchte, 
quadratische Axencomplexe eine gewichtige Rolle, was Smith entgangen 
ist. Nicht alle seine Resultate auf’s Neue abzuleiten, aber doch die 
wichtigeren anderweitig und vollstiindiger zu begriinden, und sie nach 
gewissen Richtungen zu ergiinzen, ist meine Absicht. 


*) In den Proceedings of the London Mathem. Society, vol, Il (1869) 
(p. 196—248; abgedruckt in seinen Collected Math, Papers, vol. I. p. 545—602 
Oxford 1894, 2 vls.). 
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$ 1. 
Collineare ebene Felder. 


Wir bescbrainken unsere Untersuchung auf solche collineare Ebenen 
oder Felder 4, 4,, die nicht affin sind, deren Fluchtlinien also nicht 
unendlich fern liegen. Die gerade Fluchtlinie m von 7 resp. », von n, 
entspricht bekanntlich der unendlich fernen Geraden m, von 9, resp. 
m von 4. Die unendlich fernen Punkte mn und m,n, der beiden 
Fluchtlinien m, , entsprechen einander, und jeder zu m parallelen 
Geraden u von y entspricht folglich eine zu m, parallele Gerade u, 
von ,, die zu uw projectiv ahnlich ist. Zwei Geraden a, b von y, die 
in einem Punkte der Fluchtlinie m sich schneiden, entsprechen zwei 
parallele Gerade a,b, von »,, und es giebt deshalb zwei zu m parallele 
Gerade u,v, auf welchen die Geraden a und b Strecken von der- 
selben Liinge begrenzen, wie die beiden Parallelen a, und 6, auf den 
entsprechenden Geraden u,, v,. Diese beiden Geraden uw, v sind die 
einzigen des Feldes 4, welche mit ihren homologen Geraden w,, v, 
von 4, projectiv gleich sind. Die Fluchtlinie m ist die Mittellinie 


zwischen den Parallelen wu, v, und ebenso ist », die Mittellinie 
zwischen u, und »,. 
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Die collinearen Felder 7, 4, werden bekanntlich perspectiv und 
Schnitte eines Strahlenbiindels S, wenn sie in solche Lage gebracht 
werden, dass die homologen Punkte der Geraden u und u, sich decken. 
Gewisse zwei Ebenenbiischel des Biindels S werden alsdann von den 
Ebenen 7, 7, in je zwei homologen gleichen Strahlenbiischeln ge- 
schnitten; ihre Axen f, g sind zu je einer Halbirungsebene der von 4 
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und », gebildeten Flichenwinkel normal, und ihre Schnitte mit » und , 
liegen symmetrisch beziiglich der zugehérigen Halbirungsebene. (Vgl. 
Fig. 1, welche den Schnitt der perspectiven Felder , », mit der zu w 
normalen Ebene des Biindels S darstellt). Die beiden gleichen Punkt- 
reihen v, v, liegen in der zu mm, parallelen Ebene des Biindels S. 
Wird die Ebene » um w gedreht, bis sie mit 7, zusammenfillt, so 
vereinigen sich die homologen Strahlen von zwei gleichen Strahlen- 
biischeln der Felder. 

Wir wollen noch auf andere Art die zwei paar homologen gleichen 
Strahlenbiischel in den collinearen Feldern nachweisen und ihre Mittel- 
punkte bestimmen. Die unendlich ferne Gerade m, hat mit den 
Schenkeln aller rechten Winkel in », die Punktepaare einer elliptischen 
Involution gemein, welcher in y eine elliptische Punktinvolution auf 
der Fluchtlinie m entspricht. Jedem rechten Winkel in y, entspricht 
in 9 ein Winkel, dessen Schenkel von m in einem Punktepaare dieser 
Involution geschnitten werden. Ist auch der Winkel in y ein rechter, 
so gehen die Schenkel des entsprechenden rechten Winkels in y, durch 
ein Punktepaar einer analog bestimmten Involution auf der Flucht- 
linie »,. Wir bezeichnen als ,,conjugirte Normalstrahlen“ des Feldes 
n oder y, die Schenkel eines rechten Winkels, welchem in dem anderen 
Felde ein rechter Winkel entspricht. Zwei conjugirte Normalstrahlen 
des Feldes y schneiden die Fluchtlinie m in einem Punktepaare jener 
elliptischen Involution; und zu einem beliebigen Strahle von y ist 
demnach der conjugirte Normalstrahl eindeutig bestimmt durch die 
Involution auf m. 

Die elliptische Punktinvolution auf der Fluchtlinie m wird aus 
zwei Punkten F', G der Ebene y durch rechtwinklige Strahleninvolu- 
tionen projicirt; diese Punkte liegen symmetrisch in Bezug auf m, und 
durch sie gehen alle Kreise, welche die Fluchtlinie m in je einem 
Punktepaare der Involution rechtwinklig schneiden. Jeder der beiden 
Strahlenbiischel F, G des Feldes 7 aber ist dem entsprechenden Biischel 
F, resp. G, von y, gleich, weil jedem rechten Winkel im Biischel 
oder G ein rechter Winkel in F, resp. G, entspricht. In zwei un- 
gleichen projectiven Strahlenbiischeln giebt es ja bekanntlich nur ein 
Paar homologer rechter Winkel. Wir bezeichnen mit Smith die 
beiden Punkte F, G als die ,,Brennpunkte“ und ihren halben Abstand 


c =F G als den ,,Parameter“ des Feldes 7, und ebenso Ff, G, als 


die Brennpunkte und ¢, => F, G, als den Parameter von 9,. Die 


Strecke FG wird von der Fluchtlinie m rechtwinklig halbirt und 
schneidet sie in dem Mittelpunkte ihrer Punktinvolution; der Para- 
meter ¢ ist der Abstand der Brennpunkte F’, G von der Fluchtlinie m. 

Zwei conjugirte Normalstrahlen des Feldes y sind conjugirt be- 
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ziiglich der confocalen Kegelschnitte von 4, deren Brennpunkte mit 
F und G zusammenfallen. Diese Kegelschnitte nimlich haben m zur 
gemeinsamen Nebenaxe, und beziiglich eines beliebigen von ihnen sind 
zwei normale Strahlen nur dann conjugirt, wenn ihre Schnitipunkte 
mit m aus jedem der Brennpunkte F, G durch zwei normale Strahlen 
projicirt werden*), wenn sie selbst also conjugirte Normalstrahlen von 
y sind. Jedem der confocalen Kegelschnitte von y entspricht in y, einer 
der confocalen Kegelschnitte, welche J’, und G, zu Brennpunkten haben; 
denn der rechtwinkligen Strahleninvolution F oder G in » entspricht eine 
rechtwinklige Involution F’, resp.G, von conjugirten Normalstrahlen in y,. 

Die confocalen Kegelschnitte in 9 theilen dieses Feld in unendlich 
kleine Rechtecke, welchen analog begrenzte Rechtecke in 4, entsprechen. 
Sie sind theils Ellipsen, theils Hyperbeln, und nur die ersteren haben 
mit der Nebenaxe m reelle Punkte gemein, welchen in », unendlich 
ferne Punkte entsprechen. Jeder Ellipse der confocalen Schaar in 7 
oder y, entspricht demnach eine Hyperbel der Schaar in y, resp. ». 
Die Tangente und die Normale eines Punktes der Ellipse sind con- 
jugirte Normalstrahlen von y resp. 4, und entsprechen der Tangente 
und der Normale des homologen Punktes der Hyperbel. Auch die 
Kriimmungscentren homologer Punkte und die Evoluten der Ellipse 
und der Hyperbel entsprechen folglich einander (Smith). 

Wenn ein Punkt P in y eine dieser confocalen Ellipsen beschreibt, 
so drehen sich seine Brennstrahlen FP und GP in gleichem Sinne 
um die Brennpunkte F’ und G; zugleich aber beschreibt der entsprechende 
Punkt P, in y, eine Hyperbel, und seine Brennstrahlen F’, P, und 
G,P, drehen sich um deren Brennpunkte F, und G, in entgegen- 
gesetztem Sinne. Wenn also die collinearen Felder 4 und y, auf 
einander gelegt werden, so haben allemal zwei ihrer homologen 
gleichen Strahlenbischel, etwa F' und F’,, denselben und die iibrigen 
beiden G und G, entgegengesetzten Drehungssinn. Werden F' und PF’, 
mit ihren homologen Strahlen zur Deckung gebracht, was auf zwei 
Arten geschehen kann, so decken sich bekanntlich zwei homologe 
gleiche Gerade von y und y, mit ihren homologen Punkten. In in- 
volutorische Lage kénnen die collinearen Felder nur dann gebracht 
werden, wenn ihre Parameter und damit die Strecken FG und F,G, 
gleich sind (Smith). Man lege sie so auf einander, dass F mit F, 
und G mit G, zusammenfillt; dann wird einer der Brennpunkte I’, G 
das Involutionscentrum, und in dem anderen steht die Involutionsaxe 
zu F’'G normal. Sind die Parameter der collinearen Felder y, y, un- 
gleich, so kann man ein zu y, ‘bnliches Feld construiren, welches 
denselben Parameter c hat, wie 7, und zu 7» involutorisch liegt. 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage I, 8. 156 (3. Aufl.), 
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us Bekanntlich werden die Paare conjugirter Normalstrahlen beziig- 
rs lich eines Kegelschnittes ebenso von dessen Hauptaxe wie von seiner 
n Nebenaxe in Punktepaaren einer Involution geschnitten, und zwar 
: sind die Brennpunkte des Kegelschnittes die Doppelpunkte dieser 
| Involution. Zwei conjugirte Normalstrahlen des Feldes y sind dem- 
= nach durch die Brennpunkte F’, G harmonisch getrennt. Wenn also 
é in 9 die Schenkel eines rechten Winkels sich um zwei durch F' und G 
be harmonisch getrennte Punkte A, A’ drehen (Fig. 2), so sind und 
g bleiben sie conjugirte Normalstrahlen des Feldes 7; ihnen entsprechen 


aber in 9, zwei conjugirte Normalstrahlen dieses Feldes, welche sich 


. 
h : ‘ ’ 
um zwei durch F, und G, harmonisch getrennte Punkte A,, A,’ drehen. 
: Die Scheitel dieser homologen rechten Winkel beschreiben homologe 
n i eS , ’ . 
h Kreise tiber den Durchmessern AA’ und A,A,’. Jedem Kreise von y, 
welcher die Gerade FG in zwei durch F und G harmonisch getrennten 
7 Punkten rechtwinklig schneidet, entspricht demnach in y, ein Kreis, 
‘ von welchem ein Durchmesser in F', und G, harmonisch getheilt ist; 
e | 
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und die beiden Kreisbiischel, von welchen je zwei verschwindend kleine 
Kreise sich auf die Brennpunkte F, G resp. F',, G, reduciren, ent- 
sprechen einander in den collinearen Feldern. Smith nennt diese 
homologen Kreise die ,,Focalkreise“ der beiden Felder. Die Punkte- 
paare der Involution auf der Fluchtlinie m bestehen aus je zwei 
Punkten, die conjugirt sind beziiglich der Focalkreise in 4; denn ihnen 
entsprechen auf der unendlich fernen Geraden m, Paare von je zwei 
Punkten, die conjugirt sind beziiglich der entsprechenden Kreise in 7,. 
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Sind in den collinearen Feldern 4, , die beiden Paare homologer 
Brennpunkte F’, I’, und G, G, gegeben (Fig. 2), so kann zu einem 
beliebigen Punkte P von y der entsprechende Punkt P, von y, con- 
struirt werden. Seien nimlich @ und 6 die Winkel des Dreiecks 
FGP bei F und G, und sei etwa « < £; construirt man dann in y, 
ein Dreieck F’,G,P,, welches bei F’', und G, die resp. Winkel « und 
ax — #6 hat, so entspricht dessen dritter Eckpunkt P, dem Punkte P 
von y. Der Punkt P, kann zwei in Bezug auf FG, symmetrische 
Lagen haben; ist er aber in einer dieser Lagen angenommen, so ist 
die projective Beziehung der gleichen Strahlenbiischel I’, F’, und G, G, 
und damit die Collineation der beiden Felder véllig bestimmt. 

Die Punkte P, P, liegen auf zwei homologen Kreisen k, k, der 
collinearen Felder, diese Kreise aber werden von F’P resp. F, P, in 
noch zwei homologen Punkten Q, Q, geschnitten (Fig. 2). Weil F 
und G@ einen Durchmesser des Kreises k harmonisch theilen, so ist die 
Polare von F in Bezug auf k normal zu FG im Punkte G; sie ist 
ausserdem durch P und Q, also auch durch GP und GQ harmonisch 
getrennt von I’G, und bildet folglich ebenso wie /’G gleiche Winkel 
mit GP und GQ. Die Dreiecke FGQ und F,G,P, sind demnach 
iihnlich, ebenso aber FGP und F,G,Q,, sowie QGP und P,G, Q,. 
Die Seiten dieser ahunlichen Dreiecke und folglich auch die Durch- 
messer der homologen Kreise k, k, verhalten sich zu einander, wie 
FG: F,G, oder 2c:2c,, also wie die Parameter c, c, der collinearen 
Felder 4, ;. 

Ueber die Kriimmung collinearer ebener Curven sagt Henry Smith u.a.: 

»Da verschwindend kleine Linienelemente, die einen 
»,Endpunkt gemein haben und auf derselben Geraden liegen, 
durch eine Collineation alle in demselben Verhiiltniss ge- 
»andert werden, so wird die Kriimmung aller Curven, die 
»sich in einem gegebenen Punkte beriihren, in demselben 
» Verhiiltniss geiindert. Wenn z. B. eine Curve in einen 
»Focalkreis beriihrt, so wird ihr Kriimmungsradius an dem 
, Beriihrungspunkte durch die Collineation der Felder , y, 

yin dem Verhiiltnisse von c zu c, geindert*. 
Der von Smith hier nur angedeutete Beweis seines Satzes lisst sich 
leicht vervollstindigen. Zweien Curven k,/ von 9, die eine Gerade ¢ 
im Punkte P beriihren, entsprechen in y, zwei Curven k,, 1, welche 
in dem entsprechenden Punkte P, eine Gerade ¢, beriihren. Wenn 
nun k und / auf einer Geraden g, welche durch P geht und mit der 
Tangente ¢ einen unendlich kleinen Winkel bildet, die verschwindend 
kleinen Sehnen PK und PL begrenzen, so verhalten sich die Radien 
ihrer Kriimmungskreise in P zu einander, wie diese Sehnen PK und 
PL, Ebenso aber verhalten sich nach Smith die entsprechenden 
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Sehnen P, K, und P, LZ, der Curven k, und 1,, und folglich die Radien 
ihrer Kriimmungskreise im Punkte P,. Die Kriimmungsradien der 
sich beriihrenden Curven & und 7 im Punkte P werden also wirklich 
in gleichem Verhiltnisse durch die Collineation geiindert. — Den 
Beweis des hier benutzten Hiilfssatzes von Smith werden wir sogleich 
nachholen; Smith selbst unterdriickt ihn. 

Wir beziehen die collinearen Felder 4 und y, auf rechtwinklige 
Coordinatensysteme (Fig. 2), von denen die Abscissenaxen mit FG 
und F',G,, die Ordinatenaxen aber mit den Fluchtlinien m und n, 
zusammenfallen, Fiir die Coordinaten homologer Punkte P, P, und 
ihre Abstiinde 7, s resp. 7,, s, von den Brennpunkten erhalten wir 
dann die Gleichungen: 


y c+2 c—c 
_—- =o = 

" Cy + % Cy — % 
woraus sich sofort die canonischen Gleichungen der Collineation ergeben 
(vgl. Chasles, Géométrie supérieure, Nr, 533), niimiich: 





v 
v% 


Lle 


22,—=cc,, oder 24%42=—¢,¢, 
Y%, = CY), Yt = CY. 


Die Abscissen der homologen gleichen Punktreihen der Felder sind 
a—=-+c, und #, —-+¢; denn fiir sie folgt y—-+-y,. Der Kreis 
a? + y? + 2acx +c? =0 geht durch die canonischen Gleichungen 
iiber in den Kreis x,? + y,? + 2c, 2, + ¢,? = 0, und die Radien dieser 
homologen Kreise verhalten sich in der That wie c:c,. Die Ellipse 


oder Hyperbel % + —% . = 1 geht tiber in die Hyperbel resp. Ellipse 
yp rE p 
x? y 


wc 
72 — gz—72= |, deren Halbaxe 4, von der halben Axe 4 der ersteren 
i . che 


Curve mittelst der Gleichung 44, = cc, abhiingt. Wenn 4 sich fndert, 
so beschreiben diese homologen Kegelschnitte die confocalen Schaaren, 
deren Brennpunkte FG resp. F,, G, sind. 

In einem beliebigen Punkte P von y schneiden sich zwei con- 
focale Kegelschnitte der ersteren Schaar rechtwinklig; die auf FG 
liegenden Halbaxen 4, 4’ dieser beiden Kegelschnitte aber nennt man 
die elliptischen Coordinaten des Punktes P. Sie sind mit den elliptischen 
Coordinaten 4,, 4, des entsprechenden Punktes P, von y, durch die 
Gleichungen verbunden: 


Ah, =WA, =ce, oder (r+) (r, + 5,) = 4cee,, 
welche aus der allgemeinen Gleichung zz, = cc, ohne Weiteres folgen. 
Sind ds und ds, zwei verschwindend kleine homologe Linien- 
elemente der collinearen Felder, dx resp. dx, ihre Projectionen auf 


den Abscissenaxen, und @ resp. y, ihre mit diesen Axen gebildeten 
Winkel, so ist: 
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‘ ce 
dscosp=dz, ds, cosy, = dx, = — 7 dz, 
und folglich: 
ds cosg, 2 cos, & 
ds, CoSM Cy COs May 


Dieses Verhiiltniss der beiden Linienelemente iindert sich nur mit ihren 
Richtungen und ihren Abscissen, ist aber, wenn diese ungeindert 
bleiben, unabhiingig von ihren Liingen. Der friiher benutzte Hiilfs- 
satz von Smith ist damit bewiesen. 


§ 2. 
Collineare Strahlenbiindel. 


Die Methoden, die wir zur Herleitung der focalen Kigenschaften 
collinearer Strahlenbiindel benutzen, wurden schon 1868 in meiner 
»Geometrie der Lage‘*) entwickelt und zu iihnlichen Untersuchungen 
verwendet. Wir kénnen uns deshalb hier kurz fassen. 

Wir beschriinken uns auf collineare Biindel, deren Mittelpunkte 
S, 8S, nicht unendlich fern liegen. Ordnen wir im Biindel S, jedem 
Strahle die zu ihm normale Ebene zu, so wird S, ein rechtwinklig 
polarer Strahlenbiindel; zugleich aber wird S ein polarer Biindel, wenn 
auch kein rechtwinkliger, und zwar entsprechen einem beliebigen 
Strahle von S und seiner Polarebene allemal ein Strahl und dessen 
Normalebene in 8,. Zwei conjugirten Strahlen oder Ebenen des 
Biindels S entsprechen zwei zu einander normale Strahlen resp. Ebenen 
des Biindels S,, und jedem Poldreikant von S, entspricht ein recht- 
winkliges Dreikant von S,. Bekanntlich enthilt jeder polare Biindel 
ein und i. A. nur ein rechtwinkliges Poldreikant, dessen zu einander 
normale Kanten und Flichen von den drei Hauptaxen und den drei 
Symmetrieebenen des Biindels gebildet werden. Dem rechtwinkligen 
Poldreikant von S aber entspricht ein gleichfalls rechtwinkliges Drei- 
kant des Biindels S,. Den Specialfall, in welchem der polare Biindei 
S mehr als drei, niimlich unendlich viele Hauptaxen und Symmetrie- 
ebenen hat, schliessen wir aus. 

In dem polaren Biindel S giebt es zu einer beliebigen Ebene « 
eine conjugirte normale Ebene é’, welche den Polstrahl von ¢ mit dem 
zu é normalen Strahle verbindet; ebenso giebt es in S zu einem be- 
liebigen Strahle 7 einen conjugirten normalen Strahl 1’, in welchem 
sich die Polarebene von / und die zu 7 normale Ebene des Biindels 
schneiden. Eine Symmetrieebene von S ist zu allen ihr conjugirten 


*) Erste Auflage (1868) Thi. II, S. 41 und 229—232; dritte Aufl. (1892) Thl. J, 
8. 179—190, Thi, Il, 8. 51 und 271. 
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Ebenen normal, und ebenso eine Hauptaxe von S zu allen ihr con- 
jugirten Strahlen des Biindels. Zwei solchen ,, conjugirten Normal- 
strahlen “ 1,1’ oder ,, conjugirten Normalebenen“ ¢, « des Biindels S 
entsprechen allemal zwei zu einander normale Strahlen resp, Ebenen 
des Biindels S,, weil je zwei conjugirten Elementen von S zwei normale 
Elemente von S, entsprechen. Die collinearen Biinde] S, S,; enthalten 
demnach unendlich viele homologe rechte Winkel, Ueber conjugirte 
Normalebenen und Normalstrahlen eines polaren Biindels ist nun 
Folgendes bekannt*), 

Wenn eine Ebene « in dem polaren Biindel S um eine beliebige 
Axe s sich dreht, so umhiillt ihre conjugirte Normalebene ¢«’ i. A. einen 
Kegel zweiter Ordnung, welcher die drei Symmetrieebenen von S be- 
riihrt; liegt aber die Axe s in einer Symmetricebene a des Biindels, 
so dreht sich auch e’ um eine in @ liegende Gerade s’. Die Paare 
conjugirter Normalebenen ¢, « werden von jeder Symmetrieebene des 
Biindels in Strahlenpaaren s, s’ einer Involution geschnitten. Nur in 
einer der drei Symmetrieebenen hat die so erhaltene Involution zwei 
reelle Doppelstrahlen /, g, welche die ,,Focalaxen“ des polaren Biindels 
heissen. Die beiden Focalaxen /, g trennen demnach je zwei conjugirte 
Normalebenen und insbesondere die iibrigen beiden Symmetrieebenen 
harmonisch, und jede von ihnen ist die Axe einer rechtwinkligen In- 
volution conjugirter Ebenen des Biindels S. Sind die Focalaxen /, g 
gegeben, so kann man hiernach zu jeder Ebene des Biindels die con- 
jugirte Normalebene leicht construiren. Die von f und g gebildeten 
Nebenwinkel werden von zwei Hauptaxen des polaren Biindels halbirt; 
die dritte Hauptaxe ist zu f, g und der Symmetrieebene fg normal. 

Wenn in dem polaren Biindel S ein Strahl / eine beliebige Ebene p 
beschreibt, so beschreibt sein conjugirter Normalstrahl J’ i. A. einen 
durch die drei Hauptaxen gehenden Kegel zweiter Ordnung; geht aber » 
durch eine Hauptaxe a des Biindels, so beschreibt auch 1’ eine durch 
a gehende Kbene g’. Die Paare conjugirter Normalstrahlen /, l’ werden 
aus jeder Hauptaxe durch Ebenenpaare g, gy’ einer Involution projicirt. 
Nur fiir eine der drei Hauptaxen hat die zugehdrige Involution zwei 
reelle Doppelebenen x, 4, welche die ,,cyklischen Ebenen“ des polaren 
Biindels heissen. Diese cyklischen Ebenen x, 4 trennen je zwei con- 
jugirte Normalstrahlen und insbesondere die iibrigen beiden Hauptaxen 
harmonisch , und jede von ihnen enthilt eine rechtwinklige Involution 
conjugirter Strahlen des Biindels S. Die von x und 4 gebildeten 
Nebenwinkel werden von zwei Symmetrieebenen des Biindels halbirt. 

Den vier rechtwinkligen Involutionen conjugirter Elemente von 
S, welche die Focalaxen f/f, g und die cyklischen Ebenen x, 4 dieses 


*) Vel. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl., 1, 8. 179-190. 
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polaren Biindels zu Tragern haben, entsprechen im Biindel S, wiederum 
rechtwinklige Ebenen- und Strahleninvolutionen. Nun giebt es aber 
in zwei ungleichen projectiven Biischeln nur ein Paar homologer 
rechter Winkel. Die Ebenenbiischel f, g und die Strahlenbiischel x, 4 
von S sind deshalb den entsprechenden Ebenenbiischeln f,, g, resp. 
Strahlenbiischeln x,, 4, des Biindels S, projectiv gleich. Ueberhaupt 
giebt es hiernach in zwei collinearen Strahlenbiindeln i. A. zwei Paare 
homologer gleicher Strahlen- bezw. Ebenenbiischel. 

Bringt man die Ebenenbiischel f, f, mit ihren homologen Ebenen 
zur Deckung, so werden bekanntlich die collinearen Btindel S, S, per- 
spectiv und Scheine eines ebenen Feldes 4; von ihren homologen 
gleichen Strahlenbiischeln liegen dann zwei in Ebenen, die zu 4 
parallel sind, und die Ebenen der iibrigen beiden gehen durch die 
Schnittlinie von 7 mit der Ebene uw, welche die Strecke SS, recht- 
winklig halbirt (Vgl. Fig. 3, welche die Schnitte dieser Ebenen mit 
einer durch SS, normal zu y gelegten Ebene darstellt). Die Axen 
der projectiv gleichen Ebenenbtischel g, g, gehen durch die Spiegel- 
bilder der resp. Punkte S, und S beziiglich der Ebene y. Die cyklischen 
Ebenen x, A des Biindels S schneiden sich also in der zu den Focal- 
axen /,g normalen Hauptaxe. 
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Da je zwei conjugirte Normalebenen ¢, « des polaren Biindels S 
harmonisch getrennt sind durch f und g, so sind sie nach bekannten 
Siitzen*) conjugirt beziiglich aller Kegel zweiter Ordnung, welche f 
und g zu Focalaxen haben. Die Polstrahlen der beliebigen Ebene « 
von S beziiglich dieser confocalen Kegel liegen demnach alle in einer 


*) Vgl. Reye, Geom, d. Lage, I, S. 183. 
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zu ¢ normalen Ebene «’. Jede der Ebenen ¢, ¢ bertihrt in dem Strahle 
éé einen der confocalen Kegel; die Kegel schneiden sich also recht- 
winklig in ihren gemeinsamen Strahlen. Den confocalen Kegeln ent- 
sprechen im Biindel S, confocale Kegel zweiter Ordnung, welche /; 
und g, zu Focalaxen haben. In den collinearen Biindeln S, S, ent- 
sprechen einander nicht nur die Beriihrungs- sondern auch die Normal- 
ebenen dieser homologen Kegel, sowie die von den Normalebenen 
unhiillten Flichen, weil zwei conjugirten Normalebenen von S allemal 
zwei normale Ebenen in S, entsprechen. 

In analoger Weise sind je zwei conjugirte Normalstrahlen 1, l’ 
des polaren Biindels S conjugirt beziiglich aller Kegel zweiter Ordnung, 
welche x und 4 zu cyklischen Ebenen haben. Die Polarebenen des 
Strahles 1 von S beziiglich dieser ,,concyklischen“ Kegel gehen dem- 
nach alle durch den zu / conjugirten Normalstrahl 1’; diese Kegel 
bilden also einen Biischel. Die Ebene Jl’ wird in jedem der con- 


jugirten Normalstrahlen 1, l’ von einem der concyklischen Kegel be- 


rihrt. Diesen Kegeln entsprechen in dem Biindel S, concyklische 
Kegel zweiter Ordnung, welche x, und 4, zu gemeinsamen cyklischen 
Ebenen haben. 

Wir bringen nun alle diese Kegel und iiberhaupt die collinearen 
Biindel S, S, zum Schnitt mit den resp. Kugeln a, «,, welche mit dem 
Radius. eins um ihre Mittelpunkte beschrieben werden. Homologe 
Ebenen, Strahlen oder Kegel der Biindel S, S, schneiden dann die 
Kugeln «, a, in je zwei homologen Hauptkreisen, Punktepaaren oder 
sphirischen Kegelschnitten. Jedem Punkte P von « entsprechen dem- 
nach die Endpunkte P,, P,' eines Durchmessers von a,, und jeder 
Tangente ¢ von @ im Punkte P entsprechen zwei parallele Tangenten 
t,, ¢; von a, in den Punkten P,, P,’; die Ebene ¢,t,’ von S, entspricht 
der durch ¢ gehenden Ebene des Biindels S. Wenn die Tangente ¢ 
um P sich dreht, so beschreiben zugleich ¢, und ¢,’ zwei zum Biischel 
P projective Tangentenbiischel P; und P,’ der Kugel a,. Nur zwei 
dieser drei Biischel, etwa P und P,, werden, wenn man sie aus den 
resp. Mittelpunkten der Kugeln betrachtet, in gleichem Sinne be- 
schrieben, d, h. beide von links nach rechts oder beide von rechts 
nach links herum; denn die Biischel P, und P,’ erscheinen vom Punkte 
S, aus als in entgegengesetztem Sinne beschrieben. Wir beziehen 
nun die Punkte der beiden Kugeln «, «, eindeutig auf einander, indem 
wir dem beliebigen Punkte P von « den Punkt P, von a, und dem 
Gegenpunkte P’ von P den Gegenpunkt P,’ von P, als entsprechenden 
zuweisen. Homologe Tangentenbiischel der Kugeln sind dann nicht 
allein Schnitte homologer Ebenenbiischel der Biindel S und S,, sondern 
sie sind auch, wenn man sie aus den resp. Mittelpunkten betrachtet, 
in gleichem Sinne beschrieben. Diese eindeutige Beziehung der Kugeln 
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ist nur dann eine collineare, wenn jedem Kreise von e@ ein Kreis auf 
«, entspricht, was aber nur im Falle congruenter Biindel S, S, zutrifft. 

Die Kugel @ schneidet die vorhin erwiihnten confocalen Kegel 
zweiter Ordnung von S und deren Focalaxen f, g in confocalen 
sphirischen Kegelschnitten und in deren zwei paar Brennpunkten F’, F” 
und G, G’; sie schneidet die concyklischen Kegel und deren cyklische 
Ebenen x, 4 in concyklischen sphirischen Kegelschnitten und in deren 
eyklischen Hauptkreisen k, 1. Diesen confocalen resp. concyklischen 
Kegelschnitten auf « aber entsprechen auf der Kugel a, wiederum 
confocale resp. concyklische Kegelschnitte, in welchen a, die ent- 
sprechenden Kegel des Biindels S, schneidet. Die Kugelfliichen a, a, 
werden durch ihre homologen confocalen Kegelschnitte in unendlich 
kleine homologe Rechtecke getheilt. Von diesen homologen Kegel- 
schnitten entsprechen einander nicht nur die sphirischen Tangenten, 
sondern auch die sphirischen Normalen und Kriimmungscentren homo- 
loger Punkte und die sphiirischen Evoluten. 

Die sphiirischen Kegelschnitte sind Zwillingscurven, d. h. sie be- 
stehen aus je zwei getrennten gleichen Linien, deren Punkte einander 
paarweise diametral gegeniiber liegen. Da nun die confocalen Kegel 
im Biindel S ihre beiden Focalaxen f, g einschliessen, so umschliesst 
ein beliebiger der confocalen Kegelschnitte auf @ seine vier Brenn- 
punkte, und zwar zwei, etwa F’' und G, mit dem einen, und die beiden 
iibrigen F’, G’ mit dem anderen seiner beiden Linienziige. Wenn ein 
veranderlicher Punkt P den ersteren Linienzug durchliuft, so drehen 
sich die Hauptkreisbégen FP, GP und ihre Tangenten in J und G, 
vom Mittelpunkte S aus gesehen, in gleichem Sinne. In demselben 
Sinne aber drehen sich auf der Kugel @,, von ihrem Mittelpunkte S, 
aus betrachtet, die entsprechenden Hauptkreisbégen J’, P, und G, P,, 
indem P, den entsprechenden Linienzug auf a, durchliuft. Homologe 
Linienziige von zwei einander entsprechenden Kegelschnitten der con- 
focalen Schaaren umschliessen also allemal zwei paar homologe Brenn- 
punkte und zwei homologe Flachentheile der Kugeln « und a,. Die 
homologen sphirischen Dreiecke PG und F, P,G, aber haben gleiche 
Winkel bei F und F',, sowie bei G und G,, und zwar sind diese 
gleichen Winkel, wenn man sie von den resp. Kugelcentren aus be- 
trachtet, in gleichem Sinne beschrieben. 

Sind auf der Kugel @ die beiden Brennpunkte F’, G und auf a, 
die ihnen entsprechenden Brennpunkte F',, G, gegeben, so kann man 
hiernach zu jedem Punkte P von @ den entsprechenden Punkt P, von 
«, leicht und eindeutig bestimmen. Man construire auf a, das sphirische 
Dreieck F’, P,G, so, dass seine beiden Winkel bei F, und G, auch 
dem Drehungssinne nach gleich den Winkeln des sphiirischen Dreiecks 
FPG bei resp. F und G werden; dann entspricht der Punkt P, von 
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a, dem Punkte P von a. In den collinearen Biindeln S, und S aber 
entsprechen einander die Strahlen S,P, und SP. 

Von den zahlreichen Formeln, welche Smith aus dieser Construction 
abgeleitet hat, sei hier nur eine hervorgehoben. In den sphirischen 
Dreiecken FPG und F, P,G, méogen den Eckpunkten G, F, P und 
G,, F,, P, die resp. Seiten r,s, 2c und r,, s,, 2c, gegeniiberliegen; 
dann ergiebt sich aus den Napier’schen Analogien sofort: 


tg TS: tg 


" — % 
2 





"tS —tgertge = tg" >": tg 


Hieraus aber folgt wiederum, dass den confocalen sphirischen Kegel- 
schnitten auf @, welche durch die Gleichungen r -+- s = Const, dar- 
gestellt werden, die confocalen Kegelschnitte r, +- s, = Const. auf a, 
entsprechen. 


§ 3. 
Collineare Raiume. 


Wir beschrinken unsere Untersuchung auf solche collineare Riume 
2, 2, die nicht affin sind, deren unendlich ferne Ebenen also nicht 
einander entsprechen. Die Fluchtebene u von 2 resp. v, von 2, ent- 
halt die Fluchtlinien aller Ebenen dieses Raumes und entspricht der 
unendlich fernen Ebene uw, resp. v des anderen Raumes 2, resp. 2. 
Die unendlich fernen Geraden wv und u,v, der beiden Fluchtebenen 
“u,v, entsprechen einander, und jeder zu w parallelen Ebene g von 2 
entspricht demnach eine zu ihr affine und zu y, parallele Ebene g, 
von 2,. Zwei homologe Ebenen der collinearen Riume enthalten 
i, A. zwei paar gleiche homologe Gerade, zwei paar gleiche homologe 
Strahlenbiischel und zwei Biischel homologer Kreise (§ 1). Ebenso 
enthalten zwei homologe Strahlenbiindel von 2 und 2, i. A. zwei paar 
gleiche homologe Strahlenbiischel und zwei paar gleiche homologe 
Ebenenbiischel (§ 2). Gleiche homologe Gerade w, u, der collinearen 
Riume sind zu den resp. Fluchtebenen mw, v, parallel, und alle zu u 
parallelen Geraden von Z, die von mw denselben Abstand haben wie u, 
sind ihren entsprechenden Geraden in 2, projectiv gleich. 

Als Schnitt eines rechtwinklig polaren Strahlenbiindels mit der 
unendlich fernen Ebene mu, von 2, erhalten wir in m, ein polares Feld, 
dessen Ordnungscurve der unendlich ferne imaginire Kugelkreis ist. 
Diesem Felde entspricht in der Fluchtebene w von & ein anderes polares 
Feld; und zwar gehen zwei Ebenen oder Strahlen von 2 dann durch 
zwei conjugirte Strahlen oder Punkte des polaren Feldes w, wenn 
ihnen in 2, zwei zu einander normale Ebenen oder Strahlen ent- 
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sprechen. Wir wollen in diesem Falle die beiden Ebenen resp. Strahlen 
von 2 selbst conjugirt nennen. Jeder rechtwinkligen Involution von 
Ebenen oder Strahlen des Raumes 2, entspricht hiernach eine Invo- 
lution conjugirter Ebenen resp. Strahlen von 2. Eine Ebene und eine 
Gerade von X nennen wir conjugirt, wenn sie das polare Feld w in 
einer Geraden und in deren Pole schneiden; ihnen entsprechen dann in 
2, eine Ebene und eine Gerade, die zu einander normal sind. 

In der Fluchtebene von 2, erhalten wir ebenso ein polares Feld 
v,, welchem der Schnitt eines rechtwinkligen Strahlenbiindels mit der 
unendlich fernen Ebene v von & entspricht. Zwei normalen con- 
jugirten Ebenen oder Strahlen von 2 entsprechen in 2, zwei normale 
Ebenen resp. Strahlen, welche durch zwei conjugirte Strahlen resp. 
Punkte des polaren Feldes v, gehen. Die Ordnungscurve des polaren 
Feldes w resp. v, entspricht dem unendlich fernen Kugelkreise in gu, 
resp. v und ist wie dieser imaginir; die Involutionen conjugirter Punkte 
oder Strahlen von mw oder v, sind deshalb alle elliptisch. 

Eine beliebige Gerade g von w enthiilt allemal eine dieser Punkt- 
involutionen und ist die Axe eines Kreises, aus dessen Punkten die 
Involution durch rechtwinklig involutorische Strahlenbiischel projicirt 
wird (vgl. § 1). Jedem dieser rechtwinkligen Biischel von 2 aber 
entspricht in 2, ein rechtwinklig involutorischer und folglich ihm 
gleicher Strahlenbiischel. Wird von zwei homologen gleichen Strahlen- 
biischeln S, S, der collinearen Riume der eine S um die Fluchtlinie g 
seiner Ebene gedreht, sodass sein Mittelpunkt einen Kreis um die Axe 
beschreibt, so bleibt er dem ihm entsprechenden Biischel S, von 2, 
projectiv gleich; der Mittelpunkt dieses Biischels S, aber beschreibt 
eine Hyperbel und seine Ebene verschiebt sich parallel zu ihrer An- 
fangslage. 

Das polare Feld w hat einen Mittelpunkt M, dessen Polare in u 
unendlich fern liegt, und eine Involution conjugirter Durchmesser, die 
alle durch M gehen. Ist diese Involution rechtwinklig, so ist das 
polare Feld uw ein circuléres, und seine Ordnungscurve ist ein imaginirer 
Kreis. In diesem besonderen Falle wird die Involution seiner unend- 
lich fernen conjugirten Punkte aus einem beliebigen Punkte P von 2 
durch einen rechtwinklig involutorischen Strahlenbiischel projicirt, 
welchem in 2, ein rechtwinklig involutorischer und folglich ihm 
gleicher Strahlenbiischel P, entspricht. Auch die beiden unendlich 
fernen homologen Geraden der Fluchtebenen u,v, sind demnach pro- 
jectiv gleich, je zwei zu w resp. v, parallele homologe Felder von 2 
und 2, aber sind ahnlich, und es giebt in den collinearen Raiumen 
zwei paar congruente homologe Felder (vgl. § 1). Die beiden Riume 
kénnen also in diesem Falle auf zwei verschiedene Arten in perspective 
Lage gebracht werden; sie enthalten zwei paar gleiche homologe Strahlen- 
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biindel und zwei Biischel homologer Kugeln*) mit proportionalen Radien 
(vgl. § 1). Wir schliessen diesen Specialfall von jetzt an aus. 

Das polare Feld w hat i. A. nur ein Paar zu einander normaler 
conjugirter Durchmesser oder Axen. Zu einer beliebigen Ebene 7 
von sind unendlich viele Ebenen conjugirt und normal, nimlich die 
Ebenen einer zu 9» conjugirten und normalen Geraden e, welche das 
polare Feld w in dem Pole der Geraden yy trifft. Ich nenne e den 
,conjugirten Normalstrahl‘ der Ebene », und y die ,,conjugirte Normal- 
ebene“ von é. Ihnen entsprechen in 2, zwei zu einander normale 
Elemente m,, ¢, die beziiglich des polaren Feldes v, conjugirt sind. 
Die zu w parallelen Ebenen von 2 haben einen und denselben con- 
jugirten Normalstrahl hk, welcher die Fluchtebene w in ihrem Mittel- 
punkte M rechtwinklig schneidet und die ,, Hauptaxe“‘ des Raumes 2 
heissen mége. Die entsprechende Hauptaxe h, von 2, ist ebenso zu 
der Fluchtebene v, in deren Mittelpunkte N, normal. Weil die beiden 
Axen des polaren Feldes w conjugirt sind und sich in M rechtwinklig 
schneiden, so werden sie aus der Hauptaxe h durch zwei conjugirte 
normale Ebenen a, B projicirt, welchen in 2, zwei normale Ebenen 
e,, 6, der Hauptaxe h, entsprechen. Wir nennen @ und £ resp. a, 
und 8, die ,,Hauptebenen“ von 2 resp. 2,. Jeder zu der Hauptebene 
« oder B normale Strahl kann als ihr conjugirter Normalstrahl auf- 
gefasst werden, denn er geht durch den unendlich fernen Pol der 
Axe we resp. uf beziiglich des polaren Feldes w; ihm entspricht in 
2, ein zu a, resp. 6, normaler Strahl. Ebenso ist jeder durch den 
Mittelpunkt M gehende Strahl ein conjugirter Normalstrahl der un- 
endlich fernen Ebene v von 2, und jeder zu w normale Strahl ein 
solcher der Fluchtebene uw. 

Die drei normalen Ebenen a, 6, wu bilden mit der unendlich fernen 
Ebene v von & ein Tetraeder, welches von unendlich vielen Flichen 
zweiter Ordnung ein Poltetraeder ist. Hine dieser Flichen in 2 ist 
vollig bestimmt, wenn von einer beliebigen Ebene 9 der Pol E gegeben 
ist; sie hat «, 8 und w zu Symmetrieebenen, und ihr entspricht in 2, 
eine Fliche zweiter Ordnung, von welcher die EKbenen «@,, 6,, u,, 
ein Poltetraeder bilden und a@,, 8,, v, die drei Symmetrieebenen sind. 
Wird der Pol E von y auf dem conjugirten Normalstrahle e der Ebene y 
angenommen, so fillt von jener Fliche in 2 eine Focalcurve zusam- 
men mit der imaginiiren Ordnungscurve des polaren Feldes w**); denn 
das polare Feld der Focaleurve in der Symmetrieebene uw ist bestimmt 
durch seine beiden Axen wa, wf und durch die Gerade wy und deren 
Pol we, und ist folglich mit dem vorhin in w angenommenen polaren 


*) Kilbinger, Problem der homologen Kreise in collinearen Riiumen (Strassh, 
Inaug. Diss), Bonn 1880. 
**) Vgl. Reye, Geom. d. Lage, 3. A., Ll, S. 150. 
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Felde identisch. Es giebt demnach in 2 eine Schaar confocaler Flachen 
zweiter Ordnung, welche die Ordnungscurve des polaren Feldes w zur 
gemeinsamen Focalcurve haben; die Pole einer beliebigen Ebene 7 
beziiglich dieser Flichen liegen allemal auf dem conjugirten Normal- 
strahle ¢ und y, und zwei normale Ebenen , 9 sind folglich con- 
jugirt beziiglich aller dieser confocalen Flaichen, wenn sie beziiglich 
einer derselben conjugirt sind. 

Die conjugirten Normalstrahlen aller Ebenen des Raumes 2 bilden 
den quadratischen Axencomplex*) der confocalen Flichen, welcher alle 
Normalen dieser Flichen, die Axen ihrer Kegelschnitte und die Haupt- 
axen ihrer Tangentenkegel enthalt. Den confocalen Flichen entsprechen 
in 2, confocale Flichen zweiter Ordnung, welche die Ordnungscurve 
des polaren Feldes v, zur Focalcurve haben; denn jeder Ebene » von 
= und ihrem conjugirten Normalstrahle e entsprechen in 2, eine 
Ebene y, und ein zu ihr normaler Strahl e, so, dass v,e, der Pol der 
Geraden v,7, ist beziiglich des polaren Feldes v,. Auch die Axen- 
complexe der beiden confocalen Schaaren entsprechen hiernach einander 
in ZX und J; und je zwei normalen Ebenen oder Strahlen, die beziig- 
lich der einen Schaar conjugirt sind, entsprechen zwei beziiglich der 
anderen Schaar conjugirte, normale Ebenen resp. Strahlen. 

Als ,,Focalaxe“ einer Fliche zweiter Ordnung bezeichnen wir jede 
Gerade, deren zu einander normale Ebenen conjugirt sind beziiglich 
der Flache. Zu den Focalaxen der Fliche gehéren demnach die Focal- 
axen aller ihrer Tangentenkegel und alle auf der Fliche liegenden 
Geraden. Confocale Flichen zweiter Ordnung haben alle dieselben 
Focalaxen, und durch jede ihrer Focalaxen geht eine der confocalen 
Flichen**). Jeder Focalaxe f der confocalen Schaar in Z entspricht 
demnach eine Focalaxe /, der confocalen Schaar in 2,; der recht- 
winkligen Involution conjugirter Ebenen des Biischels f aber entspricht 
eine rechtwinklige Involution im Biischel f,, und die homologen 
Ebenenbiischel /, /, der collinearen Riume sind folglich projectiv gleich. 
Ueberhaupt giebt es im Raume 2 zweifach unendlich viele Ebenen- 
biischel, die ihren entsprechenden Ebenenbiischeln in 2, projectiv 
gleich sind. Ihre Axen sind die Focalaxen der confocalen Flachen 
zweiter Ordnung in 2, und liegen auf je einer dieser Flichen; die 
ihnen entsprechenden Axen aber liegen auf je einer der confocalen 
Flachen in 2,, und bilden wie jene eine Congruenz sechster Ordnung 
zweiter Classe***). 

Ueberhaupt entsprechen von den beiden confocalen Schaaren die 
einschaligen Hyperboloide einander; jedem Ellipsoide der einen Schaar 

*) Vgl. Reye, G. d. L., Il, S. 138. 
**) Vgl. ebenda §. 154, 
***) Sturm, Math. Annalen Bd. 28, §, 264. 
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aber entspricht ein zweischaliges Hyperboloid der anderen, welches mit 
der zugehérigen Fluchtebene keinen reellen Punkt, mit der unendlich 
fernen Ebene aber einen reellen Kegelschnitt gemein hat. Der Focal- 
ellipse jeder Schaar entspricht ebenso die Focalhyperbel der anderen 
Schaar. Diese reellen Focaleurven liegen In den homologen Haupt- 
ebenen a, «, oder 8, B, der collinearen Riiume. Von zwei homologen 
Biindeln in XY und 2,, deren Mittelpunkte auf zwei Focalcurven liegen, 
fallen die Focalaxen mit den zugehérigen Tangenten dieser Curven 
zusammen; diese Biindel enthalten also nur ein Paar gleicher homologer 
Ebenenbiischel, deren Axen jene Tangenten sind. 

Weil sich confocale Flichen zweiter Ordnung rechtwinklig schneiden, 
so werden die collinearen Riume durch die beiden confocalen Schaaren 
in unendlich kleine homologe rechtwinklige Parallelepipeda getheilt. 
Von zwei homologen Flichen dieser Schaaren entsprechen einander in 
und X, nicht nur die Beriihrungsebenen sondern auch die Normalen 
homologer Punkte als die conjugirten Normalstrahlen dieser Ebenen, 
folglich auch die Kriimmungslinien, die Kreispunkte, die Schaaren 
abwickelbarer Normalenflichen, die Kriimmungsmittelpunkte und deren 
Orte. Homologe abwickelbare Normalenfliichen haben homologe geo- 
ditische Linien der Kriimmungscentrenfliichen zu Riickkehrkanten und 
beriihren diese Fliichen ausserdem in homologen Curven. Von zwei 
homologen Fliichen der confocalen Schaaren entsprechen einander auch 
die Normalebenen homologer Punkte. Jeder geodiitischen Linie der 
einen entspricht deshalb eine geodiitische Linie der anderen Fliche; 
denn die Kriimmungsebenen einer geoditischen Linie sind ja zu der 
Fliiche normal. Die Tangentenfliichen von zwei homologen geoditischen 
Linien sind zwei anderen homologen Flichen der confocalen Schaaren 
umgeschrieben und beriihren sie lings homologer Curven von 2 und 2;. 
Alle diese und einige andere Folgerungen finden sich schon in der 
Abhandlung von Henry Smith. 

Wir beziehen die collinearen Riume 2, 2, durch rechtwinklige 
Coordinaten auf ihre Flucht- und Hauptebenen uw, «, B resp. v,, @,, B,; 
und zwar wahlen wir zu Y- und Z-Axen die Fluchtlinien von @ und p 
resp. «, und 6,, zu X-Axen aber die resp. Hauptaxen «f und «, p, 
von 2 und 2,. Bezeichnen c, c, resp. d, d, die Parameter der homo- 
logen Felder a, «, resp. 6, B,, so ergeben sich sofort die canonischen 
Gleichungen der Collineation (vgl. § 1): 

“a,—=ce,—dd,, oder w42—¢c=—dd, 

YX, = CY; Yt = CY, 

22, = da,, s,40= dz. 
Durch sie gehen die beiden Gleichungen: 


x y® 22 a x? ye a? 
a+ a -+- aor ow 1 und ip + ea -+ i? as = ss 
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wenn 4A, = cc, = dd, ist, in einander tiber. Sie repriisentiren zwei 
homologe Flichen zweiter Ordnung, zugleich aber, wenn 4 und A, 
als willkiirliche Parameter aufgefasst werden, die beiden homologen 
Schaaren confocaler Flaichen von 2 und 2,. 

Ueber die homologen Kreise der collinearen Riume macht Henry 
Smith keinerlei Angaben; ihre Lage in den beiden Kiumen wurde 
auf meine Anregung von Herrn Kilbinger in der citirten Dissertation 
niher erértert. Weil zwei nicht affine homologe Ebenen von 2 und 2, 
allemal zwei Biischel homologer Kreise enthalten, so giebt es iiber- 
haupt vierfach unendlich viele Paare homologer Kreise. Eine beliebige 
Kugel x von 2 enthilt zwei Biischel reeller Kreise k, denen in 2, 
Kreise entsprechen; denn ihr entspricht in 2, eine Fliche x, zweiter 
Ordnung, die von zwei Biischeln paralleler Ebenen in reellen Kreisen k, 
geschnitten wird, und jedem dieser k, entspricht auf der Kugel x ein 
Kreis k. Die Ebenen dieser Focalkreise / schneiden die Fluchtebene 
uw von Z in zwei Geraden a, «a (Kilbinger); denn sie bilden zwei 
Biischel, welche den beiden Biischeln paralleler Ebenen von 2, ent- 
sprechen. 

Aendert sich die Kugel x so, dass sie bestiindig durch einen 
bestimmten Focalkreis ’’ geht und einen Kugelbiischel beschreibt, so 
bleibt von ihren beiden ,,Focalkreisaxen“‘ a, a’ die eine a’, welche 
mit k in einer Ebene liegt, ungeiindert. Die iibrigen durch a’ gehen- 
den Ebenen schneiden demnach den Kugelbiischel in je einem Biischel 
von Focalkreisen i, denen in 2, wieder Kreise entsprechen. Alle diese 
Focalkreise k und die durch sie gelegten Kugeln haben a’ zur gemein- 
samen Potenzaxe; sie bilden also einen Kugelbiindel, und ihre Mittel- 
punkte liegen in einer zu a’ normalen Ebene. Diese Centralebene 
enthilt auch den Orthogonalkreis des Kugelbiindels, den Ort seiner 
verschwindend kleinen Kugeln und Kreise. 

Durch den Foealkreis k&’ gehen unendlich viele Fliichen zweiter 
Ordnung von 2, denen in 2, Kugeln entsprechen. Eine beliebige 
von ihnen x schneidet die durch &’ gehenden Kugeln in k und je 
einem anderen Focalkreise i, dessen Ebene die zweite zu der betreffen- 
den Kugel gehérige Focalkreisaxe a zur Fluchtlinie hat. Aber die 
Ebenen dieser anderen Focalkreise & sind bekanntlich parallel, und 
ihre Schnittlinien @ mit der Fluchtebene uw haben folglich gleiche 
Richtung. Wenn sich also in 2 eine Kugel x so veriindert, dass die 
eine a’ ihrer beiden Focalkreisaxen ihre Lage beibehilt, so verschiebt 
sich die andere @ in w, ohne ihre Richtung zu iindern (Kilbinger). — 
Wir nehmen nun an, dass a’ zu keiner der der beiden Hauptebenen 
«, B von XY normal ist. 

Wir kénnen nach dem Vorhergehenden die Kugel x so veriindern, 
dass ihr Mittelpunkt auf eine der Hauptebenen «, 8, etwa auf « faillt. 
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Ihr entspricht dann in 2, eine Fliache x, zweiter Ordnung, welche 
die entsprechende Hauptebene «, zur Symmetrieebene hat; denn jeder 
zu « normalen Sehne der Kugel x entspricht eine zu @, normale und 
von «, halbirte Sehne der Fliche x,. Die Kreisschnittebenen von x, 
bilden folglich mit der Hauptebene «, gleiche Winkel, und zwar schiefe 
Winkel; denn wiiren sie zu @, normal oder parallel, so wiirden die 
Fluchtlinien a, a’ der ihnen in 2 entsprechenden Ebenen zu a oder B 
normal sein gegen unsere Annahme. Je zwei auf a, sich schneidenden 
Kreisschnittebenen der Fliiche x, aber entsprechen in 2 zwei Focal- 
kreisebenen von x, die auf @ sich schneiden und mit @ gleiche Winkel 
bilden; und auch die Fluchtlinien a, a’ dieser beiden Focalkreisebenen 
sind gegen die Hauptebene a@ gleich geneigt, weil sie in der zu « 
normalen Fluchtebene uw liegen. Die beiden Focalkreisaxen a, a’ einer 
beliebigen Kugel des Raumes 2 bilden demnach mit der einen Haupt- 
ebene a und ebenso mit der anderen #6 gleiche Winkel*), sind aber 
nicht parallel. 

Wenn zwei nicht parallele Gerade a, a’ in der Fluchtebene » liegen 
und mit der Hauptebene @ gleiche Winkel bilden, so sind sie die 
Focalkreisaxen von unendlich vielen Kugeln, die einen Biischel bilden. 
Denn jeder Focalkreis k’, dessen Ebene durch a’ geht, liegt auf un- 
endlich vielen Kugeln, die ausser a’ noch je eine zu a parallele Focal- 
kreisaxe haben; diese letztere aber fallt fiir eine der Kugeln mit a 
zusammen. Die Focalkreise der durch @ und a’ gehenden Ebenen 
liegen also biischelweise auf Kugeln, welche a und a’ zu gemeinsamen 
Potenz- und Focalkreisaxen haben. Diese Kugeln haben die Fluchtebene 
aa’ oder y zur gemeinsamen Potenzebene und bilden folglich einen 
Biischel. Ihnen entsprechen im Raume 2, concyklische Flachen zweiter 
Ordnung. 

Die beiden Focalkreisaxen a, a’ einer Kugel kénnen zu der Haupt- 
ebene @ parallel oder normal sein; sie sind dann zu einander parallel 
und kénnen, wenn die Kugel sich andert, sogar zusammenfallen, In 
jeder zu « parallelen oder normalen Geraden der Fluchtebene 4 ver- 
einigen sich so die Focalkreisaxen eines Biischels von Kugeln, denen 
im Raume 2, Rotationsflichen zweiter Ordnung mit parallelen Rota- 
tionsaxen entsprechen. 


Strassburg i./E., 4. December 1894, 


*) Diese Bemerkung ist Herrn Kilbinger a. a, O. entgangen. 











Die quadratische Transformation der Thetafunctionen. 
Von 


A. Krazer in Strassburg i. FE. 


Der zweite Theil der Abhandlung: ,,Neue Grundlagen einer Theorie 
der allgemeinen Thetafunctionen“ (Leipzig 1892, Teubner)*) beschiiftigt 
sich mit dem Transformationsproblem der Thetafunctionen. Die dort 
im siebenten Abschnitte mitgetheilte Behandlung der nicht linearen 
Transformation ist nach verschiedenen Seiten hin weiterer Ausgestaltung 
fahig. Aus den von dem Verf. im Falle p= 1 angestellten Unter- 
suchungen: ,,Die Transformation der Thetafunctionen einer Verinder- 
lichen“ (Mathem. Annalen Bd. 43, pag. 413—504) erhellt niimlich 
zunachst, dass die Formel (A)**) durch eine allgemeinere ersetzt 
werden kann, welche an Stelle der mn‘ Potenz einer urspriinglichen 
Thetafunction ein Product von m’ solchen Thetafunctionen mit be- 
liebigen Charakteristiken und an Stelle der n'e" Potenzen von trans- 
formirten Thetafunctionen Producte von  transformirten Thetafunc- 
tionen enthilt. Von der Mittheilung dieser allgemeineren Formel mag 
aber vorerst abgesehen werden; weitere Untersuchungen haben nim- 
lich dem Verf. gezeigt, dass man das bisher zur Gewinnung der 
Formel fiir die nicht lineare Transformation eingeschlagene Verfahren 
durch ein anderes ersetzen kann, das aus verschiedenen Griinden, 
insbesondere aber wegen der einfacheren Form, in der dabei die als 
Constanten vorkommenden Theilwerthe von Thetafunctionen auftreten, 
vor jenem den Vorzug verdient. Es mag fiir den speciellen Fall der 
quadratischen Transformation der Thetafunctionen einer Verianderlichen 
der Gedankengang in Kiirze dargelegt werden, welcher den Verf. auf 
diese neue Methode hingewiesen hat. 


Wenn man die zum Falle p = 2 gehirige specielle lineare Trans- 
formation : 


*) Im Nachstehenden wird diese Abhandlung kurz mit N. G. citirt. 
**) N. G. pag. 128, 
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el 6 6 
. * 2 2 
a oe 
2 2 | 2 2 
v=|— | ——+, 
. a4 é 3 
2 3| 2 2 
S 2] é 8 
“5 = i ee 








wobei die Zahlen a, B, y, 0 durch die Gleichung: 
ad — py =2 
mit einander verkniipft sind, auf eine Function aA (u), anwendet, 
bei der: 
Ay, = Ay = 4, A. = 0; u=0, %=u 
ist, die also, wenn man noch: 
nK=GF, hh, ~2=9, h=h 
setzt, in das Product # [%. | (0)% [¢ (u)q zerfallt, so fihrt diese Trans- 
formation auf Functionen [7 (v),, bei denen: 
by, = by = b, b= 9, 4, =o, =v 
ist, wenn man: 
an 225+ 86 ,; i  —. 
bm vei tpa** 0 anitfpa 
setzt, die also Producte von zwei solchen zum Falle p = 1 gehérigen 
Thetafunctionen sind, wie sie bei der Transformation einer Function 


ad (uw), mittelst der quadratischen Transformation : 





a | B 
¢=}—— 
V4 | 6 


auftreten, Man kann folglich jede quadratische Transformation einer 
Thetafunction einer Verinderlichen als eine lineare Transformation 
einer speciellen Thetafunction zweier Verinderlichen ansehen und in 
Folge dessen auch die Formel fiir die allgemeine zum Falle p= 1 
gehérige quadratische Transformation @Q aus der fiir die lineare Trans- 
formation aufgestellten Formel (L)*) ableiten; indem man darin p = 2, 


*) N. G, pag. 118. 
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r=s = 2 setzt, an Stelle der sechzehn Zahlen @,,, Buy. Yur, Sur 
(u, v = 1,2) die aus QY zu entnehmenden speciellen Werthe einfiihrt 
und die Argumente und Parameter der links stehenden Thetafunction - 
in der oben angegebenen Weise specialisirt. 


Setzt man aber weiter die lineare Transformation ( in der Form: 











- 0 | B 0 1 1 0 0 
~ ~ 
a | 8 
0 = | 0 ¢ ef 0 Oo 
Y= | 
| 
y 0 | 0 O 0 0 . : 
sd dE teal 00) —5 3 





aus zwei einfacheren linearen Transformationen zusammen, so zeigt sich 
noch eine andere Methode fiir die Gewinnung der zur Transformation 
Q gehérigen Thetaformel, die darin besteht, dass man zuniichst jede 


der beiden Functionen o|f] (0), und o{f] (wu). fiir sich mittelst der 


linearen Transformation: 


no | 


transformirt und hierauf, nachdem man die beiden Gleichungen mit 
einander multiplicirt hat, die rechts auftretenden Thetaproducte mittelst 
einer Formel von der Art der Formel (I1)*) in Producte von Func- 


tionen @ 7] (v), tiberfiihrt. Dieses Verfahren kann sofort auf den Fall, 


wo p > 1 ist, ausgedehnt werden. 

Der in den letzten Zeilen skizzirte Weg wird in den ersten drei 
Artikeln zur Gewinnung der allgemeinen Formel (Q) fiir die quadra- 
tische Transformation der Thetafunctionen beliebig vieler Variablen 
eingeschlagen. Um sodann die Brauchbarkeit der so gewonnenen 
Formel darzuthun, wird dieselbe in Art. 4 fiir den speciellen Fall 
p= 1 aufgestellt, und werden aus ibr in den darauf folgenden 
Artikeln die Formeln fiir jene drei einfachsten quadratischen Trans- 


*) N. G. pag. 31. 
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formationen abgeleitet, welche als Repriisentanten der nicht iquivalenten 
Classen quadratischer Transformationen zu dienen pflegen*). 

Die Ausdehnung dieser Methoden auf Transformationen héheren 
Cirades bleibt spiiteren Mittheilungen vorbehalten. 


Ableitung der Forme! fiir die allgemeinste quadratische 
Transformation der Thetafunctionen beliebig vieler Variablen. 


1. 


Gegeben sei die allgemeinste ganzzahlige quadratische, d. h. zur 
Zahl 2 gehérige Transformation: 


bei der die 4p? ganzen Zahlen @,», Bur, Yuv, Suv (up v= 1, 2,..., p) 
den p(2p — 1) Relationen**): 

2 (leu Yeu’ Gey’ Yeu) — 0, = (Bew Oew = Bow O.u) = 0, 
(T)) (4, 4’ =1,2,...,p) 


2, wenn w=, 
2 (Gey Deu’ PeuBeu') =o wenn uw Sn, 


oder den damit iquivalenten : 
2 (Cue By’ — Gy e Bue) =, 2 (Puede — Yu's Due) = 9, 
(T,) (u,u'=1,2,..., p) 


2, wenn wp =w, 
2 (Gu eB ye — Bustus) “0, wenn w’ St, 
geniigen. Die hier vorliegende Aufgabe besteht darin, die zu dieser 
Transformation gehdrige Thetaformel aufzustellen. 
Durch die Charakteristik: 





“uy | Buy 

sis 
a 

Yur Our 


5 *) Vergl. Konigsberger, Die Transformation, die Multiplication und die 

Modulargleichungen der elliptischen Functionen. (Leipzig 1868, Teubner) p. 59 u, f. 
sp M=p 

**) Im Nachstehenden ist allenthalben statt 4 » ae zur Abkiirzung nur 


el wel 
>, S;... gesetzt. 
e 4 
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wird, wie aus den Relationen (T,), (T,) unmittelbar ersichtlich ist, 
eine lineare Transformation bestimmt; zu ihr gehdrt eine Thetaformel, 
welche aus der Formel (L)*) hervorgeht, wenn man darin r — 2 und 
$= 1 setzt. 

Aendert man dann noch die Bezeichnung in einer fiir die jetzigen 
Zwecke passenden Weise ab, so kann man derselben die Gestalt: 


* 


Ar 3 [9 — 1/2 (2? , oon oor 
(2)  ske 0 [2] (ud. V EE eter dG [8] 


0,1 io. s.. i —— 
<> BS tot Mit Ritu dy tity LZ (a, Py", Ty Pou ly) * 
Xs 1p 
evel 





geben. In dieser Formel ist zunichst: 


t , } , , 
- 2 Aur tins bev 2 AurBur (v,v=1,2,..., p) 


Y= 


wenn man mit A,,, B,, die Ausdriicke: 
Au» = ay, Hi + = Br xQux, Buy = Pra Bt + = Oye Aux, 
x x 


(u,v=1,2,...,p) 


mit A, die Determinante 2 +-A,,A,.... App und mit A,, die Adjuncte 
von A,, in dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkiirzung 
gesetzt: 


Y= = (Coy %u— Brudu), Ny = = Yru tn + Orydu), 
ma (v= 1,2,...,p) 


*) N. G. pag. 118. Es muss zu dieser Formel berichtigend bemerkt werden, 
dass das auf der rechten Seite unter dem Wurzelzeichen stehende +, das ver- 
langt, die Wurzel midge so ausgezogen werden, dass ihr reeller Theil positiv 
wird, fortzulassen ist, Das auf Seite 85 der N. G. stehende Product von p Wurzeln 
kann niimlich, wie ich nachtriglich bemerkt habe, nicht zu einer einzigen 
Wurzel vereinigt werden, und es bleibt daher beziiglich des Vorzeichens der in 
der Transformationsformel auftretenden Wurzel die von Herrn Weber auf Seite 68 
seiner Abhandlung: ,,Ueber die unendlich vielen Formen der #-Function“ (Journal 
fiir die r. u. a. Mathematik, Bd. 74, pag. 57) gemachte Bemerkung in Kraft, Da 
im Folgenden das Vorzeichen der Wurzel keine Rolle spielt, mag hier nicht naher 
darauf eingegangen werden. 
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A 1 
== 2 Oyu Bou + Z (Gy, ie = Bou hx); 
at le 
A 1 " 
h, — 2 2 Yvu Oyu + z( _— Vou Ju + Oyu hu), 
“ “ 


® = = SEEK Aw vy Un Un’ 


lypy . 
vig, h)= 2 = 3 Z(G yu You Ju Ju — 2¥ vu Bry’ Yu Mw + Bru Oyu! hy hy) 24 
iu a v 


aa 's = ZY vu Dy « (Gy w’ a Bow hw) at ’ 


2 


¢ (6) = — bean hsbe(a,+ 1 Dentan)(O+3 Ee Bw) i 


fy ve 
1 0 1 ° 
— ZZ You Beu (Ge +5 Zee Bru) xi, 
vu all 


0,1,...4e— 


9 "_DVZ Su Hw Cu Ou’ epee Zhen (4 Wts x 2D Ay0 Py) Qu tt 
G[6] = - © 6 


? 
Ory. Oy 


wobei A; die Determinante 2 + £,,B,,..- Bpp und B,, die Adjuncte 


= . . . . 0 0 . 
von £,., in dieser Determinante bezeichnet, und unter 6,,..., 6, eine 
beliebige Lésung des Gleichungsystems: 


. -~ZSEz yu By w! OM Gai Be Fre (ea Daye Bye) el) ai 
(Kk) @ "F* 45 45 =1, 


¢—an1,2,...,™, 


zu verstehen ist, bei dem mit 0,..., 0) (¢= 1, 2,...,m) die simmt- 
lichen Normallésungen des Congruenzensystems: 


(C) LLay1 By Ow =O (mod. Aj), ..., LL ery Brw Ov =O (mod. Az), 
“ey “uy 


mit m also deren Anzahl bezeichnet ist; es ist weiter beziiglich der 
Bedeutung des unter der Wurzel vorkommenden Buchstabens @ und 


der Buchstaben &, 6, 7, 3 das Folgende zu bemerken: 


Fall I, Sind in der vorgelegten Transformation die Zahlen 6 
simmtlich der Null gleich, so ist @ = 0 und 
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(pun l,2,...,p 


Guy = 0, Bus = — Gus, Pur = Guy, buy = — Yur» E 
y =o ,2,..., p: 
zu setzen, 
Fall II. Sind in der vorgelegten Transformation die Zahlen ~ 
nicht simmtlich der Null gleich, und besitzt ihre Determinante 


Ap = 2+ Bi Ba - - - Bop 
einen von Null verschiedenen Werth, so ist @ = p und 


. : . = 1,2,...,) 
Guy Ctuv, Buyv=Buv, Pur=Vuv, Vuv= Our, ( o eo 


y=J,2,...,p 
zu setzen, 

Fall Ill. Sind in der vorgelegten Transformation die Zahlen B 
nicht simmtlich der Null gleich, und besitzt die Unterdeterminante 
q'" Grades Vg =.2 + Bn», Bmin, +++ Bn, der Determinante Ag einen 
von Null verschiedenen Werth, wiihrend alle Unterdeterminanten 
q + 1' Grades von A, verschwinden, so ist ge = q und 


w=1,2,.. = 


Gue=Cye, Bue=Bue » Yue =Puer Yue Ouse , ( 
EM, 1.24, Myq 


AeA, 


Guy =Buy, Buy=— Cun, Pun =u; Sun=— Ver ( 

Y=Mq 4.1)-0+jMp 
zu setzen*); es bezeichnet endlich s die Anzahl der Normallésungen 
des Congruenzensystems: 


(n) y, = 0 (mod. 2),..., yp = 0 (mod. 2). 


Setzt man in der Formel (2) u, —---—=u, =O und ersetzt fiir 
uw=1,2,...,p gy durch g,, h, durch h,, indem man zugleich 
die dadurch aus %,, hy (vy = 1, 2,..., p) hervorgehenden Ausdriicke mit 
oy hy’ (v1, 2,...,p) bezeichnet, so erhilt man, wenn man noch 
auf der rechten Seite dieSummationsbuchstaben mit %,, 4, (u=1,2,...,p) 
bezeichnet, und unter 7j,, 7, (v=1,2,...,p) Ausdriicke versteht, die 


aus ihnen ebenso zusammengesetzt sind, wie die 4, 4 aus den x, 4 
die Formel: 


*) Die auf Seite 120 der N. G. an entsprechender Stelle gemachten Angaben, 
bei denen mit Riicksicht auf den Gang der dortigen Untersuchung der hier vor- 
liegende dritte Fall als Fall [V und der in ihm enthaltene den Werthen 


mM, = =1,...,m, =n = |G 


entsprechende specielle Fall als Fall Ill bezeichnet ist, sind unrichtig und ent- 
sprechend den hier gemachten zu berichtigen. 
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il f P—@(_ x 
@) BF elf]. — ee =P evn oth G8) 
0,1 1 --? - _ - 
— = Dn ny zit Qiu dumit > © DE (ay By Ny — You Sv Hy) mi 
. nai 
Xs Bp 
ae “yap 


pA, 0 - 
~ 25,7, a | Stet 
se o 


2 (O)as. 
ha 


Durch Multiplication der beiden Formeln (2) und (%,) erhalt man 
endlich die fiir das folgende als Ausgangspunkt dienende Formel: 


1) Bet o[f] On o[f] (wh 
i ne 


~— i 
e— P eV, + 9's") 29 (9) G2 [5] 
A344 


0,1 1 9% . , ae 
—-~2, my mit Big tits D2 (eyy Bye ty Yep Fvptv) 8+ Z Gy ny HE 
< > ede. 2 vu y 


1 : 1 - _ : Ar — 
- 72% ty mit Bayh Ayeit 5 SZ (evy hyp Ww —Yyu vu Ny) tit LD gy my mi 
>< > e - 7? a 


io 
ak P _ 
g+o+n gtot+n 
< 2 (0)... 4 2 (2v)2. 
V+ h+n 
2. 


Setzt man in der Formel (T1)*) » = 2 und gleichzeitig fir 
#=1,2,...,p Ju=h.—x,=—9, so erhilt man daraus bei passender 
Wahl der Bezeichnung die Formel: 


0,1 0 mm!) 
2? &(v) — v®)2,4 (vl +-v®)2, = a Vv), F | « (@)), 
O00 — vO (ot+-o%u— 579] «| (wove | «| (om) 


Tyra ty 


und aus ihr weiter, indem man 


*) N. G. pag. 31, 
Mathematische Annalen, XLVI. 





450 A, Krazer. 


isto | 
das System (v")) in das System (» + | b+5 ) 
a 


und gleichzeitig 
o—¢ | 
h— b’ ? 


wobei die g, g’, }, ' beliebige Constanten bezeichnen, iibergehen lisst, 
hierauf die bekannte Hiilfsformel (A)**) anwendet und sodann die 
den beiden Seiten der Gleichung gemeinsamen Exponentialfactoren durch 
Division entfernt, die allgemeinere: 


das System (v®)) in das System (~ + 





(8) 279 [| (0 — var [3] (o-+ 0) 
Ot ag, ex stg 9-9 
-> e Floto ter | (eo) | 5-1 + | (v®),. 
., 2 z 


Setzt man in der Formel (3) mit Riicksicht auf die am Ende des 
vorhergehenden Artikels gewonnene Formel (I) fiir » = 1,2,..., p: 


vo) _— v(?) = v,, 
if 0 ; A ’ 
Wy = 5(9, + 6+ nv)» h, = h, + m, 
‘ 1 A, 0 ~ ’ A, —~ 
ty = 3(9 + 6,+ itr), by = hy + ty, 


so gebt das auf ihrer linken Seite stehende Thetaproduct in das auf 
der rechten Seite der Formel (I) im allgemeinen Gliede vorkommende 
tiber, und man erhiilt so fiir dieses die Gleichung: 


g+s+i p+e+n 
(il) 2? o s (O)20# 2 2v)eo 
hi +7 h+ n 
0,1 a 6 g+9 +264 n+y 
“ Dy + Gy + Ny) ty mi 2 
“——** a} (ob 
testy shite+s +) 
se « = : 
g-9 +u-7 
2 
ied (v)s. 


A A = 
h—W+y—y7 +t 
» 


*) Za der hier angewandten Symbolik vergl. N. G. pag. 6. 
**) N. G. pag. 7. 
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3. 


Ersetzt man nun, nachdem man vorher noch linke und rechte 
Seite der Gleichung (1) mit 2” multiplicirt hat, das 2?-fache des dort 
auf der rechten Seite im allgemeinen Gliede der Summe vorkommen- 
den Thetaproductes durch den in der Gleichung (II) dafiir erhaltenen 
Ausdruck, fiibrt hierauf fiir » = 1, 2,..., p an Stelle der Summations- 


A A ‘i = . 
buchstaben x,, 4, neue x, 4, mit Hiilfe der Gleichungen: 
A x) A a ‘ 
Xp = Xn — Hn, Aymdy— dy (u==1, 2,...,p) 
. . . P . . A A 
ein, wobei man jene Ausdriicke, die sich aus den x, A ebenso zusam- 
a ; AA, , : 
mensetzen wie die 9, 7° aus den x, A, mit 4, 9 bezeichnen wird, und 


beachtet, dass das allgemeine Glied der Summe nach den x, i sich 
nicht indert, wenn man diese Gréssen durch ihre kleinsten positiven 
Reste nach dem Modul 2 ersetzt, dass also die Summation nach den 


x, A 30 ausgefiihrt werden kann, dass jede dieser Gréssen unabhingig 
von den anderen die Werthe 0, 1 annimmt, so erhilt man, wenn man 
noch in den Exponentialgréssen die zusammengehdrigen Glieder ver- 
einigt, bei den Thetafunctionen die Charakteristiken auf Grund der 
bekannten Hiilfsformel (B)*) aindert und die Summationen in passender 
Weise anordnet, die vorliiufige Formel: 


(Il) a sare ta[f] (oo [f] (uh 


an tO (— a? 6- ® WiW+¥04) 2 29) G25) 
A344 


0,1 0,1 


A Ay ome 
= -7D% hy i+ Du dy mi , SR eyu bo Ny —Vyu Oyu Mv) 78 
, 4 :, e ¥ “ 


lie 


A 
ee 
i et ‘ ocx 
, Itg +4 g-g+yn 
yy At tit ga, oA : ITI 
— fai Dy "ly —(9r Oy + %)t, wi 2 2 
= , so (htt, mL 
hth +r+7/ h—-h+r+7/ 
2 2 
s — Vivi — emi 
>< e * 
Sin 
eM 


*) N, G. pag. 7. 
29* 
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Die in der letzten Zeile stehende Summe nimmt, wenn man darin 
die Gréssen %,, 7%, durch ihre Ausdriicke in den %, A ersetzt und die 
nach dem Modul 2 bestehenden Congruenzen: 

ZZ Loy Pry hp hy = SLOyuVru%us 


wey 

LTETZB Ow dy dw = — TZBryp Ive dy? 
uu “uy 

Pp p> (a, “ Oyu’ %u dy’ + B, uPrn’ A, %.') = 0, 
wu 


beriicksichtigt, die Form: 
he 2 [2 (eon Vout yu tr) xy 2 Bru JyutByu tH) ay] ni 
; ; 


u 
tag 


Bis kp 
a rly 
an, aus der man erkennt, dass sie nur dann einen von Null verschie- 
denen Werth und zwar den Werth 2°? besitzt, wenn die Zahlen 


T,)-++) Tp den 2p Congruenzen: 
2 (Gyn Vou + Oyu Ty) = 0 (mod. 2), 


t 
) 2 (Bru dru + Bruty) = 0 (mod. 2), 


(u=1,2,---,p) 
geniigen. In der Formel (III) fallen daher bei der Ausfiihrung der 
Summation nach den rt alle jene Glieder weg, fiir welche das an Stelle 
von T,,...-, Tp tretende System von p Zahlen nicht eine Lésung der 
Congruenzen (rt) ist, und man kann in Folge dessen die Summation 
nach den t auch in der Weise ausfiihren, dass man an Stelle des 
Systems der p Gréssen t,,..., 7, von vorneherein nur die Normal- 
lésungen des Congruenzensystems (r) treten lisst; deren Anzahl sei 
in der Folge mit s’ bezeichnet. 
Ist aber t,’,..., t) eime erste, t,",..., t, eine zweite dieser 

Lésungen, so folgt aus den Congruenzen (r) sofort: 

ZX tty y(t,” — ty) = 0 (mod. 2), 

Y (u=1,2,...,p) 


= By u(t’ —t)=0 (mod. 2), 


und weiter, indem man: 
Za, (te —¢) = 8A, 
: (w= 1,2,...,p) 
E Bou (te” — ty’) = 2p, (u rSyorryh 
setzt, durch Auflésung mittelst der Relationen (‘I’): 
Ty — Ty = DL (— Py Xu + Oypdn), 


‘A (vy == 1,2,...,p) 
O = 2 (Oyu xe — Bou Ay); 
& 
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es lasst sich also mit Hiilfe einer beliebigen Lésung 1,’,..., t, des 
Congruenzensystems (rt) jede andere in der Form: 


Ty = ty + me Prute + Oru), (v=1,2,...,p) 


darstellen, wobei die », 4 ganze Zahlen bezeichnen, welche den p 
Bedingungen: 
2 (rut — Bru dy) = 0 (vy ==1,2,...,9) 


geniigen. Nun erhialt aber bei der Formel (III) das allgemeine Glied 
der auf die t beziiglichen Summe den nimlichen Werth, gleichgiiltig, 
ob man an Stelle von 1,,...,t, die Zahlen 1,’,...,c, oder Zahlen 


t= t+ 2 (P14 Hut Ory Au)y ++ Tp = tp + = (—Youtut Opudy)s 


bei denen die x, A irgend welche den soeben angeschriebenen p Be- 
dingungen geniigende ganze Zahlen sind, treten lisst — man kann 
nimlich den zweiten, durch Einfiihrung der tr” entstehenden Ausdruck 
in den ersten, durch Einfiihrung der rc’ entstandenen iiberleiten, indem 


man fir w=—1,2,..., p die Summationsbuchstaben as hu durch 
A A 


Xu — 4, 4, — A, ersetzt — und es ist daher diese Summe selbst das 
s'-fache eines beliebigen ihrer Summanden. Die Formel (III) bleibt in 
Folge: dessen richtig, wenn man auf ihrer rechten Seite das auf die rt 
beziigliche Summenzeichen unterdriickt, in dem dahinter stehenden 
allgemeinen Gliede dieser Summe an Stelle von t,,...,tp eine beliebige 


Lésung th: 08% tp des Congruenzensystems (r) treten liasst und endlich 
der rechten Seite den Factor s’ hinzufiigt. Ersetzt man dann noch 
die in der letzten Zeile stehende Summe durch ihren Werth 2?” und 
dividirt linke und rechte Seite der entstandenen Gleichung durch 2?? 3’, 
so erhalt man die Formel: 





2 2Qp—2 f 

av) rehe # [hm [f] ne 
8-8 (— 2)? wig, tt WOK) 2919) 712 
a e e G? [o] 


0,1 1 A Ar ‘ A A : 1 Ar a .. 
ae DW 2 Ait+ D*u Aynits DZ My ure Ny —Vyu Syu Ny) 
>< > é v “ vt 





=> A 0 A 4 7 
— DIvNy FI— F(Gyt+ Gy + Ny) ty Bi 2 
~<e » ’ 


tome}, .°,, |e. 
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Die Anzahl s’ der Normallésungen des Congruenzensystems (t) 
hangt, wie jetzt gezeigt werden soll, in einfacher Weise mit der 
Anzahl s der Normallésungen des in Art. 1 angeschriebenen Con- 
gruenzensystems (7) zusammen. Da niamlich der Ausdruck: 


, BLD Devry ret ern t% pe — Crp Sept By typ | 28 
3? wh 
Heat 
Ayes dp 

dann und nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar 
den Werth 1 besitzt, wenn die Zahlen 1,,..., 7, den Congruenzen 


(t) geniigen, so wird die Anzahl s’ durch die Summe: 


a = 1 =; LD vurrp Hey uty) Xe — (Bye Syn + Bye My) a, | mi 
$ == ev v 
7 } o2p > 
Trees ty Hives Rp 
Ay, s++ydy 
‘ 0,1 DD yy Yru*u - fp, “ Oyu Ay) mi 
= — ev 
2° P.. 
Brrr ky 
Ayes ay 
0,1 By - Byy 4 ai 
D> Gru “ ype Au) Ty 7e 
~x< > e” 4 
Ts Ey 


geliefert. Nun besitzt aber die letzte in Klammern eingeschlossene 
Summe nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar den 
Werth 2”, wenn bei der Ausfiihrung der Summation nach den x, 4 
an Stelle des Systems dieser 2 Gréssen eine der Normallésungen des 
Congruenzensystems (4) tritt, und da weiter fiir jede solche auf Grund 
der nach dem Modul 2 geltenden Congruenz: 


Sars Vvu *%u — Bru Oyu Au) 
= SEP in ed Byun Au) (— Vou Hu + Oyu Au) — 0 
¥ “ 


die vor der genannten, in Klammern eingeschlossenen Summe stehende 
Exponentialgrésse den Werth 1 hat, so erhalt man zur Bestimmung 
von s’ die Gleichung: 


: 1 
TS ee ‘ P 
$ — 5 $-2 oat 


3/% 


Fiihrt man diesen Werth an Stelle von s’ in die Formel (IV) ein 


und ersetzt auf ihrer rechten Seite noch x ; i, ” : nf einfacher durch 
“x, 4, , 4, so erhalt man die der allgemeinen quadratischen Trans- 
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formation Q entsprechende Thetaformel in der folgenden endgiiltigen 
Gestalt: 


2p—2 i 
@) saz” *o[ | Odeo [2] (ude 
—2G re aroneown 2 G2[5] 


v 


1 eo = = , 5 ,_A , ~ 
FD Wy Att D Au dy Bit FLD vu Pru Ww Vy Dy WAI ~ DY gy Ny Mi 
>< > e v “ Me v 








Hy kpy 
ree 
’ A A, A A, 
‘2 0 g+9 +n 9-9 +n 
— DS Gy + Fy t+ m)t% 2 2 2 
~~ s é A A 0 (x). s « 0 (v),. 
hah etal hh ta) 
2 2 
In dieser Formel ist zuniachst: 
i , t , , 
y= - 2 Au Un by = z 2 AurBus ? (vv = 1,2,. «+ p) 


wenn man mit A,,, By, die Ausdriicke: 
Auy=GyuHt-+ 2 Bye Aux, Buv=PYru®t+ 2GyzQux, (u,v=1,2,...,p) 
mit 44 die Determinante 2 -+ A,,A,..-.App und mit A,, die Adjuncte 
von A,, in dieser Determinante bezeichnet; es bezeichnen ferner 

Ju hu, Iu hu (u=1,2,...,p) 
beliebige reelle Constanten, aus denen sich die Gréssen 

A A &, 6, 

Gry hy, Gv, Ny (v=1,2,...,p) 
und ~(g,h), y(g’, h’) gemiiss den Gleichungen: 


A 1 ry / 
f= s cru Bru + . (G12 9u — Bru hu), 


A _ - 
h,= 5m Yom Oyu FD (— Pru Gut Ovulu), 
“ “ 


J 
] 


1,2,...)p) 
A, 1 , , 
n= 2 2 tty u By u + 2 (ou Ge — Byuln), 

“ 


A, 1 7 ’ , 
h,= 2 ZY 8vu + 2(— Pru du + 9ruhu); 
fe it 


v(9,h) = 5 DEE (typ Pou IuIu — 27 ru Bou' Juhu + Bru Syw hyhy) at 
amy 


1 : 
* gP ZZ Yuden (Gy u'Ju — Boy hy) xt, 
vu 


, , 1 a OI Pe ‘LL’ , , . 
v(g', hb’) = yee (yu Pru’ JuJu — 2770 Bry’ Ju Nw + Br 9vu huhw) at 


1 . , , . 
2 > 22 Pru Ove (Gru Iu’ — Bow hw) i, 


vm Me 
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zusammensetzen. Beziiglich der Bedeutung der Gréssen ®, 7, 7’, s, 0, 
a, B, y, 9, 6, g(ol, G{o] mag der Kiirze halber auf das in Art. 1 


Gesagte verwiesen werden, wabrend t; ota tp eine beliebige Lésung 
des Congruenzensystems: 

2 (Grn Pru + Grn tr) =O (mod. 2), 
(*) E(Bip8on + Bente) =O (mod. 2) (u=1,2,...p) 


bezeichnet. 


Aufstellung der Formel fiir die allgemeinste quadratische 
Transformation der Thetafunctionen einer Variable. 


4. 


Im speciellen Falle p= 1 geht die im letzten Artikel gewonnene 
Formel (Q) in die der allgemeinen zum Falle p = 1 gehérigen quadra- 
tischen Transformation: 


a = |+— (2d — By =2) 
y ) 
entsprechende Thetaformel iiber, und man erhilt so diese, wenn man 
dann noch s durch seinen Werth*): 


$= 2tap, 


wobei ¢4s den grossten gemeinsamen Theiler der beiden Zahlen « und £ 
bezeichnet, ersetzt, in der Gestalt: 





(Q,) 2tag D If (0), H (¢)a 
—axit - W(9,h)+WOQ',h’) 2 (0) 0 
——ae @ "6 e G?f[o] 
BA ; 
aw 5 1Y mipednit 5 (abn —ydn)ai— oy ni 
x e 
#4 
A ,A A A, 
9+9 +n g-9 +0 
—G+o+4 neni : ; 2 
* ° 3 A A, 0 > (v), o A A, e Z (v). 
hth +t+n h—-W+t+q 
2 2 


*) Vergl. die Transformation der Thetafunctionen einer Verinderlichen. 
Zweite Abhandlung. (Mathem. Annalen, Bd, 43, pag. 477.) 
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In dieser Formel ist zuniachst: 


A=anxi-+ Ba, B=y2i-- da, 
gun Be buon wd 

a Ti ~_ 
n= an — Ba, y=—yx+d4, 


es bezeichnen ferner g, h, g’, h' beliebige reelle Constanten, aus denen 


sich die Gréssen 9 . h, a i, v(g, h), v(g’, h’) gemiiss den Gleichungen: 


g =1ap + ag — Bh, h =iyd — yg + dh, 
g' =1ep+ag'— ph, Wh =hyd—yg +h, 


U(g,h) = 5 (ag? —2bygh + Pdh? —apdg +Bydh)ni, 
v(g',W’) = 5 (ayg'?—2Byg'h' +Bdh?—aydg' +pydh)zxi, 


zusammensetzen; es ist weiter: 


(6) = — se + 5 ap) i —570(o+ Saf) xi, 


ne o=f-1 —“¢ait2 (045 a8) oni 
Gio] = > é Bp p ? 


wobei*): 
0 te (t.¢—-1) a 
= bn Met a B 
2 
ist, wenn man mit ¢,¢, wie oben, den gréssten gemeinsamen Theiler 


der beiden Zahlen a und £# bezeichnet und « = t,ga’, B = t,98' setzt; 
es ist ferner beziiglich der Bedeutung des Buchstabens g und der 


Buchstaben a, 8 zu bemerken: 
1) Ist B[>0, so ist 99 —0, a= a, B =8 w setzen, 
2) Ist B=0, so ist py =1, a=0, B = — a wa setzen; 
es bezeichnet endlich 1 eine beliebige Lésung der beiden Congruenzen: 
(x) a(y + rt) =0 (mod. 2), 
B(d + tr) =0 (mod. 2); 
man sieht leicht, dass der Werth: 


taS— tap tys, 


*) a. a. O. pag. 466. 
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wobei wie vorher é,; den gréssten gemeinsamen Theiler der beiden 
Zahlen @ und #, und entsprechend ¢,y den gréssten gemeinsamen 
Theiler der beiden Zahlen y und 0 bezeichnet, stets den beiden auf- 
gestellten Congruenzen geniigt, und es soll daher unter t diese Zahl 
verstanden werden. 


Beispiele. 
5. 
Setzt man in der Formel (Q,): 
a=-2, Bp=0, y=0, 6—1, 


so erhilt man daraus die der Landen’schen Transformation: 


bo 


entsprechende Formel in der allgemeinen Gestalt: 
Q) 20(f] [Z| (we 


A=l + ° se ° 
re pe () ® [ams | () - 
2 a 2 - 
: 


A=v 


vwla 


Aus dieser Formel gehen, wenn man an Stelle von g’, h’, g, h der 
Reihe nach die speciellen Werthe: 


1. g=0, h=0, g=0, h=0O; 
2. 9 =3; hk =0, g=0, h=0O; 
3. g'=0, W=0, g=s, h—0; 
1 1 

4 g9=5, 4}=0, g=5, h=—0; 

a 1 
5 g =90, W=5, g=0, h=35; 
: ek Reh gel, Hab 


einfiihrt und gleichzeitig zur Vereinfachung fiir jedes auftretende 
Argument w und jeden auftretenden Parameter c: 
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0 


a [3 (w). = Doo (W)e, o| | (w). = By, (W)c, 


© 


a | (WwW), = B,)(w)., & 


cles nile wl 


(w)o = (We 


setzt, die sechs speciellen Transformationsgleichungen *): 


(1) 289 (O)aPoo(tt)e = Fin(S) + 9 (F) 
? ? 
(2) 2819 (0)a Fo (U)a = 0(*) + 91 (*) ’ 
2 2 
(3) 2 Hq (O)a 19 (ea = Fo (*) — Fis (*) ’ 
ry ? 
(4) 29 40(0).P10(W)a = Ho(F) — o(3) 
2 ry 
(5) 91 (O)a Foy (Wa = Foy i) (4) ’ 
2 ? 
(6) 91 (Oe: (We = Mo (F) MZ) - 
yl 2 
6. 
Setzt man in der Formel (Q,): 
axl, =(0, y=0, d=?2, 
so erhailt man daraus die der Gauss’schen Transformation : 
1 | 0 
Q” =|—-|-— 
0 | 2 


entsprechende Formel in der allgemeinen Gestalt: 


(Q,") [| ao [f] we 
= frets +e g—-g +x 
>| heh oo-2| hh | 0 


*) Vergl. Weber, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen (Braun- 
schweig 1891, Vieweg), pag. 79 u. f. 





x=1 


<2) 


x=0 
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Aus dieser Formel gehen, wenn man an Stelle von g’, h’, g, h der 
Reihe nach die speciellen Werthe: 


1. g'=0, W=0, g=0, h=0; 
2. g = 0, W=5, g=0, h=0; 
3. g' =0, WK =0, g=0, h—=i; 
4. g' =0, W=s, g=0, h=}; 
5. g' = 3 hi =0, 9=5; h = 0; 
6. 9° =5; h =0, 9=5 h=3; 


einfiihrt und wieder die im vorigen Artikel eingefiihrte Bezeichnungs- 
weise bei den Thetafunctionen anwendet, die sechs speciellen Trans- 
formationsgleichungen *) : 


(J) Doo (O)a Poo (U)a sie Do (U)oa + Po (toa, 

(2) Boi (O)a Boo (#)a aad 91 (oa oie Fis (Ura, 

(3) yy (O)a Fu: (Ua = O01 (Wea + Fir (20, 

(4) Bo: (Ola Po, (Wa = Fo (U)oa — 9%, (t)oa, 

(5) B19 (O)a Fig (Wa = 2 Fo (U)2a Dio (U)2a, 

(6) B19 (O)a yy (Wa = 2H; (Waa Dy; (U)aa. 
7. 


Setzt man in der Forme! (Q,): 
a=-1, p=0, y=1, J=—2, 
so erhalt man daraus die der Transformation: 


1 | 0 
G8 et—|——. 
te 


entsprechende Formel in der allgemeinen Gestalt: 


1 
“” 1 — (¢+g?)ni-gni 
Q,”) [7.9%] m= 
on | g+9'+ 9-9 + 
— Ze xit+o ae 2 w) 9 5 (u) ™ 
e , )a+ni ' 2a+m 
4 1-9-9 —* _poirgtg—* 
; h+h’'+ ; : h—h+ “ | 


*) Vergl. Weber, a. a. O. 











ami 
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Aus dieser Formel gehen, wenn man an Stelle von g’, h’, g, h der 
Reihe nach die speciellen Werthe: 


1. g =90, W=0, g=0, h—0O; 
2. g =0, W=5, g=0, h==0; 
3 g=0, W=0, g=0, h=5; 
4. fmt, h’ =>, g=0, h = 33 
5 9g’ =5, hk’ —0, 9=5) h==0; 
6 g =i, K=0, g =5, h=3; 


einfiihrt und wieder die in Art. 5 eingefiihrte Bezeichnungsweise bei 
den Thetafunctionen anwendet, die sechs speciellen Transformations- 
gleichungen: 


(1) Fo (O)a Foo (Ua = in (U)ea4ni — 1F{0(U)oa 4 mis 

(2) Bo; (O)a Foo (Ua = B80 (t) 2a 4.21 + 1981 (U)ea+ nis 

(3) Doo (0)a%p, (U)a —_ Po (U)oa +i iP (W)oa4 mi) 

(4) Boy (0)a Fo, (U)a —_ 91 (U)ea+ ni + Pio (Uo {my 
1 » 

(5) By 5 (O)aFyo (U)a =2e * Bio (Weat iB, (U)ea+miy 
Pe 

(6) F1(O)aF;; (W)a = Ze ; Boo (U)2a+-ni Fy (U)ea+zi- 


Strassburg i. E., im Juni 1894. 











Arthur Cayley. 
Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Vor etwa fiinfzig Jahren entsprosste dem noch ganz jungen Stamme 
der algebraischen Geometrie ein neuer Wissenszweig: die Invarianten- 
theorie; er entwickelte eine kriiftige Krone, unter deren Schatten auch 
der Stamm vortrefflich gedieh. Meister von vier Nationen wetteiferten 
in der Pflege des Gebildes: Pliicker und Hesse, Boole, Cayley, Sylvester 
und Salmon, Aronhold, Hermite und Brioschi, endlich auch Clebsch — 
um nur die bedeutendsten zu nennen, Aber wihrend die deutschen 
Meister, wie auch der erstgenannte der englischen, liingst geschieden 
sind, leuchtete das Fiinfgestirn der Auswirtigen noch hell in unsere 
Jetztzeit hinein, bis nun auch einer seiner Sterne erloschen ist, Dem 
dahingegangenen Mitschépfer und unermiidlichen Férderer zweier 
Wissenschaften, deren Anforderungen diese Annalen hauptsiichlich ihr 
Entstehen verdanken und denen sie lange ihre besondere Pflege ge- 
widmet haben, dem Mitarbeiter vom ersten Hefte an auch in ihren 
Blattern einen eingehenderen Nachruf zu widmen, ist eine ehrenvolle 
Pflicht, welcher die folgenden Zeilen entsprechen sollen*). 


Arthur Cayley, als Sohn eines St. Petersburger Kaufmanns 
Henry Cayley, der einer urspriinglich Yorkshire’schen Familie ent- 
stammte, wihrend eines kurzen Aufenthalts der Eltern in England 

*) Ich beschriinke mich des Raumes halber mehr auf die wissenschaftliche 
Wiirdigung, welche iibrigens mit der von F. Brioschi ,, Notizie sulla vita e sulle 
opere di Arturo Cayley“ (Rendic. d. R. Accad. d. Lincei, v. 3. Miirz d. J.) sich 
nahe beriihrt. Fiir das Persénliche wurden einige von Mrs, Cayley mir freund- 
lichst zur Verfiigung gestellte Daten benutzt, ferner die lebhafte Schilderung von 
der Hand G. Salmon’s (Zeitschrift ,, Nature“, v. 20. Sept. 1883), und die auf die 
wissenschaftlichen Lebensumstiinde eingehende Darstellung von J. W. L. Glaisher 
(,,The Cambridge Review“, v. 7. Febr. d. J.); eine Reihe weiterer Details ent- 
halt auch der warme Nachruf von E, V. [von der Hand eines langjihrigen Freundes 
des Verstorbenen, des Canon Venables] in der Ztg. ,,The Guardian“, v. 6. Febr. 
d. J. Vgl. ferner: Ch. Hermite in den C, R. v. 4, Febr. d. J.; Ch. A. Scott im 
Bullet. of the Amer. Soc., Mirz d. J. 

[Ausfiihrliche biographische und wissenschaftliche Notizen iiber A, Cayley 
giebt A. R. Forsyth, der Herausgeber der weiteren Biinde der Math. Papers, in 
dem eben erschienenen 8" Bande (zuerst in den Proc. of the K, Soc , Bd, 58). 
(Zusatz bei der Revision, Aug, 1895.)| 
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den 16, August 1821 in Richmond (Surrey) geboren, verbrachte seine 
ersten acht Lebensjahre in Russland, lebte aber von 1829 an, nach 
dauernder Uebersiedlung der Familie, wieder auf englischem Boden, 
erst bei London, dann, nach dem 14'" Lebensjahre, in King’s College 
in London. Schon 1838 trat er in das Trinity College der Uni- 
versitét Cambridge ein. Seine Fihigkeiten nicht bloss fiir das Mathe- 
matische, insbesondere seine energische Hingebung an jede ihn 
interessirende Materie, deren fast unmittelbares Erfassen und Durch- 
dringen, haben sich friih und so gliinzend entwickelt, dass er die nach 
englischen Begriffen héchsten Ehren eines ,,Senior Wrangler“ — wie 
kurz vor ibm Ellis und Stokes, ein Jahr nachher Adams — und eines 
»First Smith’s Prizeman“ erreichte und im selben Jahre 1842 Fellow 
Tutor seines Collegs wurde. Schon 1841 begann die lange stetige Reihe 
seiner mathematischen Arbeiten, die auch durch gréssere 1843—44 
nach der Schweiz und Italien unternommene Reisen nicht unterbrochen 
wurde. Hier ist ihm der Sinn sowohl fiir die Natur als fiir die alte 
Kunst aufgegangen; jener hat ihn noch manchmal zu grdésseren Fuss- 
wanderungen den Alpen zugefiihrt, dieser begleitete ihn noch bis zu- 
letzt, wo er zeichnend und construirend sich seinen Erinnerungen hingab. 

Seine math. Thitigkeit wird nicht einmal durch die Wahl eines 
neuen Berufes unterbrochen, dem sich Cayley zur grésseren Sicherung 
seiner Lebensstellung nun zuwendet: 1844—1849 arbeitet er bei einem 
beriihmten Notar (conveyancer) London’s, von da bis 1863 fungirt er 
selbstiindig als Barrister in Lincoln’s Inn, mit Erfolg und den besten 
Aussichten in dieser Laufbahn. Im Gegentheil; es ist, als ob der 
Gegensatz zwischen beiden Thitigkeiten, der juristischen im Berufe 
und der mathematischen in den Mussestunden, der Gegensatz zwischen 
jener mehr formalen und dieser mehr abstracten Beschiiftigung seine 
mathematischen Fiahigkeiten und seine Arbeitsfreudigkeit auf’s Héchste 
angeregt hiitte. Aus der Zeit jenes Doppellebens stammen fast alle 
Arbeiten, welche die ersten vier Quartbiinde der Gesammtausgabe an- 
fiillen ; darunter gerade die, welche man als die bedeutendsten Leistungen 
seines Lebens auf dem formentheoretischen, grésstentheils auch auf 
dem geometrischen, Gebiete zu bezeichnen hat, ferner Forschungen 
liber elliptische Functionen und eine ausgedehnte Reihe von Unter- 
suchungen auf dem Gebiete der Dynamik, insbesondere der astro- 
nomischen. Kin fiir die Wissenschaft einflussreiches Ereigniss dieser 
Zeit ist weiter die enye Fiihlung mit J. Sylvester, so innig, dass die 
beiden Forscher selbst nicht in der Lage waren, ihren Antheil an den 
einzelnen Entdeckungen, besonders in den Processen der Invarianten- 
theorie, vdllig klar zu legen; es fiihrte auch zur gemeinsamen Griindung 
(1857) und Leitung des Quarterly Journal, an Stelle des Cambridge 
Math. Journ. (von 1841 an) und des Cambr. and Dubl. Math. Journ. 
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(von 1846 an). Auch die Freundschaft zwischen den Beiden und 
G. Salmon ist vielfach der Wissenschaft zu gut gekommen; wie sich 
dies besonders an den Biichern des Letzteren bewahrt hat, die in ihrem 
Gehalte, besonders auch in den neuea von Cayley mitbesorgten Auf- 
lagen, sich vorzugsweise an die beiden Forscher anlehnen, und die, 
vor Allem in der deutschen Bearbeitung, auf die geometrisch-alge- 
braische Schule die stirkste Kinwirkung ausgeiibt haben. Endlich fallt 
in die Londoner Zeit die Thiitigkeit Cayley’s als Herausgeber der 
Publicationen der dortigen R. Astron. Society, eine Periode, die nach- 
dem er schon 1852 Mitglied der Londoner R. Society geworden war, 
1863 durch seine Wahl zum corresp, Mitgliede der astronomischen 
Section der Pariser Akademie abgeschlossen wurde. 

Dieses Jahr brachte einen Wendepunkt in Cayley’s Leben: er iiber- 
nahm, nachdem er sich (8. Sept.) vermihlt hatte, die neugegrtindete 
»sadlerian‘“-Professur an der Universitit zu Cambridge. Von da an 
lebte er ganz seiner Wissenschaft, in dem ruhigen Behagen einer gliick- 
lichen Ehe, aus der ein Sohn und eine Tochter hervorgegangen sind, 
eines freundlichen stiillen, aber gastlichen Hauses, eines gliubigen Ge- 
miiths, einer Lehrthitigkeit, in der er nach freier Wahl iiber ihn eben 
beschaftigende Disciplinen vortrug, einer erstaunlichen, nicht nach- 
lassenden mathematischen Productionsfahigkeit, endlich einer an seiner 
Universitit hochgeschiitzten geschiftlichen Thatigkeit. Die zahllosen ihm 
zu Theil gewordenen Ehren mégen hier iibergangen sein; erw&hnt sei 
nur, dass Cayley von Januar bis Mai 1882 an der John Hopkins 
Universitit in Baltimore auf deren Einladung hin einen gefeierten Vor- 
lesungscurs hielt. Am 26. Januar d. J., nach lingeren Leiden, beschloss 
Cayley sein bis zuletzt in hingebender Arbeit und in selbstloser Pflicht- 
erfiillung verbrachtes Leben. 

Dem Bande 6 der Math. Papers ist ein Bildniss des Mannes bei- 
gegeben, nach einem Oelbild von 1874, das in Bd. 7 durch eine Kopf- 
skizze von 1893, von derselben Hand und in derselben Auffassung, erginzt 
wird: bei kleiner Statur ein besonders in der oberen Hilfte miachtig 
entwickelter Kopf, leuchtender, in sich gekehrter Blick, eine kriaftige 
Nase, aber als vorherrschender Zug Freundlichkeit und Milde; es 


charakterisirt vollstindig den bescheidenen und anspruchslosen Ge- 
lehrten. — 


Von der immensen Fruchtbarkeit und Vielseitigkeit der Production 
Cayley’s geben fast alle mathematischen Journale und viele Akademie- 
schriften Zeugniss; einen vollen Einblick gewahrt aber erst die Samm- 
lung der gegen 900 Aufsiitze, welche die Cambridge University Press 
in einer auf etwa 12 Bande zu berechnenden Quartausgabe seit 1889 
veranstaltet und von welcher, unter Aufsicht des Verfassers selbst und 
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mit seinen Noten versehen, bis jetzt 7 Binde erschienen sind. Eine 
chronologische Anordnung der Publication ist im grossen Ganzen ein- 
gehalten, wird aber durch Zusammenfassen der Arbeiten nach Banden 
der Zeitschriften im Einzelnen tiberall durchbrochen. Trotzdem bietet 
sie eine geniigende Unterlage zur Uebersicht und Wiirdigung der 
wissenschaftlichen Thiitigkeit. *) 

Schon die ersten 12 Arbeiten (1841—1843, meist in dem neu 
gegriindeten Cambr. Math. J.) bewegen sich, wie alle spiiteren, auf 
algebraisch.m, geometrischem, analytischem, mechanischem Gebiete und 
zeigen die Basis, auf welcher Cayley steht: vor Allen Lagrange und Kuler, 
auf welche die leichte Beherrschung aller Hiilfsmittel zuriickzufiihren 
ist, dann die tibrigen Classiker in jeder Richtung: Laplace und Poisson, 
Carnot bis Chasles, Abel und Jacobi, Cauchy und Gauss, Pliicker bis 
Hesse. Er bemiichtigt sich zuvérderst, gleichzeitig mit Jacobi 1841, 
des Instruments der Determinanten, findet (Nr. 1) selbstiindig den 
Multiplicationssatz wieder und leitet daraus Relationen — die freilich 
sachlich bekannt waren — fiir die Distanzen zwischen 5 Punkten im 
Raume und ihnliche in Formeln ab, bei denen zum ersten Male die 
geriinderten Determinanten auftreten; er bemiichtigt sich ferner der 
symbolischen Rechnungsprocesse, welche von Cauchy, Boole u. A. fir 
Ditferentiationsoperationen angewendet worden waren. Geschieht dies 
auch zunichst nur in den Problemen der Attraction eines Ellipsoides 
und fiir die Lagrange’sche Reihe, so ist dieser Gebrauch doch als 
Vorstufe fiir die sich nun entwickelnde allgemeinere algebraische 
Ideenbildung wichtig. Ausgehend von der Auffassung einer Deter- 
minante als derivirt aus einer bilinearen Form, erweitert Cayley (Nr. 12) 
solehe Bildungen zu héheren nach Analogie der schon vorher (Nr. 11) 
betrachteten Reciprokaltheorie der Flichen 2'" Grades, und ausserdem 
zu Bildungen, die aus Permutation von mehr als 2 Indices entstehen, 
den spiiteren ,,Permutanten“. In diesen Gedankenkreis schlagen nun 
von drei Seiten Arbeiten ein, in denen ein und dieselbe Eigenschaft 
gewisser abgeleiteter Functionen zum Ausdruck kommt: Boole’s Be- 
merkung (Cambr. Math. J. Bd. 2, 1842, Bd. 3, 1843), dass die Dis- 
criminante einer Form bei linearer Transformation sich bis auf einen 
Factor reproducirt; Hesse’s Nachweis (Crelle’s J. 28, 1844) des ana- 
logen Verhaltens seiner ,, Determinante’‘, sowie eine Hisenstein’sche 
Formel tiber biniire Formen (Cr. J. 27, 1844); und dieser Stoss list 
plétzlich die Ideenfiille aus, die zur ,,neueren Algebra‘ fihren sollte, 
Indem C. auf die verschiedenen Variabelnreihen seiner mehrfach linearen 
Formen unabhingige lineare Substitutionen anwendet (Nr. 13, 1845), 


*) Die Nummern der folgenden Citate sind die der Abhandlungen in den 
genannten ,,Collected Mathem, Papers‘, 
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erhalt er durch die einfache Benutzung des Multiplicationssatzes der 
Determinanten den Beweis der Boole’schen Siitze und zugleich in den 
rationalen Functionen der friiheren Bildungen, den _ ,,Hyperdetermi- 
nanten“, eine bedeutende Erweiterung der invarianten functionen; 
iiberdies schon eine Definition dieser Functionen durch ein System 
partieller Differentialgleichungen,.welches freilich fiir das Zusammen- 
fallen der Variabelnreihen, also fiir Formen héherer Ordnung, nicht 
mehr unmittelbar gilt. Mit der Erkenntniss aber, die sich ihm durch 
Boole’s Mittheilung der Invariante dritten Grades der biniiren biquadra- 
tischen Form erschliesst, dass seine Permutationsmethode doch nicht 
gentigend umfassend sei, tritt sogleich (Nr. 14, 1845; Nr. 13 und 14 
zusammengefasst im ,,Mém. sur les Hyperdéterminants“, Cr. J. 30) die 
allgemeine Fragestellung auf: ,,fiir irgend eine gegebene Reihe von 
Grundformen das Gesammtsystem der abgeleiteten Formen zu bilden, 
welche fiir lineare Transformation der Variabeln ihrer Gestalt nach 
(d. h. bis auf einen Factor) unveriindert bleiben“. Und von dem 
Begriff schreitet C. sofort zur That, indem er, durch symbolische Auf- 
fassung der friiheren Operationen , eine wenigstens die biniiren Formen 
erledigende Methode zur Bildung des abgeleiteten Systems schafft; 
wobei er auch die Bedeutung der Aufgabe, die im System unabhingigen 
Formen zu bestimmen und die iibrigen auf sie zuriickzufiihren, schon 
voll erkennt. 

In dieser Auffassung ist der Grund gelegt zu der neuen Wissen- 
schaft der Invariantentheorie der Formen (Quantics), deren Grund- 
gedanke: die Transformationsfunctionen (,,transforming functions‘) 
aufzusuchen, welche bei einer gegebenen Schaar von Transformationen 
invariant sind, mit der Zeit auf immer umfassendere Gebiete aus- 
gedehnt und zu einem die moderne Algebra und Analysis beherrschen- 
den geworden ist. Es lassen sich zwar, wie bei jedem grossen Gedanken, 
einzelne Wurzeln zuriickverfolgen, auch iiber die schon genannten 
algebraischen Arbeiten hinaus in das Gebiet der Zahlentheorie und 
insbesondere in das der Geometrie, aus welcher das systematische 
Begriffsmaterial der projectiven Eigenschaften von Cayley aufgenom- 
men war; aber in voller Klarheit, und zwar in fast plétziicher All- 
gemeinheit, kommt die Idee erst bei Cayley zum Ausdruck. Sie ist 
daher als sein unvergiingliches Eigenthum anzusehen, der Wissenszweig 
als seine Schépfung. 

Der grosse Antheil, welchen Cayley selbst an der Ausgestaltung der 
von ihm zuerst aufgestellten Idee hat, soll hier nur in seinen Haupt- 
momenten kurz charakterisirt werden; sie beziehen sich auf seine 
symbolische Methode, auf seine Abzaihlungen, auf die geometrischen 
Anwendungen. 


In ersterer Hinsicht bildet C. Determinanten aus Differential- 
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operationen, deren Producte symbolisch als héhere Differentiale auf- 
zufassen sind: es ist der ,,Q-Process‘‘, von dem ein specieller Fall auf 
den von den deutschen Mathematikern an den symbolisch geschriebenen 
Formen ausgefiihrten ,, Ueberschiebungs-“, oder genauer auf den 
,,Valtungs‘-Process fiihrt. Wenn die deutsche Entwickelung der Theorie 
wesentlich darauf beruht, dass die umfassende Bedeutung dieses Falles 
erkannt worden ist, so hat die englische Symbolik den Vorzug, fiir 
specielle Grundformen und nicht-homogene Variable direct anwendbar 
zu bleiben. Auf die symbolischen Methoden iiberhaupt fiihren alle 
spiteren Fortschritte in der Erzeugungsweise der Formen des Systems 
zurtick, 

Die abzthlende Richtung, schon 1845 angebahnt, wird hauptsiichlich 
in dem zweiten (1856) der zehn ,,Memoirs on Quantics“‘ eingeschlagen, 
jener in den Philos. Transactions der R. Society 1854—1878 erschienenen 
Serie von Abhandlungen, in welchen C. seine Entdeckungen in der 
Formentheorie vorzugsweise zusammengefasst hat, die ersten sieben 
noch in der Londoner Zeit. Hier wird die Definition der Invarianten 
und Covarianten mittels partieller Differentialgleichungen auf Grund- 
formen hdherer Ordnung ausgedehnt, wobei C. sich mit Sylvester und 
Aronhold begegnet; und es wird der Versuch gemacht, die Frage der 
unabhiingigen Formen auf Abzihlungen mittelst ,,Theilung“ der Zahlen, 
also — nach Euler — auf Entwickelung einer ,,erzeugenden Function“ 
zuriickzufiihren. So sehr die letztere Methode auf inductivem Boden 
steht, hat sie doch auch die Theorie in zweifacher Weise geférdert: 
indirect, indem sie durch einen iibereilten Schluss den Anstoss zu dem 
Gordan’schen Fundamentalsatz von der Eudlichkeit der (rational-ganz) 
unabhingigen Formen des Systems — ,,dessen Wichtigkeit bez. der 
ganzen Formentheorie zu tiberschiitzen unmdglich ist‘, wie C. freudig 
anerkannte (9'** Mem., Nr. 462) — und damit erst zu einer Méglich- 
keit des Einblicks in die Structur des ganzen Formenkreises gab (1868); 
direct, indem sie in viel spiiterer Zeit eine Reihe von Arbeiten Sylvester's, 
Cayley’s und ihrer Schiiler hervorrief, welche fiir die Abzaéhlung der 
Formen von gegebenem Grad und Ordnung von Erfolg waren und auch 
fiir jenes volle System leitende Gesichtspunkte boten. Auf jener Defi- 
nition durch Differentialgleichungen beruht aber auch (ib., oder Nr. 131 
in Cr. J. 47, 1854) Cayley’s Erzeugung einer Covariante aus ihrem Leit- 
gliede, die sich fiir die Algebra und die Theorie der Differentialglei- 
chungen als folgenreich erwiesen hat, und von welcher die Faa di 
Bruno’sche (Cr. J. 90) nur eine andere Ausdrucksweise vorstellt; und 
hieran schliesst sich, nachdem Mac Mahon (American J. Bd. 7, 1884) 
den Zusammenhang dieser ,,Seminvarianten“ der biniren Formen mit 
den symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Gleichung gezeigt 
hatte, eine neuerliche Arbeitsperiode C.’s auf dem formen- und glei- 
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chungstheoretischen Gebiete, die sich wiederum durch Abziihlungen 
und vielfache tabellarische Anordnungen kenuzeichnet. 

Was die Anwendungen der Formentheorie auf Geometric betrifft, 
so haben erst bei Cayley die projectiven Gedanken ihre vollstiindige 
algebraische Gestaltung erfahren. Haben insbesondere projective Ver- 
allgemeinerungen von metrischen Beziehungen schon vor Cayley fiir 
den geometrisch-algebraischen Standpunkt ,,einen nicht hoch genug 
anzuschlagenden Fortschritt“ (s. A. Clebsch iiber J. Pliicker) bedeutet, 
so ist doch erst durch eine von Cayley’s héchsten Leistungen, durch 
seine projective Massbestimmung (6'** Mem., Nr. 158, 1859), das eigent- 
liche Messen selbst dem allgemeinen projectiven Begriffe des Doppel- 
verhiiltnisses eingefiigt worden und zugleich durch die Theorie der 
quadratischen Formen ,,zum vollendeten analytischen Ausdruck “ 
(Clebsch ib.) gelangt. Auf die weitere Bedeutung dieses Schrittes 
werden wir noch unten zuriickkommen. — Auf der anderen Seite 
haben die von der Geometrie gestellten Probleme die algebraischen 
Methoden, insbesondere die der Elimination, in hohem Grade angeregt. 
Die friiheste hierhergehirige Leistung ist in der Abhandlung ,,Recherches 
sur l’élimination et sur la théorie des courbes“ (Nr. 53 in Cr. J. 34, 
1847) enthalten; dort wird, im Anschluss an Joachimsthal, zuerst ein 
ternires Curvenproblem auf ein biniires zuriickgebracht, und die von 
Hesse schon fiir die Wendepunkte geléste Aufgabe, bei der Elimination 
auftretende iiberschiissige Factoren wegzuschaffen, fiir die Reciprokal- 
gleichung der Curve 3' Ordnung, hauptsiichlich aber fiir das Doppel- 
tangentenproblem verfolgt, mit einem Ansatz, der Hesse fiir die Curve 
4 Ordnung zum Ziel gefiihrt hat. Ueberdies nimmt dieser Aufsatz, 
eine wirkliche Pionierarbeit, eine Reihe spiater wiedergefundener Re- 
sultate voraus, so das Rechnen mit Identititen, das Verhalten der 
Hesse’schen Determinante in Doppel- und Riickkehrpunkten, Nach 
der Wendung, welche Salmon 1858 dem Doppeltangentenproblem ge- 
geben hatte, baut C. 1859 (Nr. 260) dessen Methode fiir die allgemeine 
Curve n'*' Ordnung auf Invariantenidentitaten auf; und diese algebraische 
Kunst zeigt sich in noch héherem Grade in dem gleichzeitig (Nr. 261, 
bes. aber in Nr. 341, 1864) auf Grund eines Hesse’schen Ansatzes be- 
handelten Problem der Beriihrungspunkte 5' Ordnung einer Curve 
mit einem Kegelschnitt. In diesen Arbeiten liegen die Wurzeln der 
spiiteren algebraisch-geometrischen Forschungen von Clebsch. Auch 
die kurzen, fiir Gradabzihlungen wichtig gewordenen Noten in Cr. 
J. 63 und 64 (Nr. 338, 352), welche an Stelle einer gegebenen Curve 
lineare Curvenschaaren setzen und, im Falle dass eine Resultante ver- 
schwindet, specielle (reducirte) Resultanten einfiihren, sind hier zu 
erwihnen. — Endlich muss, bei dem Zusammenhange der Geometrie 
mit der Invariantentheorie, noch an die drei zuasammengehdrigen durch 
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die Polarentheorie einer ebenen Curve zugeordneten Curven, von denen 
eine den Namen der Cayley’schen Curve triigt, erinnert werden: C. hat sie 
zuerst (1844, Nr. 26) geometrisch an der Curve 3'** Ordnung erschlossen 
und spiiter (1856, Nr. 146) als ,,Pippian‘‘ (wegen ihrer Gleichung P(w) 
so genannt) formentheoretisch erértert, wie er solches an der Curve 
3 Ordnung tiberhaupt vielfach gethan hat. 

Statt alle einzelnen Entdeckungen Cayley’s auf dem Gebiete der 
Invariantentheorie zu verfolgen, darf hier auf den ,,Bericht tiber den 
gegenwirtigen Stand der Invariantentheorie von F, Meyer (1892) 
verwiesen werden; insbesondere auch fiir die Beziehungen zu J. Sylvester 
und Ch. Hermite. Cayley, bei dem sich jede gewonnene Anregung 
in Selbstschaffen umsetzte, giebt nicht nur deren Resultate in seinen 
,,Memoirs“ in eigener Weise wieder; er verallgemeinert auch die 
Formerzeugungsprocesse und neuen Begriffe, wie die ,,kanonischen“‘ 
Darstellungen des Ersteren, die ,,typischen“‘ des Letzteren. Nur die 
neve orm der Auflésung der Gleichung 4'" Grades (Nr. 135 in Cr. 
J. 50, Nr. 232 in Cr. J. 54, etc.) sei desshalb besonders genanut, weii 
Cayley in seinem ersten Beitrag zu diesen Annalen auf das Thema 
zurtickkommt. Die ganze Richtung, noch wesentlich erginzt durch 
die Untersuchungen iiber die Abhingigkeit der Formen des Systems 
von den Wurzeln der durch die Grundform dargestellten Gleichung, 
ist nach 1854 von F. Brioschi zusammenfassend weiter verfolgt 
worden. — 


Cayley’s Arbeiten auf algebraischem Gebiet sind nicht nur in- 
variantentheoretischer Art; sie erstrecken sich tiber alle angrenzenden 
Disciplinen. Zunichst tiber Determinanten und Matrices. Von dem 
von ibm sogenannten ,,déterminants gauches“ giebt er (Nr. 69 in 
Cr. J. 38, 1848 und Nr. 137 in Cr. J. 50, 1855) die Eigenschaften 
und die Berechnung, vor Allem aber verwendet er sie (Nr. 52 in Cr. 
J. 32, 1846) dazu, um die n® Coefficienten einer orthogonalen Sub- 


stitution als rationale Functionen von 5n(n—1) Elementen auszu- 


driicken, in directer Verallgemeinerung dessen, was Kuler fiir n = 3 
und 4 ,,nulla certa methodo, sed potius quasi divinando“ geleistet 
hatte — und so hat man auf Cayley das von Euler hinzugefiigte Wort*) 
anzuwenden: ,,si quis viam directam ad hanc solutionem manuducentem 
investigaverit, insignia certe subsidia analysi attulisse erit censendus.“ 
Mit dem Fall » = 3 hatte sich tibrigens C. schon friiher bei Gelegen- 
heit des Rotationsproblems (Nr. 6, 37) beschiftigt, seine allgemeine 
Lésung hatte 1854 Hermite’s Arbeit iiber die Transformation der 
quadratischen ternéren Formen in sich (Cambr. a. Dubl. Math. J. Bd. 9) 


*) Citirt in Baltzer’s Determinanten, § 14. 
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veranlasst, und diese wieder Verallgemeinerungen von Cayley auf 
quaterniire (Cr. J. 50) und auf bilineare Formen (Nr. 153, in Philos. 
Transact. 1858). Diese Verallgemeinerungen sind besonders der Rech- 
nung mit Matrices — quadratisch oder rectangular geordneten Ele- 
menten — zu danken, welche Cayley (Nr. 11, 152) schon in dem 
Sinne eingeleitet hat, in dem sie spiiter (1867) durch Laguerre weiter- 
gebildet worden ist. Bei Gelegenheit der Matrices wollen wir gleich 
eine durch sie bei Cayley angeregte Untersuchungsrichtung abzihlender 
Art erwihnen: es handelt sich fiir ein System tiberschiissiger Be- 
dingungsgleichungen nicht nur um die Anzahl der unabhiingigen 
Bedingungen, sondern um die Ordnung des Systems, d. h, die Anzahl 
der Lésungssysteme (Nr. 77, 1849), eine Frage, die von ihm gleich- 
zeitig mit Salmon in Angriff genommen, von Letzterem aber zu all- 
gemeinen Formeln hin weitergefitihrt worden ist; auch die Frage nach 
der Basis eines solchen Systems von Bedingungen ist von Cayley zuerst 
angeregt worden (Nr. 413 in Phil. Transact. Bd. 160, 1869). 

Die Theorie der Elimination der Variabeln aus zwei biniiren Formen 
verdankt Cayley den fiir die formentheoretische Behandlung wichtig 
gewordenen Fortschritt, dass er die Bézout’sche Methode in die bilineare 
Form — ,,Bézoutic emanant“* — zusammenfasste, deren Determinante 
die Resultante ist (Nr. 230 in Cr. J. 53, 1855, und Nr. 155 im 4! 
der Memoirs, 1858); fiir terniire Formen stellt er die Resultante 
wenigstens als Quotienten dar (Nr. 40, 59), indem er die Elimination 
aus tiberschiissigen linearen Gleichungen erledigt. Ferner giebt er fiir 
jene erstere Resultante zahlreiche Tafeln, sei es fiir ihre Determinanten- 
formen, sei es fiir ihre Ausdriicke in symmetrischen Functionen der 
Wurzeln, welch’ letztere Theorie er schon seit 1857 (Nr. 147) nach 
der Seite ihrer Berechnung hin eifrig geférdert hatte. Seine Geschick- 
lichkeit in algebraischen Umformungen, die ihn in der Durchfihrung 
verwickelter Rechnungen, und seine Lust zu tabuliren, die ihn im 
Ausdenken immer neuer Anordnungen unerschépflich machen, zeigen 
sich noch in vielen analogen Aufgaben: so wenn er die Sturm’schen 
Functionen durch die Coefficienten ausdriickt (Nr. 48, 65), oder wenn 
er die Bedingungen fiir Gleichheiten unter den Wurzeln aufstellt, 
ebenso in Resolventenbildungen aller Art (Nr. 262, ff.), wie fiir die 
Gleichung fiinften Grades (Nr. 268 u. ff.). Auch. die Arbeiten auf dem 
Gebiete der Zahlentheorie sind wesentlich tabellarischer Art. 

Aber auch die Substitutionstheorie ist in seinen spiteren Arbeiten 
vertreten: durch Tabellen und durch graphische Versinnlichungen von 
Gruppen, durch geometrische Untersuchungen von Configurationen. 
Cayley nimmt sogar den Galois’schen Gruppenbegriff von dev Ver- 
tauschungen explicit auf die Operationen tiberhaupt heriiber (Nr. 125, 
126 in Philos. Mag. Bd. 7, 1854) und definirt die Gruppe durch eine 
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Reihe von Relationen zwischen einigen erzeugenden Operationen. Er 
ist sich hierbei der Bedeutung des Begriffs, wenn auch nur fiir 
discontinuirliche Gruppen, vollkommen bewusst (vgl. Nr. 299, 1860: 
the most outlying term‘’); und so kann auch diese die jetzige mathe- 
matische Forschung durchdringende Idee den Namen Cayley’s in ihre 
Geschichte aufnehmen, — 


Das zweite Hauptgebiet von Cayley’s Thiitigkeit ist die Geometric, 
und zwar in ihren simmtlichen Zweigen. Diese Thiitigkeit erstreckt 
sich iiber die ganze Schaffenszeit, sie erreicht aber ihre grésste Inten- 
sitit zwischen 1860 und 1870. Um an die oben schon erwihnten 
algebraisch-geometrischen Arbeiten anzuschliessen, sei hier zuniichst 
die grosse Reihe der auf die Reciprokaltheorie der Curven und Flachen 
beziiglichen Abhandlungen angefiihrt. Das friiheste wichtige Ergebniss 
in dieser Richtung ist die Ausdehnung der Pliicker’schen Formeln von 
ebenen Curven auf Raumcurven, fiir welche Salmon schon den Begriff 
der ,,scheinbaren Doppelpunkte“ eingefiihrt hatte, und auf developpable 
Flichen (Nr. 30 in Liouv. J. Bd. 10, 1845; s. auch Nr. 83). Von da 
an tritt die Reciprokaltheorie der Fldchen in den Vordergrund, und 
zwar in engster Verbindung mit Salmon’s Arbeiten von 1847, 1848 
und 1857: eine Reihe von Untersuchungen iiber die Fliichen dritter 
Ordnung (Nr. 47, 1847; Nr. 76, 1849, wobei iibrigens die Bezeichnungs- 
weise fiir die Configuration der Geraden noch ungeniigend ist) und 
eine systematische geometrische Auffassung der von besonderen beriihren- 
den Ebenen auf einer Fliche erzeugten Curven (Nr. 106, 1852) 
mussten vorausgehen, bis 1862 (Nr. 227) die Salmon’schen Flichen- 
formeln auf ihren Zusammenhang hin gepriift werden konnten; ja erst, 
nachdem er 1869 (Nr. 412) in Ankniipfung an und Ergiinzung von 
Schlifli’s Arbeit die Flichen dritter Ordnung nach ihren Singularititen 
eingetheilt und einzeln durch Rechnung auf ihre Reciprokaleigenschafteu 
erforscht hatte, konnte er jene Formeln inductiv erweitern oder veri- 
ficiren (1869, Nr. 411 ete.). Obwohl C. hierbei tief in die Higen- 
schaften der Singularitiiten vielfacher Curven auf Flachen eindringt, 
ist doch nur der sogenannte ,,allgemeine“ Fall behandelt, wahrend sich 
C., wie er dies auch sonst oft that, die Behandlung specieller Vor- 
kommnisse einer supplementiiren Untersuchung vorbehalten denkt; 
so kam es, dass in der Gestalt, in welcher die Formeln in Salmon’s 
Raumgeometrie tibergegangen sind, manches der spiteren Behandlung 
(Zeuthen) iiberlassen blieb. — Die Flichenformeln werden dann wieder 
(Nr. 373, 1865), zum Theil in Verbindung mit Cremona, zur Vervoll- 
stiindigung der vorher gefundenen Formeln fiir Raumecurven und ab- 
wickelbare Flichen benutzt (s. Quart. J. Bd. 11, 1869). 

Von der geometrischen Auffassung der Tangentenebene ausgehend, 
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gab C. weiter das Verhalten der Doppelcurve einer windschiefen Fliiche 
zu deren Erzeugenden (Nr. 107, 1852) an; wie er denn diese Flichenart 
iiberhaupt systematisch verfolgte, sei es — wieder im Anschluss an 
Salmon — in Bezug auf ihre Erzeugung durch 3 Leiteurven (Nr. 339, 
1863; ff.), sei es durch Discussion der Regelflichen von niedrigeren 
Ordnungen. In den Arbeiten der ersteren Art finden sich auch Ab- 
zihlungen der Ordnung mittelst Functionalformeln , die iiberhaupt fiir 
die spiitere abzihlende Richtung der Geometrie von Bedeutung geworden 
sind; und andere bemerkenswerthe Resultate (4-punktige Sehnen der 
Raumeurven, algebr. Discussion von rationalen Raumcurven). 

Von den iibrigen geometrischen Leistungen seien die hauptsiich- 
lichsten nach ihrer Zeitfolge besprochen. 

Schon 1843 (Nr. 5) stellt Cayley — nur auf Chasles gestiitzt und 
ohne zunichst Pliicker zu nennen*) — einen sehr allgemeinen Satz fiir 
ebene Curven auf, der seitdem, als ,,Cayley’scher Schnittpunktsata, 
eine der Grundlagen der abzihlenden ebenen Geometrie geworden, 
freilich erst weiterhin geniigend sichergestellt und begrenzt worden 
ist. Zu bemerken ist hierzu, dass C. selbst in der urspriinglichen 
Note seine Ableitung als nicht so concludent hinstellt, wie spiiter. 

Und wiederum begegnet sich Cayley mit Pliicker in der Schépfung 
der ,,Coordinaten einer Geraden im Raume“**). Indem er 1860 (Nr. 284, 
s. auch Nr. 294, 1862) eine Raumeurve durch alle sie schneidenden, 
zu Kegeln geordneten, Geraden darstellt, gelangt er zu den 6 Coordi- 
naten der Geraden. Sie dienen C. zur Lésung einfacher Aufgaben, 
wie zur Aufstellung der Involutionsbedingung fiir 6 Gerade (linearen 
Relationen zwischen den Coordinaten) und zu mechanischen Anwendungen 
(Nr. 300, 1861; 388; 435), die Entwickelung einer Geometrie des 
Raumes, unter Auffassung der Geraden als Element, blieb Pliicker 
vorbehalten. C. ist selbst (s. die Noten zum IV. Band der Papers) 
angstlich bemiiht, Pliicker das Verdienst dieser Idee voll zu lassen, 
der eine von ihm schon 1846 angedeutete, aber in Vergessenheit ge- 
rathene Idee erst 1865, unter Hinweis auf Cayley, wieder aufgenommen 
hatte: ein sprechender Beweis fiir die Selbstlosigkeit des Mannes. 
Uebrigens kommt C. auf diese Geometrie selten zuriick, zuletzt in Proc. 
of the London Math, Soc. Bd. 8, 1877 bei den Normalencongruenzen. 

Eine verwandte Leistung, welche die Grundlage fiir eine Reihe 
von geometrisch-algebraischen Arbeiten Anderer werden sollte, bildet 
die Darstellung einer Rawmcurve durch Kegel und Monoid (eine Fliche 
n® Ordnung mit (n—1)-fachem Punkt) (Nr. 302, 305 in C. R. 1862, 
1864). C. behandelte mit diesem Hiilfsmittel selbst nur die niedrigeren 


*) Vgl. die o. c. Note von Scott. 
**) Vgl. hierzu Clebsch iiber ,,J. Pliicker'’. 
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Fille (vorher schon die auf der Fliche 2'** Ordnung gelegenen Raum- 
curven, indem er sich hierzu (Nr. 314, 1861), wie bald darauf Chasles, 
der Pliicker’schen Parameterdarstellung bedient); aber er verfolgte mit 
Aufmerksamkeit die Entwickelungen Anderer, bes. diejenigen von Halphen 
(vgl. Note zu Papers, V). 

In die Polarentheorie gehért wieder eine der bekanntesten Leistungen 
Cayley’s, die Untersuchung der singuldren Punkte der algebraischen 
ebenen Curven (Nr. 354 und 374, 1865; vorher Nr. 343), deren bei 
Gelegenheit des Berichtes tiber die Entwickelung der Theorie der alge- 
braischen Functionen (Math. Vereinigung 1893) eingehend gedacht wurde. 
Hier sei nur erwihnt, dass sie hauptsiichlich in der, durch Clebsch’s 
Verwendung der Geschlechtszahl p (1864) angeregten Einfiihrung von 
vier ganzzahligen Aequivalenzzahlen besteht. Von dieser Note datirt, 
wiewohl die Aequivaleuzbeweise nicht erschépfend waren, die Auf- 
nahme der héheren Singularititen in die Curvengeometrie. 

In demselben Jahrzehnt wurde die Geometrie noch durch eine 
weitere folgenschwere Kntdeckung bereichert: nach Ausdehnung des 
Chasles’schen Correspondenzprincips auf rationale Curven wird Cayley 
durch eine rasche Verallgemeinerung auf das fiir Curven von beliebigem 
Geschlecht p gefiihrt. Auch die Geschichte dieses Princips und seiner 
Anwendungen findet sich in dem soeben citirten Bericht; hier sei nur 
hervorgehoben, dass sich kaum in irgend einem anderen Gebiet die 
inductiv-verallgemeinernde Kraft Cayley’s so deutlich zeigt, wie in dem 
vorliegenden. Auch war er sich der Begrenzung seines versuchten 
Beweises wohl bewusst, und er schloss sich brieflich gern den spiiteren, 
von ihm unabhiingig gefundenen Resultaten in dieser Richtung an. 
Ihm bleibt dabei das Verdienst, den Satz zuerst formulirt, seine Be- 
deutung fiir die projective Geometrie erkannt und durch zahlreiche 
Beispiele, wie die Bestimmung der Zahl der Kegelschnitte fiir gegebene 
Bedingungen (Nr. 407, 1867), zu einem reichen Wissenszweige angeregt 
zu haben. — Unabhiingig von diesen Anwendungen ist auch die sich 
hierbei entwickelnde Anschauung bemerkenswerth: die Coefficienten 
der Kegelschnitte als Variable in einem héheren Raume zu deuten, 
wobei alles auf Aufsuchen der singuliren Stellen von Gebilden dieses 
Raumes zuriickkommt. Nur dass Cayley auch von dieser Auffassung 
bloss eine Skizze giebt, wie er es bei allgemeinen Anschauungen tiber- 
haupt liebte, wihrend sich seine Untersuchungen auf alles Detail der 
einzelnen Fille erstreckten. 

Auch in die Probleme der rationalen Transformation, die im 
Mittelpunkt der neueren Geometrie stehen, hat Cayley eingegriffen. 
So giebt er, von Clebsch angeregt, die Reduction der Curven vom 
Geschlecht p auf Normalcurven (p-+ 2) Ordnung (Nr. 384, 1865); 
ferner den geometrischen Beweis fiir die Erhaltung des Moduls bei 
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p = 1, wahrend ihm die Ausdehnung auf die Moduln fiir héhere p 
hierbei, und auch spiiterhin, nicht gliickte. Aus dem Jahre 1869 
stammt die, erst Ende 1870 erschienene, Abhandlung iiber die ein- 
deutigen Ebenen- und Raumtransformationen (Nr. 447, 450); die 
letzteren werden auf dem Wege der Verallgemeinerung gewonnen, wie 
gleich darauf von zwei anderen Seiten auf dem Wege der Flichen- 
abbildungen, fiir die Ebene wird ohne Beweis der Satz von der Zusam- 
mensetzung der Transformationen aus quadratischen mitgetheilt, welchen 
Clifford, Cayley’s niichster Schiiler, aus Beispielen abstrahirt hatte. 
Die Abhandlung enthiilt auch Abzihlungen fiir das Auftreten vielfacher 
Elemente von Flichen: Zahlen, welche, nach brieflichem Verkehr 
verbessert, Cayley zur Aufstellung einer negativen Geschlechtszahl fiir 
die Flaichenclasse, welcher die Regelfliichen zugehéren, Veranlassung 
gegeben haben. 

Man kénnte nun noch weiter auf ganze Serien von geometrischen 
Arbeiten hinweisen, wie tiber die Flichen vierter Ordnung mit Knoten- 
punkten, insbesondere die Kummer’sche Fliche (1870ff.), oder iiber 
die Theorie der zweien Kegelschnitten ein-, bezw. umgeschriebenen 
Polygone (1863 ff.), u. s. w.; es mag aber geniigen zu sagen, dass, 
wie vielseitig und beziehungsreich auch ihre Methoden sind und wie 
sehr auch gerade in diesem Umstande ihr weitreichender Einfluss be- 
griindet ist, Cayley doch iiberall vorzugsweise als der Algebraiker zu 
erkennen ist, welcher jede Construction und jeden Satz auf algebraische 
Identitiiten zuriickzufiihren und in diesen Formeln das Geriiste ihres 
Aufbaus blosszulegen sucht. Indessen ist auch die intuitive Seite stark 
ausgepragt. Sie zeigt sich schon, als C. (Nr. 36, 1846) jede Bewegung 
eines festen Kérpers durch ein Drehen und Gleiten zweier windschiefer 
Flachen auf einander ersetzte; ferner in der Art des Erfassens der 
Singularititen von Flichen und Curven; vor Allem in vielfachen ge- 
staltlichen Untersuchungen. Die letzteren betreffen Kegelschnittsysteme 
(Nr. 280, 285, 342, 390), Kegel und Curven 3'* Ordnung (Nr. 249, 345, 
350, 351, 399) — wo Gestaltliches und Analytisches ganz im Pliicker’- 
schen Sinne behandelt wird —, Curven 4'* Ordnung (Nr. 361 ff.), 
Brenncurven u. s. w., die Erzeugung und Symmetrieeigenschaften der 
Polyeder (Nr. 308, 375). Diese Seite zeigt sich auch in zahlreichen 
Zeichnungen, welche sich gelegentlich bis zur Herstellung von Modellen 
erheben, in dem Interesse fiir topographische Probleme (Nr. 246) 
und fiir mechanische Erzeugungen von Curven mittelst eigener Con- 
structionen (Nr. 446ff.), in graphischen Constructionen astronomischer 
Vorgiinge (s. unten) oder von Substitutionsgruppen (American J. I, 
XI), in Discussion von Figuren, die zugleich die symbolischen 
Formeln der Invariantentheorie und die Substitutionsformeln der 
organischen Chemie illustriren (American J. V); auch viele einzelne 
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Beweisfiihrungen bezeugen die Thitigkeit der Anschauungskraft des 
Urhebers. — 


Auf dem Gebiete der Analysis liegen zahlreiche Leistungen Cayley’s 
vor, welche, wenn sie auch hinter den algebraischen und geometrischen 
zuriickstehen, doch vortretend genug sind, um hier charakterisirt zu 
werden. Durch Abel und Jacobi angeregt, hat Cayley der Theorie 
der elliptischen Functionen sehr friih Interesse entgegengebracht, und 
ist dann dieser Richtung immer ergeben geblieben. Von den Abel’- 
schen doppelt unendlichen Producten ausgehend sucht er (Nr. 19, 23, 
24, 25, 130; 1844 und 1845), die Higenschaften der Thetafunctionen 
und die Transformationstheorie zu begriinden, und erhalt, ein Jahr 
vor Eisenstein, wichtige Resultate des Letzteren. Auch der Aufsatz 
Nr. 45 (1847), wo von der Differentialgleichung fiir sin am w und der 
Definition der Thetafunction durch das Integral 2'*" Gattung aus auf ein- 
fachem Wege zur Quotientendarstellung jener elliptischen Function, und 
weiter, aber nur implicit (s. Nr. 307), zur Potenzentwickelung fiir den 
Ziahler vorgeschritten wird, kann als Vorliufer der Veréffentlichungen 
von Weierstrass bezeichnet werden. Die Ergebnisse der ausgedehnten 
rechnerischen Thiitigkeit C.’s im Sinne der ,,Fundamenta“ sind im 
Wesentlichen im dem Werke ,,An elementary treatise on elliptic func- 
tions“, 1876 (1880 mit Zusitzen tiber Transformation von F. Brioschi 
italienisch herausgegeben), dem einzigen selbstindigen Buche, das 
Cayley verdffentlicht hat, gesammelt, wo nur seine Determinanten- 
formeln fiir die Addition (Nr. 94 in Cr. J. 41) und seine geometrischen 
Deutungen der Modulargleichungen (Philos. Tr. 1874) fehlen; auch 
hat er fiir die Transformation 7'*" Grades (ib. 1878) und 11'" Grades 
(C. R, 1890) in demselben Sinne weitergearbeitet. — Aber auch der 
mehr formentheoretischen Richtung, welche Cayley schon 1846 (Nr. 33) 
die Reduction des allgemeinen binaren elliptischen Differentials auf 
die Jacobi’sche Normalform mittelst Homogenmachen und linearer 
Transformation verdankt, hat er, als sie durch F. Klein auch in die 
Theorie der Modulargleichungen hineingetragen worden war, noch 
frische Aufnahmefahigkeit entgegengebracht und durch ausfiihrliche 
Bearbeitung der Zusammenhiinge zwischen Multiplicator- und Modular- 
gleichungen fiir die niedrigen Grade Rechnung getragen (American J. 
IX, X; s. auch diese Annalen Bd. 30 etc.). 

Das Interesse fiir algebraisch-geometrische Fragen hat Cayley 
weiterhin auch zu den Thetafunctionen von zwei Argumenten gefiihrt. 
Er fand, dass die Relationen zwischen den Ausdriicken fiir die singu- 
laren Elemente der Kummer’schen Fliche denen zwischen jenen Func- 
tionen, fiir die Nullargumente, analog sind (Cr. J. 83, 1877), und 
wurde dann durch Borchardt auf den Ausdruck der Coordinaten der 
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Fliche in jenen Functionen hingewiesen. Seine ausfiihrlichen Unter- 
suchungen der Additionstheoreme und der Relationen zwischen den 
Wurzelfunctionen, auch fiir den hyperelliptischen Fall mit p = 3 (vgl. 
den citirten Bericht iiber algebr. Functionen, Abschn. IX) gipfeln 
wieder in vergleichenden Tabellen, welche freilich durch eine syste- 
matische Charakteristikentheorie ersetzt werden kénnten. — Die Vor- 
lesungen, die er in Baltimore 1862 hielt (Amer. J. Bd. 5, 7), beziehen 
sich wesentlich auf die Grundlagen der Clebsch-Gordan’schen Theorie 
der Abel’schen Functionen, aber mit reichen Hinzelausfiihrungen und 
in gliicklicher Formulirung. Besonders hinzuweisen ist dabei auf einen 
Gedanken, der zwar von Weierstrass lingst fiir hyperelliptische Aus- 
driicke fruchtbar gemacht und fiir allgemeine in seinen Vorlesungen 
mitgetheilt war, der aber hier von Cayley selbstindig gefasst wird: die 
Integranden 2‘ Gattung algebraisch so zu normiren, dass sie die Ver- 
tauschbarkeit von Argument und Parameter zulassen; ausgefiihrt wird 
dieser Gedanke fiir die allgemeine Curve 3'*" Ordnung, theilweise auch 
fiir die Curve 4'* Ordnung, ein Weg, der zur Lésung von anderer 
Seite angeregt hat. 

Eine grosse Reihe von Einzelarbeiten aus allen Perioden bezieht 
sich ferner auf die Theorie der bestimmten Integrale und die der 
Differentialgleichungen. Fiir die singuliren Lésungen der letzteren fiihrt 
Jayley zum ersten Male geometrisch-algebraische Begriffe ein, welche 
sie der Art nach zu unterscheiden geeignet sind (Nr. 330, 1863); die 
Orthogonalfliichen, die Minimalflichen verfolgt er geometrisch (C. R. 75, 
Phil. Transact. Bd. 163 (1872), C. R. 106 (1888)), auch die Polyeder- 
functionen, welche aus der verallgemeinerten hypergeometrischen Reihe 
hervorgehen, behandelt er eingehend (Cambr. Transact. XIII, 1880). 
Bei den linearen Differentialgleichungen interessiren ihn ferner die 
Differentialinvarianten (Quart. J. 21, 1886), und die Reihenent- 
wickelungen der Lésungen in der Nihe eines singuliren Punktes (ibid., 
u. Cr. J. 100, 101), diese aber in formalem Sinne. Denn die Func- 
tionentheorie, in dem strengen Sinne dieser Wissenschaft, welcher in 
allen Problemen die Giiltigkeitsgrenzen festzustellen verlangt, lag 
ausserhalb Cayley’s Sphiire; am weitesten von ihm ab lag diejenige 
Richtung, welche die Functionen gar nicht durch analytische Ausdriicke, 
sondern durch Bedingungen definirt, ihre Existenz beweist und sie dann 
erst aus ihren Kigenschaften aufbaut: die Riemann’sche Richtung. — 


Auch der angewandten Mathematik hat Cayley eine intensive und 
fruchtbringende Thitigkeit zugewandt, getragen von der Anschauung, 
die er in seiner Priisidentenrede beim Meeting der British Association 
zu Southport 1883 darlegte. Wiewohl er die anregenden Einwirkungen 
der von dem Leben und von der empirischen Forschung gestellten 
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Aufgaben auf die Entwickelung der Mathematik voll anerkennt, erscheint 
es ihm doch als selbstverstiindlich, dass die Bewerthwng der rein 
mathematischen Forschung davon unabhiingig und nur aus ihr selbst 
zu schépfen sei. Er zégert daher nicht, eine ganze Reihe von fremden 
Arbeiten aus der Mechanik, insbesondere der Astronomie, berichtlich 
wiederzugeben, wenn sie wegen eines methodischen Interesses ihn 
ansprechen und seine Selbstthiitigkeit wachrufen; und in anderen, die 
eigene Untersuchungen enthalten, scheut er auch nicht davor zuriick, 
sie bis in die letzten numerischen Entwickelungen fortzusetzen, welche 
der rechnenden Astronomie unmittelbar zugut kommen kénnen. Sie 
betreffen fast durchaus die Probleme der Rotation und der Gravitation, 
hier wieder die Potentialtheorie und das Problem der drei K®orper, 
eine Gruppe von Arbeiten, welche hauptsiichlich in die Londoner Zeit 
fallt. Eine zweite kleinere Gruppe von Arbeiten mehr graphischen 
Inhalts datirt aus spiiterer Zeit; wir wenden uns zuniichst zur ersteren. 

Die friihesten Arbeiten Cayley’s iiber Rotation haben zum Zweck, 
die drei Parameter der orthogonalen Substitution einzufiihren und bei 
hinzutretenden Kriiften die Methode der Variation der Constanten an- 
zuwenden (Nr. 6, 37); und diesem letzteren Problem widmet er nun 
auch in der Stdrungstheorie seine volle Aufmerksamkeit. Er verfolgt 
die Hansen’sche Mondtheorie von 1838, indem er ihre Differential- 
gleichungen mit Jacobi’s Elementen in kanonische Form setzt (Nr. 163, 
176, 180, 212; von 1857 an), und (Nr. 181) Hamilton’s so beriihmt ge- 
wordene Theorie von 1834, welche die Bewegung auf nur eine charakte- 
ristische Function zuriickfithrt. Kine Uebersicht itiber alle diese 
Fortschritte der theoretischen Dynamik, besonders bez, der Variation der 
Constanten, giebt er (Nr. 195) in einem ausgedehnten Bericht an die 
British Assoc. von 1857, welcher in objectiver Weise und in wesentlich 
historischer Aneinanderreihung die Hauptresultate der Forscher, von 
Lagrange und Poisson bis Jacobi (und seinen Erklarern Donkin u, s. w.) 
mittheilt, freilich ohne auf die Genesis der Begriffsbildungen niiher 
einzugehen, Der klare Bericht wiirde auch erschépfend geworden sein, 
wenn die Entwickelungen Jacobi’s damals schon vollstindiger publicirt 
gewesen wiiren. 

Der Vorgang des Reproducirens und Producirens wiederholt sich 
nun an den mnumerischen Entwickelungen der Stérungstheorie und 
gipfelt wieder in einem Berichte tiber Dynamik (Nr. 298, 1862), welcher 
auch eine Reihe weiterer dynamischer Probleme in Betracht zieht, mit 
Newton beginnend im Wesentlichen alle classischen Arbeiten beriick- 
sichtigt und auch heute noch lesenswerth ist. Diese Referate bilden 
einen charakteristischen Zug in Cayley’s Thiitigkeit, die darauf gerichtet 
ist, die vorhandenen Methoden und Resultate zu beherrschen und 
zugiinglich zu machen: auch von der Redaction dieser Annalen 
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wiinschte er bei Griindung der neuen Zeitschrift die Aufnahme von 
Berichten iiber die algebraisch-geometrischen Fortschritte, ein Wunsch, 
der in Deutschland spiiter auf andere Weise realisirt werden sollte. — 
Die Thitigkeit dieser Periode bezieht sich vornehmlich auf die Mond- 
theorie: auf die Messung der Liingen in der beweglichen Bahnebene 
(Nr. 212), auf die numerische Entwickelung der Stérungsfunction nach 
Potenzen des Entfernungsverhiltnisses (Nr. 213) und der reciproken 
Entfernung nach wahren oder nach mittleren Anomalien. Cayley wird 
nicht miide, neue Durchrechnungen vorzunehmen, wenn etwa das 
Einfiihren einer neuen Variabeln eine Vereinfachung oder Kliirung der 
Methode verspricht, und seine Tafeln mit denen der iibrigen Autoren 
zu vergleichen. Als eine Frucht dieser Bemiihungen erscheint (Nr. 221, 
1862) die unabhingige Bestiitigung der von Adams erhaltenen 
periodischen und siicularen Glieder in der Linge des Mondes, welche 
von der Verinderlichkeit der Excentricitiét der Sonnenbahn abhingen; 
insbesondere hat er das wichtige siiculare Glied gegeniiber dem in der 
Plana’schen Theorie bestiitigt, in welcher Cayley spiiter in der That 
mehrere Auslassungen entdeckt (Nr. 464, 468). Die Stérungsrech- 
nungen hat C. 1872 (Nr. 479 ff.) noch einmal aufgenommen. 

Mit graphischen Hiilfsmitteln ist Cayley an zweierlei astronomische 
Aufgaben herangetreten. Die eine ist die Bestimmung einer Planeten- 
bahn aus drei Beobachtungen (Nr. 471, 472, 476; 1869). Es handelt 
sich darum, wenn der Brennpunkt der Bahn und drei Linien im 
Raume gegeben sind, die Bahnebene durch zwei Zeitbedingungen zu 
bestimmen ; Cayley lisst je eine dieser Bedingungen aus und construirt 
auf der Sphire die geometrischen Oerter des Poles der Bahnebene, 
sowie die Oerter bei constanter Excentricitaét; wobei er jeweils die 
kritischen Lagen fiir die Bahnebene aufsucht. Er greift das Problem 
nur fiir specielle Lagen der drei zu treffenden Geraden an, discutirt 
die Curven numerisch und stellt Zeichnungen her. — Die zweite Auf- 
gabe betrifft die Schatten- oder Halbschattencurve, die auf der Erd- 
oberfliiche bei einer Sonnenfinsterniss entsteht; er stellt sie in stereo- 
graphischer Projection als Kreisenveloppe dar (Nr. 473—477; 1870, 
und Quart. J. 15, 1878), eine iibrigens schon von Moutard 1862 
angegebene Construction. In Nr. 477 (Mem. R. Astr. Soc.) ist diese 
Projection numerisch und zeichnerisch ausgefiihrt und giebt ein scharfes 
Bild der Erscheinung; C. hilt die Methode sogar fiir practisch ver- 
werthbar. — Offenbar sind diese Veranschaulichungen fiir die geo- 
metrische EKinsicht in Gebiete, die sonst nur rechnerisch behandelt 
zu werden pflegen, sehr geeignet. — 


Die Werke Cayley’s bieten nicht nur der Forschung unvergingliche 
Resultate und fortwirkende Anregungen; sie liefern auch ein tiberreiches 
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didaktisches Material in den fast alle Gegenstiinde der elementaren 
und héheren Betrachtungen umfassenden zahllosen kleinen Noten, 
Zusammenstellungen und Aufgaben, die hauptsiichlich im ,,Messenger 
of Math.“ veréffentlicht, der Priifungsthiitigkeit ihres Verfassers das 
Entstehen verdanken. Auch die kleinste der Arbeiten ist lehrreich 
durch irgend eine neue Methode die Formeln anzupacken, durch irgend 
eine Begriffsmodification, oder noch mehr durch die Art, aus ganz 
speciellen Fiillen zu allgemeineren Schliissen, oft bis zu den allgemeinsten, 
aufzusteigen. Was man von den Englindern iiberhaupt gesagt hat: 
dass sie geduldige Geister sind, deren Wesen auf Aneinanderreihen 
und Umspannen einer Menge kleiner Thatsachen aufgeht, um daraus 
ein Gesetz zu finden — die besten unter ihnen sind aristotelische 
Kopfe .. .““*), trifft véllig auf Cayley zu: es liegt nicht in seiner Art, 
die Begriffe bis in ihre letzten Elemente zu analysiren, aus wenigen 
Voraussetzungen ein System aufzubauen oder seinen Entwickelungen 
eine allgemeingiiltige, alle Details von selbst einschliessende Form zu 
geben. Meister aber ist er in der empirischen Verwendung des 
Materials: wie er es in einem abstracten Gedanken vereinigt, diesen 
generalisirt und dem rechnenden Versuch unterwirft, wie dann aus 
den neugewonnenen Daten mit einem Schlage die allgemeine um- 
fassende Idee erscheint, an deren nachtriglicher Bewahrung durch die 
verificirende Rechnung Jahre der Arbeit gesetzt werden. So ist Cayley 
der Naturforscher unter den Mathematikern. Auf seinem Wege ist 
er nicht nur der Schépfer der Invariantentheorie geworden; er hat 
durch seine projective Massbestimmung sogar der Philosophie einen 
Dienst geleistet: denn da die Zuordnung der Staudt’schen Wiirfe zu 
Doppelverhiltnissen, wie F’. Klein betonte, von unserer Metrik unabhiingig 
ist, so ergiebt sich die endgiiltige Unterordnung des Metrischen unter 
das Projective, die Identitit jener Massbestimmung mit der der all- 
gemeinen hypereuklidischen Geometrie im Raume constanter Kriimmung 
(was schon bei Beltrami, aber nur implicit, enthalten ist), und somit 
eine neue anschauliche Versinnlichung der vom Parallelenaxiom unab- 
hingigen Raumbegriffe. 

Stil und Darstellungsweise Cayley’s entsprechen vollig dieser 
Schaffensart; ersterer ist schlicht und sachlich, giebt ohne viel Re- 
flexionen die Resultate und die Rechnungen wieder und ist in den 
Bezeichnungen oft plastisch; letztere bringt gewohnlich zuniichst einen 
rechnerisch ausgefiihrten speciellen Fall, dann ein allgemein aus- 
gesprochenes Resultat, zuletzt dessen Verification. Fiir das letztere 
Stiick gilt dann wohl die der ganzen Darstellungsweise von Salmon 
zugelegte Bezeichnung ,,synthetisch“, im Gegensatz zu einer organisch 


*) G. Brandes in ,,Menschen und Werke“, Essay iiber F. Nietzeche, p. 199. 
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verallgemeinernden Darlegung. Jedenfalls sind die Arbeiten so nieder- 
geschrieben, wie sie entstanden sind, mit weniger Riicksicht auf das 
Wie, als auf das Was; jede Anregung wird ihm, bei seiner abstrahiren- 
den Kraft und den ihm immer fliissigen Hiilfsmitteln der Analysis, 
sogleich zur That, entweder in besonderer Publication, oder doch in 
vertrauensyoller brieflicher Mittheilung an den Urheber der Anregung; 
und auch die Mittheilungen eines ausgedehnten vielseitigen wissen- 
schaftlichen Verkehrs sind wohl im wichtigeren Theil in spiitere eigene 
Arbeiten oder in die Veréffentlichungen Anderer iibergegangen. Wir 
verdanken der Harmonie zwischen Denken und Thun, auf welcher die 
ganze Persénlichkeit Cayley’s ruht, auch den gliicklichen Umstand, 
dass die volle mathematische Gedankenarbeit dieses universalen Geistes 
uns aufgeschlossen vorliegt. 


Erlangen, Juni 1895. 
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Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. 
Von 


Grora Cantor in Halle a./S. 
(Erster Artikel.) 


»Hypotheses non fingo.* 


»Neque enim leges intellectui aut rebus damus 
ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae fideles 
ab ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus 
et describimus.“ 


»Veniet tempus, quo ista quae nunc latent, in 
lucem dies extrahat et longioris aevi diligentia.“ 


$1. 
Der Machtigkeitsbegriff oder die Cardinalzahl. 


Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von 
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder 
unseres Denkens (welche die ,Elemente‘ von M/Z genannt werden) zu 
einem Ganzen. 

In Zeichen driicken wir dies so aus: 

(1) M = {m}. 

Die Vereinigung mehrerer Mengen M, N, P, ..., die keine gemein- 
samen Elemente haben, zu einer einzigen bezeichnen wir mit 

(2) (M,N, P,...). 

Die Elemente dieser Menge sind also die Elemente von M, von N, 
von P etc. zusammengenommen. 

Theil‘ oder ,Theilmenge‘ einer Menge M nennen wir jede andere 
Menge M,, deren Elemente zugleich Elemente von M sind. 

Ist M, ein Theil von M,, M, ein Theil von M, so ist auch D/, 
ein Theil von MM. 

Jeder Menge M kommt eine bestimmte ,Michtigkeit‘ zu, welche 
wir auch ihre ,Cardinalzahl‘ nennen. 

,Miichtigkeit' oder ,Cardinalzahl‘ von M nennen wir den Allgemein- 
begriff, weleher mit Hiilfe wnseres activen Denkvermigens dadurch aus 
der Menge M hervorgeht, dass von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen 
Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahirt wird. 
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Das Resultat dieses zweifachen Abstractionsacts, die Cardinalzah] 
oder Machtigkeit von M, bezeichnen wir mit 
(3) M. 

Da aus jedem einzelnen Elemente m, wenn man von seiner Be- 
schaffenheit absieht, eine ,Eins‘ wird, so ist die Cardinalzah] M selbst 
eine bestimmte aus lauter Einsen zusammengesetzte Menge, die als 
intellectuelles Abbild oder Projection der gegebenen Menge M in unserm 
Geiste Existenz hat. 

Zwei Mengen M und N nennen wir , dquivalent‘ und bezeichnen 
dies mit 
(4) MeoN oder NowM, 
wenn es miglich ist, dieselben gesetzmiissig in eine derartige Beziehung 
zu eimander zu setzen, dass jedem Element der einen von ihnen ein und 
nur ein Element der andern entspricht. 

Jedem Theil J7, von M entspricht alsdann ein bestimmter iiqui- 
valenter Theil N, von N und umgekehrt. 

Hat man ein solches Zuordnungsgesetz zweier fiquivalenten Mengen, 
so lisst sich dasselbe (abgesehen von dem Falle, dass jede von ihnen 
aus nur einem Elemente besteht) mannigfach modificiren. Namentlich 
kann stets die Vorsorge getroffen werden, dass einem besonderen Ele- 
mente m, von J irgend ein besonderes Element », von N entspricht. 
Denn entsprechen bei dem anfinglichen Gesetze die Elemente im, und 
m, noch nicht einander, vielmehr dem Elemente m, von M das Ele- 
ment », von N, dem Elemente », von N das Element m, von M/, 
so nehme man das modificirte Gesetz, wonach m, und , und ebenso 
m, und », entsprechende Elemente beider Mengen werden, an den 
iibrigen Elementen jedoch das erste Gesetz erhalten bleibt. Hierdurch 
ist jener Zweck erreicht. 

Jede Menge ist sich selbst dquivalent: 

(5) Moo M. 
Sind zwei Mengen einer dritten dquivalent, so sind sie auch unter 
einander dquivaleni: 
(6) aus McooP und NowP folgt MwN. 
Von fundamentaler Bedeutung ist es, dass zwei Mengen M und 


N dann und nur dann dieselbe Cardinalzahl haben, wenn sie dqui- 
valent sind: 


(7) aus MN folgt M=N, 
und m ; 
(8) aus M=N folgt MwN. 


Die Aequivalenz von Mengen bildet also das nothwendige und untriig- 
liche Criterium fiir die Gleichheit ihrer Cardinalzahlen. 
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In der That bleibt nach der obigen Definition der Miachtigkeit 


die Cardinalzahl M ungeiandert, wenn an Stelle eines Klementes oder 
auch an Stelle mehrerer, selbst aller Elemente m von M je ein anderes 
Ding substituirt wird. 

Ist nun M co N, so liegt ein Zuordnungsgesetz zu Grunde, durch 
welches M und N gegenseitig eindeutig auf einander bezogen sind; 
dabei enispreche dem Elemente m von M das Element x von N. Wir 
kénnen uns alsdann an Stelle jedes Elementes m von M das ent- 
sprechende Element » von N substituirt denken, und es verwandelt 
sich dabei M7 in N ohne Aenderung der Cardinalzahl; es ist folglich 


M=—N. 

Die Umkehrung des Satzes ergiebt sich aus der Bemerkung, dass 
zwischen den Elementen von M/ und den verschiedenen EKinsen ihrer 
Cardinalzahl M/ ein gegenseitig eindeutiges Zuordnungsverhiltniss 


besteht. Denn es wichst gewissermassen, wie wir sahen, MZ so aus 
M heraus, dass dabei aus jedem Elemente m von W/ eine besondere 


Kins von M wird. Wir kénnen daher sagen, dass 
(9) MoM. 


Ebenso ist Neo N. Ist also Dl = N, so folgt nach (6) Mv N. 
Wir heben noch den aus dem Begriff der Aequivalenz unmittelbar 
folgenden Satz hervor: 
Sind M, N, P,... Mengen, die keine gemeinsamen Elemente 
haben, M’, N’, P’,... ebensolche jenen entsprechende Mengen, und ist 


MoM, NON, PoP,...; 
so ist auch immer 


(M,N, P,...) (M,N, P’,...). 


§ 2. 
Das ,Grésser‘ und ,Kleiner‘ bei Machtigkeiten. 
Sind bei zwei Mengen M und N mit den Cardinalzahlen a = M 


und 6 = N die gwei Bedingungen erfillt: 
1) es giebt keinen Theil von M, der mit N dquivalent ist, 
2) es giebt einen Theil N, von N, so dass N, ~ M, 
so ist zunichst ersichtlich, dass dieselben erfiillt bleiben, wenn in 
ihnen M und N durch zwei denselben fiquivalente Mengen M’ und N’ 
ersetzt werden; sie driicken daher eine bestimmte Beziehung der Cardinal- 
zahlen a und b zu einander aus. 
31* 








MI 
i 


See a 


a 





484 G. Cantor. 


Ferner ist die Aequivalenz von M und N, also die Gleichheit von 
a und © ausgeschlossen; denn wire Mco N, so hitte man, weil 
N, co M, auch N, co N und es miisste wegen Meco N auch ein 
Theil M, von M existiren, so dass M, co M, also auch M, co N 
wire, was der Bedingung 1) widerspricht. 

Drittens ist die Beziehung von a zu eine solche, dass sie dieselbe 
Beziehung von } zu a unmdglich macht; denn wenn in 1) und 2) die 
Rollen von M und WN vertauscht werden, so entstehen daraus zwei 
Bedingungen, die jenen contradictorisch entgegengesetzt sind. 

Wir driicken die durch 1) und 2) charakterisirte Beziehung von 


a zu b so aus, dass wir sagen: a ist kleiner als 6 oder auch % ist 
grosser als a, in Zeichen: 


(1) a<b oder b> a. 
Man beweist leicht, dass 


(2) wenn a<b, b<c, dann immer a <c. 
Ebenso folgt ohne Weiteres aus jener Definition, dass, wenn P, Theil 
einer Menge P ist, aus « < P, immer auch « < P und aus P <b 


immer auch P, < sich ergiebt. 
Wir haben gesehen, dass von den drei Beziehungen 
a=b, a<b, b<a 
jede einzelne die beiden anderen ausschliesst. 
Dagegen versteht es sich keineswegs von selbst und diirfte an dieser 
Stelle unseres Gedankenganges kaum zu beweisen sein, dass bei irgend 


zwei Cardinalzahlen a und b eine von jenen drei Beziehungen nothwendig 
realisirt sein miisse. 


Erst spiiter, wenn wir einen Ueberblick iiber die aufsteigende Folge der 
transfiniten Cardinalzahlen und eine Einsicht in ihren Zusammenhang gewonnen 
haben werden, wird sich die Wahrheit des Satzes ergeben: 

A. ,,Sind a und 6 zwei beliebige Cardinalzahlen, so ist entweder 4 = 6 oder 
a<b oder a> b.“ 

Auf’s Einfachste lassen sich aus diesem Satze die folgenden ableiten, von 
denen wir aber vorliufig keinerlei Gebrauch machen diirfen: 

B. ,,Sind zwei Mengen M und N so beschaffen, dass M mit einem Theil N, 
von N und N mit einem Theil M, von M dquivalent ist, so sind auch M und N 
dquivalent.‘ 

C. ,,Ist M, ein Theil einer Menge M, M, ein Theil der Menge M,, und sind 
die Mengen M und M, dquivalent, so ist auch M, den Mengen M und M, 
dquivalent.“ 

D. ,,Ist bet zwei Mengen M und N die Bedingung erfiiilt, dass N weder 
mit M selbst, noch mit einem Theile von M dquivalent ist, so giebt es einen Theil 
N, von N, der mit M dquivalent ist, 

E. ,,Sind zwei Mengen M und N nicht dquivalent, und giebt es einen Theil 
N, von N, der mit M dquivalent ist, so ist kein Theil von M mit N dquivalent,“ 























a 
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§ 3. 
Die Addition und Multiplication von Miachtigkeiten. 
Die Vereinigung zweier Mengen M und N, die keine gemein- 
schaftlichen Elemente haben, wurde in § 1, (2) mit (7, N) bezeichnet. 
Wir nennen sie die ,Vereinigungsmenge von M und N‘. 


Sind M’, N’ zwei andere Mengen ohne gemeinschaftliche Elemente, 
und ist Meco M’, No N’, so sahen wir, dass auch 


(M,N) eo (mM, N’). 
Daraus folgt, dass die Cardinalzahl von (/, N’) nur von den Cardinal- 
zahlen M =a und N =} abhingt. 
Dies fiihrt zur Definition der Summe von « und §, indem wir setzen: 
(1) a ot. b= M, , WV). 


Da im Miachtigkeitsbegriff von pak ‘Ordnung der Elemente abstrahirt 
ist, so folgt ohne Weiteres 


(2) atb—=b+a 
und fir je drei Cardinalzablen a, 6, ¢ 
(3) a+ (b+c) =(a+b6)+ ¢. 


Wir kommen zur Multiplication, 

Jedes Element m einer Menge M lasst sich mit jedem Elemente 
nm einer andern Menge N zu einem neuen Elemente (m, ”) verbinden; 
fiir die Menge aller dieser Verbindungen (m, m) setzen wir die Be- 
zeichnung (M.N) fest. Wir nennen sie die , Verbindungsmenge von 
M und N‘. Es ist also 
(4) (M.N) = {(m,n)}. 

Man iiberzeugt sich, dass auch die Michtigkeit von (.N) nur von 
den Michtigkeiten MZ =a, N=} abhingt; denn ersetzt man die 
Mengen UM und N durch die ihnen fquivalenten Mengen 
M' ={m} ond N’ = {n} 

und betrachtet man m,m’ sowie n, ”' als zugeordnete Elemente, so 
wird die Menge 

(M’. N’) = {(m', n’)} 
dadurch in ein gegenseitig eindeutiges Zuordnungsverhiltniss zu (7. N ) 
gebracht, dass man (m, n) und (m’, n’) als einander entsprechende 
Elemente ansieht; es ist also 
(5) (M’.N’)~wo (M.N). 

Wir definiren nun das Product a. durch die Gleichung 


(6) a.b—=(M.N). 
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Eine Menge mit der Cardinalzahl a. lasst sich aus zwei Mengen 
M und N mit den Cardinalzahlen a und } auch nach folgender Regel 
herstellen: man gehe von der Menge N aus und ersetze in ihr jedes 
Element » durch eine Menge M, co M; fasst man die Elemente aller 
dieser Mengen M, zu einem Ganzen S zusammen, so sieht man 
leicht, dass 
(7) So (M.N), 
folglich 7 

S=a.b. 


Denn wird bei irgend einem zu Grunde liegenden Zuordnungsgesetze 
der beiden fiquivalenten Mengen M und M, das dem Elemente m von 
M entsprechende Element von M, mit m, bezeichnet, so hat man: 


(8) S={m}, 


und es lassen sich daher die Mengen S und (M.N) dadurch gegen- 
seitig eindeutig auf einander beziehen, dass m, und (m, n) als ent- 
sprechende Elemente angesehen werden. 

Aus unseren Definitionen folgen leicht die Sitze: 


(9) a.b=b.a, 
(10) a.(b.c) =(a.b).¢, 
(11) a(b-+c)=ab+ac, 
weil 


(M.N) co (N.M), 
(M.(N.P)) ~ ((M.N).P), 
(M.(N, P)) ~ ((M.N), (M.P)). 


Addition und Multiplication von Miéchtigkeiten unterliegen also allgemein 
dem commutativen, associativen und distributiven Gesetze. 


§ 4. 
Die Potenzirung von Machtigkeiten. 


Unter einer ,Belegung der Menge N mit Elementen der Menge M‘ 
oder einfacher ausgedriickt, unter einer , Belegung von N mit M‘ ver- 
stehen wir ein Gesetz, durch welches mit jedem Elemente » von N 
je ein bestimmtes Element von M verbunden ist, wobei ein und 
dasselbe Element von M wiederholt zur Anwendung kommen kann. 
Das mit » verbundene Element von M ist gewissermassen eine ein- 
deutige Function von » und kann etwa mit /(n) bezeichnet werden; sie 


heisse , Belegungsfunction von n‘; die entsprechende Belegung von N 
werde f(N) genannt. 
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Zwei Belegungen f,;(N) und f,(N) heissen dann und ‘nur dann 
gleich, wenn fiir alle Elemente n von N die Gleichung erfiillt ist: 
(1) h(n) = fm), 
so dass, wenn auch nur fiir ein einziges besonderes Element n == n, 
diese Gleichung nicht besteht, f/,(N) und f,(N’) als verschiedene Be- 
legungen von N charakterisirt sind. 

Beispielsweise kann, wenn m, ein besonderes Element von M ist, 
festgesetzt sein, dass fiir alle » 

f(n) = m, 
sei; dieses Gesetz constituirt eine besondere Belegung von N mit JV. 
Eine andere Art von Belegungen ergiebt sich, wenn m, und m, 


zwei verschiedene besondere Elemente von M sind, m, ein besonderes 
Element von N ist, durch die Festsetzung: 


f(%) = m, 
f(n) = m, 
fiir alle m, die von m, verschieden sind, 
Die Gesammtheit aller verschiedenen Belegungen von N mit 
M bildet eine bestimmte Menge mit den Elementen f(N); wir nennen 


sie die ,Belegungsmenge von N mit M‘ und bezeichnen sie durch 
(N M). Ks ist also: 


(2) (N|M) = {f(N)}. 
Ist Meco M’ und N oN’, so findet man leicht, dass auch 
(3) (N | M) oo (N’| M’). 


Die Cardinalzahl von (N| M) hangt also nur von den Cardinalzahlen 


M=. und N=> ab; sie dient uns zur Definition der Potenz a°: 


(4) ae = (N| M). 

Fiir drei beliebige Mengen M, N und P beweist man leicht die Sitze: 
(5) ((N| M).(P| M)) ~ ((N, P)|M), 

(6) (P| M).(P|N)) (P| (M.N)), 

(7) (P| (N| M)) oo ((P.N)| M), 


aus denen, wenn P == ¢ gesetzt wird, auf Grund von (4) und im Hin- 
blick auf § 3, die fiir drei beliebige Cardinalzahlen a, 6 und ¢ giiltigen 
Sitze sich ergeben: 

(8) a>. af am ght, 

(9) at. bh = (a. b), 

(10) (abt == ao-¢, 
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Wie inhaltreich und weittragend diese einfachen auf die Michtigkeiten aus- 
gedehnten Formeln sind, erkennt man an folgendem Beispiel: 

Bezeichnen wir die Machtigkeit des Linearcontinuums X (d. h. des Inbegriffs 
X aller reellen Zahlen x, die >0 und < 1 sind) mit 9, so tiberzeugt man sich 
leicht , dass sie sich unter anderm durch die Formel 


(11) 9 = 2% 
darstellen lisst, wo iiber die Bedeutung von &, der § 6 Aufschluss giebt. 

In der That ist 2% nach (4) nichts anderes als die Michtigkeit aller Dar- | 
stellungen 
(12) 2a fO he $4. - (wo f(») =0 oder 1) 
der Zahlen x im Zweiersystem. Beachten wir hierbei, dass jede Zahl x nur 


einmal zur Darstellung kommt, mit Ausnahme der Zahlen « = et? <1, die 


zweimal dargestellt werden, so haben wir, wenn wir die ,,abzihlbare“ , nae 
der letzteren mit { s,} bezeichnen, zuniichst 





oo — (Ts,}, X). 


Hebt man aus X irgend eine ,,abzihlbare“‘ Menge { ¢,} heraus und bezeichnet 
den Rest mit X,, so ist 


X=({ 4%}, Mi)=({ tera} {fy}, me 
({%}>X)—({%}) (&} x 
{ te» i} c {8 }> {ter} ro {4}, ae a. 
mithio 
XO ({%}) X) 
also (§ 1) - 
20 os Xan. 
Aus (11) folgt durch Quadriren (nach § 6, (6)) 
0-9 = 280 . gXo — got Ro Xo 

und hieraus durch fortgesetzte Multiplication mit » 
(13) o” =o, 
wo »v irgend eine endliche Cardinalzahl ist. 

Erhebt man beide Seiten von (11) zur Potenz X), so erhalt man 

oho am (g%o)%o w= gh o"No 

Da aber nach § 6, (8) Xp: NX) = Np, so ist 
(14) o> = 9, 


Die Formeln (13) und (14) haben aber keine andere Bedeutung als diese: ,,Das 
v-dimensionale sowohl, wie das &)-dimensionale Continuum haben die Machtigkeit 
des eindimensionalen Continuums.“ Es wird also der ganze Inhalt der Arbeit 
im 84'» Bande des Crelle’schen Journals, pag. 242 mit diesen wenigen Strichen aus 
den Grundformeln des Rechnens mit Miéichtigkeiten rein algebraisch abgeleitet. 
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. § 5. 
Die endlichen Cardinalzahlen. 


Es soll zuniichst gezeigt werden, wie die dargelegten Principien, 
auf welchen spiter die Lehre von den actual unendlichen oder trans- 
finiten Cardinalzahlen aufgebaut werden soll, auch die natiirlichste, 
kiirzeste und strengste Begriindung der endlichen Zahlenlebre liefern. 

Einem einzelnen Ding e,, wenn wir es unter den Begriff einer 
Menge FE, = (e,) subsumiren, entspricht als Cardinalzahl das, was wir 
,Hins‘ nennen und mit 1 bezeichnen; wir haben: 


(1) Lom £,. 


Man vereinige nun mit EZ, ein anderes Ding e,, die Vereinigungsmenge 
heisse E,, so dass 


(2) E, = (E,, &) = (€, &)- 
Die Cardinalzahl von EF, heisst ,Zwei‘ und wird mit 2 bezeichnet 
(3) 2=—E£,. 


Durch Hinzufiigung neuer Elemente erhalten wir die Reihe der 

Mengen : 
1; a (£,, Cy), E; — (E,, Cy)y sees 

welche in unbegrenzter Folge uns successive die tibrigen, mit 3, 4, 
5,... bezeichneten, sogenannten endlichen Cardinaleahlen liefern. Die 
hierbei vorkommende hiilfsweise Verwendung derselben Zahlen als 
Indices rechtfertigt sich daraus, dass eine Zabl erst dann in dieser 
Bedeutung gebraucht wird, nachdem sie als Cardinalzahl definirt 
worden ist. Wir haben, wenn unter v —1 die der Zahl v in jener 
Reihe niachstvorangehende verstanden wird, 


(4) v= £1, 

(5) E, = (E,-1, €y) = (€y, +. + ey)» 
Aus der Summendefinition in § 3 folgt: 

(6) £E,=E,1+1, 


d. h. jede endliche Cardinalzahl (ausser 1) ist die Summe aus der niichst 
vorhergehenden und 1. 


Bei unserm Gedankengange treten nun folgende drei Satze in den 
Vordergrund: 


A. ,,Die Glieder der unbegrenaten Reihe endlicher Cardinalzahlen 
sf 

sind alle wnter einander verschieden (d, h. die in § 1 aufgestellte 

Aequivalenzbedingung ist an den entsprechenden Mengen nicht erfiillt)‘. 
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B. ,,Jede dieser Zahlen v ist grosser, als die ihr vorangehenden 
und kleiner, als die auf sie folgenden (§ 2).“ 

C. ,,Hs giebt keine Cardinalzahlen, welche ihrer Grosse nach 
zwischen zwei benachbarten v und v + 1 ldgen (§ 2).‘ 

Die Beweise dieser Sitze stiitzen wir auf die zwei folgenden D 
und E, welche daher zuniichst zu erhirten sind, 

D. ,,Ist M eine Menge von solcher Beschaffenheit, dass sie mit 
keiner von ihren Theilmengen gleiche Miéichtigkeit hat, so hat auch die 
Menge (M, e), welche aus M durch Hineufiigung eines einzigen neuen 
Elementes e hervorgeht, dieselbe Beschaffenheit, mit keiner von ihren 
Theilmengen gleiche Michtigheit zu haben.“ 

E. ,,Ist N eine Menge mit der endlichen Cardinalzahl v, N, irgend 
eine Theilmenge von N, so ist die Cardinaleahl von N, gleich einer der 
vorangehenden Zahlen 1,2,3,...v — 1.“ 

Beweis von D. Nehmen wir an, es hitte die Menge (M, e) 
mit einer ihrer Theilmengen, wir wollen sie N nennen, gleiche Miichtig- 
keit, so sind zwei Fille zu unterscheiden , die beide auf einen Wider- 
spruch fiihren: 

1) Die Menge N enthilt e als Element; es sei N = (M,, ¢); 
dann ist M, ein Theil von M, weil N ein Theil von (M, e) ist. Wie 
wir in § 1 sahen, lasst sich das Zuordnungsgesetz der beiden aqui- 
valenten Mengen (M, e) und (M,, e) so modificiren, dass das Element e 
der einen demselben Element e der andern entspricht; alsdann sind 
von selbst auch Mund M, gegenseitig eindeutig auf einander bezogen. 
Dies streitet aber gegen die Voraussetzung, dass M mit seinem Theile 
M, nicht gleiche Michtigkeit hat. 

2) Die Theilmenge N von (M, e) enthilt e nicht als Element, so 
ist N entweder M oder ein Theil von M. Bei dem zu Grunde liegen- 
den Zuordnungsgesetze zwischen (M, ¢) und N midge das Element e 
der ersteren dem Elemente f der letzteren entsprechen. Sei N=(W,, /); 
dann wird gleichzeitig die Menge M in gegenseitig eindeutige Be- 
ziehung zu M, gesetzt sein; M, ist aber als Theil von N jedenfalls 
auch ein Theil von M. Es wire auch hier M einem seiner Theile 
aiquivalent, gegen die Voraussetzung. 

Beweis von E. Es werde die Richtigkeit des Satzes bis zu 
einem gewissen v vorausgesetzt und dann auf die Giiltigkeit fiir das 
nichstfolgende v -+- 1 wie folgt geschlossen. 

Als Menge mit der Cardinalzahl »v + 1 werde FE, = (e,, e,,...&) 
zu Grunde gelegt; ist der Satz fiir diese richtig, so folgt ohne Weiteres 
(§ 1) auch seine Giiltigkeit fiir jede andere Menge mit derselben 
Cardinalzahl v -+- 1. Sei EZ’ irgend ein Theil von F,; wir unterscheiden 
folgende Fille: 


1) E’ enthalt e, nicht als Element, dann ist E entweder E,_, 
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oder ein Theil von E,_,, hat also zur Cardinalzahl entweder v oder 
eine der Zahlen 1, 2,3,...»— 1, weil wir ja unsern Satz als richtig 
fiir die Menge F,_, mit der Cardinalzahl v voraussetzen. 
2) E’ besteht aus dem einzigen Element e¢,, dann ist FP — 1. 
3) E’ besteht aus e, und einer Menge E”, so dass E’ = (E”, e,) 


E” ist ein Theil von E,_,, hat also vorausgesetztermassen zur Cardinal- 
zahl eine der Zahlen 1, 2, : 3,...¥—1. 


Nun ist aber ro ms +1, daher hat EZ’ zur Cardinalzahl eine 
der Zahlen 2, 3, . 

Beweis von - ee der von uns mit E, bezeichneten Mengen 
hat die Beschaffenheit, mit keiner ihrer Theilmengen fquivalent zu 
sein. Denn nimmt man an, dass dies fiir ein gewisses v richtig sei, 
so folgt aus dem Satze D dasselbe fiir das niichstfolgende » + 1. 

Fiir v= 1 erkennt man aber unmittelbar, dass die Menge E, = (é,e,) 
keiner ihrer Theilmengen, die hier (e)) und (e,) sind, ‘iquivalent ist. 

Betrachten wir nun irgend zwei Zahlen w und v der Reihe 

1,2,3,... und ist w die friihere, v die spiitere, so ist E,_, eine 
Theilmenge von E,_,; es sind daher Ey- 1 und E,_, nicht aquivalent; 
die zugehérigen Cardinalzahlen » = Eu und yv = E, ._, sind somit 
nicht gleich. 


Beweis von B. Ist von den beiden endlichen Cardinalzahlen 
uw und v die erste die friihere, die zweite die spitere, so ist u < v. 
Denn betrachten wir die beiden Mengen M = L,-_,; und N = E,-,, 


so ist an ihnen jede der beiden Bedingungen in §2 fir M< N 
erfiillt. Die Bedingung 1) ist erfiillt, weil nach Satz E eine Theil- 
menge von M = E,-, nur eine von den Cardinalzahlen 1, 2,3,...4—1 
haben, also der Menge N = F, ; uach Satz A nicht iiquivalent sein 
kann. Die Bedingung 2) ist erfiillt, weil hier M selbst ein Theil 
von N ist. 

Beweis von C. Sei a eine Cardinalzahl, die kleiner ist als y+ 1. 
Wegen der Bedingung 2) des § 2 giebt es eine Theilmenge von L, mit 
der Cardinalzahl a. Nach Satz E kommt einer Theilmenge von FZ, nur 
eine der Cardinalzahlen 1, 2,3,...v zu. 

Es ist also a gleich einer von den Zahlen 1, 2, 3,...¥. 

Nach Satz B ist keine von diesen grdésser als v. 

Folglich giebt es keine Cardinalzahl a, die kleiner als » + 1 und 
grésser als v wire. — 

Von Bedeutung fiir das Spitere ist folgender Satz: 

F. ,,Ist K irgend eine Menge von verschiedenen endlichen Cardinal- 
zahlen, so giebt es unter ihnen cine x,, die kleiner als die tibrigen, 
also die kleinste von allen ist.“ 
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Beweis. Die Menge K enthalt entweder die Zahl 1, dann ist 
diese die kleinste, x, = 1; oder nicht. Im letzteren Falle sei J der 
Inbegriff aller derjenigen Cardinalzahlen unsrer Reihe 1,2,3,..., 
welche kleiner sind, als die in K vorkommenden. GehGrt eine Zahl v 
zu J, so gehdren auch alle Zahlen < v zu J. Es muss aber J ein 
Element v, haben, so dass v, -+ 1 und folglich auch alle grésseren 
Zahlen nicht zu J gehéren, weil sonst J die Gesammtheit aller end- 
lichen Zahlen umfassen wiirde, wahrend doch die zu K gehdérigen 
Zahlen nicht in J enthalten sind. J ist also nichts anderes als der 
Abschnitt (1,2,3,...%,). Die Zahl », + 1 = x, ist nothwendig ein 
Element von K und kleiner als die iibrigen. 

Aus F schliesst man auf: 

G. ,,Jede Menge K = {x} von verschiedenen endlichen Cardinal- 
zahlen lésst sich in die Reihenform 

K = (%,, %y) #3) ++ +) 
bringen, so dass 
%, < hy < My... 


§ 6. 
Die kleinste transfinite Cardinalzahl Alef-null. 

Die Mengen mit endlicher Cardinalzahl heissen ,endliche Mengen‘, 
alle anderen wollen wir ,transfinite Mengen‘ und die ihnen zukommen- 
den Cardinalzahlen ,transfinite Cardinalzahlen‘ uennen. 

Die Gesammtheit aller endlichen Cardinalzahlen v bietet uns das 
nichstliegende Beispiel einer transfiniten Menge; wir nennen die ihr 
zukommende Cardinalzahl (§ 1) , Alef-null‘, in Zeichen x, , definiren atso 


(1) R= {v\. 
Dass x, eine transfinite Zahl, d. bh. keiner endlichen Zahl u gleich ist, 
folgt aus der einfachen Thatsache, dass, wenn zu der Menge {v} 
ein neues Element ¢, hinzugefiigt wird, die Vereinigungsmenge ( {v\, €) 
der urspriinglichen {v} aquivalent ist. Denn es lisst sich zwischen 
beiden die gegenseitig eindeutige Beziehung denken, wonach dem 
Elemente e, der ersten das Element 1 der zweiten, dem Element v der 
ersten das Element » + 1 der andern entspricht. Nach § 3 haben 
wir daher: 
(2) No + l=. 
In §5 wurde aber gezeigt, dass « + 1 stets von m verschieden ist, 
daher ist x, keiner endlichen Zahl w gleich. 

Die Zahl x, ist grésser als jede endliche Zahl uw: 


(3) Ry > U- 
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q» a es 
Dies folgt im Hinblick auf § 3 daraus, dass uw = (1, 2, 3,...a), kein 
Theil der Menge (1,2,3,...«) aquivalent der Menge {v\ und dass 
(1, 2,3,...m) selbst ein Theil von {v} ist. 

Andrerseits ist x, die kleinste transfinite Cardinalzahl. 

Ist a irgend eine von x, verschiedene transfinite Cardinalzahl, so 
ist immer 
(4) Ny <a. 

Dies beruht auf folgenden Siitzen: 

A. ,,Jede transfinite Menge T hat Theilmengen mit der Cardinal- 
zahl x, “. 

Beweis. Hat man nach irgend einer Regel eine endliche Zahl 
von Elementen ¢,, ¢,, ...¢ -: aus 7’ entfernt, so bleibt stets die 
Moglichkeit, ein ferneres Element ¢, herauszunehmen. Die Menge 
{t,}, worin » eine beliebige endliche Cardinalzahl bedeutet, ist eine 
Theilmenge von Z' mit der Cardinalzahl x,, weil {th oo {v} (§ 1). 

B. ,, Ist S eine transfinite Menge mit der Cardinalzahl x,, S, irgend 
eine transfinite Theilmenge von S, so ist auch S, = x, .“ 

Beweis. Vorausgesetzt ist, dass S co {v}; bezeichnen wir, unter 
Zugrundelegung eines Zuordnungsgesetzes zwischen diesen beiden 
Mengen, mit s, dasjenige Element von S, welches dem Elemente v von 
{v} entspricht, so ist 

S= {s,\ ; 
Die Theilmenge S, von S besteht aus gewissen Elementen s, von S 
und die Gesammtheit aller Zahlen x bildet einen transfiniten Theil K 
der Menge {v}. Nach Satz G, §5 lasst sich die Menge K in die 
Reihenform bringen 

K = §x,\, 

"se 

wo 


Hy < Appr, 


folglich ist auch 


Daraus folgt, dass S, co S, mithin 8, =. — 
Aus A und B ergiebt sich die Formel (4) im Hinblick auf § 2. 
Aus (2) schliesst man durch Hinzufiigung von 1 auf beiden Seiten 

% $2—=xH+1—%, 

und indem man diese Betrachtung wiederholt, 

(5) No + Y= Np. 

Wir haben aber auch 

(6) Ro + Ry == Ry. 
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Denn nach (1) § 3 ist x, + x, die Cardinalzah] ({a} . {b,\), weil 


{as} = {br} = Bo. 
Nun hat man offenbar 


{v} = ({2v— 1}, {20}), 
({2v — 1}, {2r}) oo (Lap, {of), 


({ar}, {by\) = Jy} = N.- 


Die Gleichung (6) kann auch so geschrieben werden: 


also 


N° 2 = 
und, indem man zu beiden Seiten wiederholt x, addirt, findet man, dass 
(7) Ny V= Vs Ry = N- 
Wir haben aber auch 


(8) Ny & = a&,- 
Beweis. Nach (6) des §3 ist x,-s, die der Verbindungsmenge 
f 
{(u, »)} 


zukommende Cardinalzahl, wo u und vy unabhingig von einander zwei 
beliebige endliche Cardinalzahlen sind. Ist auch 4 Reprisentant einer 
beliebigen endlichen Cardinalzahl (so dass {A}, {u} und {vy} nur 
verschiedene Bezeichnungen fiir dieselbe Gesammtheit aller endlichen 
Cardinalzahlen sind), so haben wir zu zeigen, dass 


{(u, vp oo tap. 
Bezeichnen wir « + vy mit @, so nimmt @ die simmtlichen Zahlen- 
werthe 2, 3,4, ... an, und es giebt im Ganzen @ — 1 Elemente (u, v), 
fiir welche w + v = e, nimlich diese: 
(1,g@—1), (2,e—2),...(e—1, 1). 

In dieser Reihenfolge denke man sich zuerst das eine Element (1, 1) 
gesetzt, fiir welches @ —2, dann die beiden Elemente, fiir welche 
@ = 3, dann die drei Elemente, fiir welche 9 = 4 u. s. w., so erhilt 
man simmtliche Elemente (u, v) in einfacher Reihenform : 

(1,1); (1,2), (2 15 1,3), (2 2) (3 Ds (1, 4) (3 3),- 6, 
und zwar kommt hier, wie man leicht sieht, das Element (u,v) an 
die A'* Stelle, wo 
(9) Aan p + EtOH te 9) | 


A nimmt jeden Zahlwerth 1,2,3,... einmal an; es besteht also ver- 
moge (9) eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen den beiden 
Mengen {a} und {(u, v)}. — 
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Werden die beiden Seiten der Gleichung (8) mit x, multiplicirt, 
so erhilt man Xy> = s,? = NX, und durch wiederholte Multiplication mit 
Ny die fiir jede endliche Cardinalzahl v giiltige Gleichung: 


(10) Ny” = Ny. 


Die Siitze E und A des §5 fiihren zu dem Satze iiber endliche 
Mengen: 


C. ,,Jede endliche Menge E ist so beschaffen, dass sie mit keiner 
von ihren Theilmengen dquivalent ist.“ 

Diesem Satz steht scharf der folgende fiir transfinite Mengen 
gegeniiber: 

D._,,Jede transfinite Menge T ist so beschaffen, dass sie Theilmengen 
1’, hat, die thr dquivalent sind.“ 

Beweis. Nach Satz A dieses Paragraphen giebt es eine Theil- 
menge S = {¢,} von 7 mit der Cardinalzahl x,. Sei 7’ = (S, U), 
so dass U aus denjenigen Elementen von 7’ zusammengesetzt ist, welche 
von den Elementen ¢, verschieden sind. Setzen wir S, = {tri}, 
T, = (S,, U), so ist 7, eine Theilmenge von 7’ und zwar die durch 
Fortlassung des einzigen Klementes ¢, aus 7' hervorgehende. Da 
Sco S, (Satz B dieses Paragraphen) und U co U, so ist auch (§ 1) 
Tw T,. 

In diesen Siatzen C und D tritt die wesentliche Verschiedenheit 
von endlichen und transfiniten Mengen am Deutlichsten zu Tage, auf 
welche bereits im Jahre 1877 im 84*'e" Bande des Crelle’schen Journals 
pag. 242 hingewiesen wurde. 

Nachdem wir die kleinste transfinite Cardinalzahl x, eingefiihrt 
und ihre nichstliegenden Kigenschaften abgeleitet haben , entsteht die 
Frage nach den héheren Cardinalzahlen und ihrem Hervorgang aus xy. 

Es soll gezeigt werden, dass die transfiniten Cardinalzahlen sich 
nach ihrer Grésse ordnen lassen und in dieser Ordnung, wie die 
endlichen, jedoch in einem erweiterten Sinne, eine ,wohlyeordnete 
Menge‘ bilden. 

Aus x, geht nach einem bestimmten Gesetze die ndichstyrissere 
Cardinalzahl x,, aus dieser nach demselben Gesetze die ndchstgrissere 
®, hervor und so geht es weiter. 

Aber auch die unbegrenzte Folge der Cardinalzahlen 

Wins Bhs Mae - + <9 My ss 
erschépft nicht den Begriff der transfiniten Cardinalzahl. Es wird 
die Existenz einer Cardinalzahl nachgewiesen werden, die wir mit x, 
bezeichnen und welche sich als die zu allen x, niichstgréssere ausweist; 
aus ihr geht in derselben Weise wie x, aus XN, eine niachstgréssere 
Nw+1 hervor und so geht es ohne Ende fort. 
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Zu jeder transfiniten Cardinalzahl a giebt es eine nach einheitlichem 
Gesetz aus ihr hervorgehende nédichstgrdssere; aber auch zu jeder un- 
begrenzt aufsteigenden wohlgeordneten Menge {a von transfiniten 
Cardinalzahlen a giebt es eine wnédichstgrissere, einheitlich daraus 
hervorgehende. 

Zur strengen Begriindung dieses im Jahre 1882 gefundenen und 
in dem Schriftchen ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeits- 
lehre, Leipzig 1883‘, sowie im XXI. Bande der Math. Annalen aus- 
gesprochenen Sachverhaltes bedienen wir uns der sogenannten ,Ord- 
nungstypen‘, deren Theorie wir zuniichst in den folgenden Paragraphen 
auseinander zu setzen haben. — 


§ 7. 
Die Ordnungstypen einfach geordneter Mengen. 


Eine Menge M nennen wir ,einfach geordnet‘, wenn unter ibren 
Elementen m eine bestimmte , Rangordnung‘ herrscht, in welcher von 
je zwei beliebigen Elementen m, und m, das eine den ,niedrigeren‘, das 
andere den ,hdheren‘ Rang einnimmt und zwar so, dass wenn von 
drei Elementen m,, m, und m, etwa m, dem Range nach niedriger 
ist als m,, dieses niedriger als m,, alsdann auch immer m, niedrigeren 
Rang hat als m,. 

Die Beziehung zweier Elemente m, und m,, bei welcher m, den 

niedrigeren, m, den hdheren Rang in der gegebenen Rangordnung hat, 
soll durch die Formeln ausgedriickt werden 
(1) m <M, mM, >m,. 
So ist beispielsweise jede in einer unendlichen Geraden definirte Punkt- 
menge P eine einfach geordnete Menge, wenn von zwei zu ibr ge- 
hérigen Punkten p, und p, demjenigen der niedrigere Rang zugewiesen 
wird, dessen Coordinate (unter Zugrundelegung eines Nullpunktes und 
einer positiven Richtung) die kleinere ist. — 

Es leuchtet ein, dass eine und dieselbe Menge nach den ver- 
schiedensten Gesetzen ,einfach geordnet‘ werden kann. Nehmen wir 
zum Beispiel die Menge R aller positiven rationalen Zahlen F (wo p 
und q theilerfremd seien), die grisser als 0 und kleiner als 1 sind, so 
hat man einmal ihre ,natiirliche‘ Rangordnung der Grésse nach. Dann 
lassen sie sich aber auch etwa so ordnen (und in dieser Ordnung 
wollen wir die Menge mit R, bezeichnen), dass von zwei Zahlen es 


und >, bei denen die Summen p, + q, und p, + q, verschiedene Werthe 
haben, diejenige Zahl den niedrigeren Rang erhilt, fiir welche die 
betreffende Summe die kleinere ist, und dass wenn p, + g, = 2. + 4» 
alsdann die kleinere der beiden rationalen Zahlen die niedrigere sei. 
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In dieser Rangordnung hat unsere Menge, da zu einem und dem- 
selben Werth von p+ q immer nur eine endliche Anzahl von ver- 


schiedenen rationalen Zahlen . gehért, offenbar die Form 


wr 


cle 


1 1 
Ry = (1p P2900) DHE 234? 


ore 


? ’ 


ol— 


? 


ol 


J 


cel re 
1 oo 


wo 
m< ‘41. 

Stets also, wenn wir von einer einfach geordneten Menge M 
sprechen, denken wir uns eine bestimmte Rangordnung ihrer Elemente 
in dem erklairten Sinne zu Grunde gelegt. — 

Es giebt zweifach, dreifach, v-fach, a-fach geordnete Mengen, von 
diesen sehen wir aber vorliiufig in unserer Untersuchung ab. Daher 
sei es uns auch erlaubt, im Folgenden den kiirzeren Ausdruck ,geord- 
nete Menge‘ zu gebrauchen, wihrend wir die ,einfach geordnete 
Menge‘ im Sinne haben. — 

Jeder geordneten Menge M kommt ein bestimmter ,Ordnungstypus‘ 
oder kiirzer ein bestimmter ,7'ypus‘ zu, den wir mit 


(2) M 


bezeichnen wollen; hierunter verstehen wir den Allgemeinbegriff, welcher 
sich aus M ergiebt, wenn wir nur von der Beschaffenheit der Elemente 
m abstrahiren, die Rangordnung unter thnen aber beibehalten. 

Darnach ist der Ordnungstypus M selbst eine geordnete Menge, 
deren Elemente lauter Einsen sind, die dieselbe Rangorduung unter 
einauder haben, wie die entsprechenden Elemente von M, aus denen 
sie durch Abstraction hervorgegangen sind. 

Zwei geordnete Mengen M und N nennen wir ,dhnlich‘, wenn sie 
sich gegenseitig eindeutig einander so zuordnen lassen, dass wenn m, 
und m, irgend zwei Elemente von M, mn, und n, die entsprechenden 
Elemente von N sind, alsdann immer die Rangbeziehung von m, zu m, 
innerhalb M dieselbe ist, wie die von m, zu , innerhalb N. Kine 
solche Zuordnung ahnlicher Mengen nennen wir eine ,Abbildung‘ der- 
selben auf einander. Dabei entspricht jeder Theilmenge M, von M 
(die offenbar auch als geordnete Menge erscheint) eine ihr abnliche 
Theilmenge N, von N. 


Die Aehnlichkeit zweier geordneten Mengen M und N driicken 
wir durch die Formel aus: 


(3) MwQN. 


Jede geordnete Menge ist sich selbst dhnlich. 


Sind zwei geordnete Mengen einer dritten dhnlich, so sind sie auch 
einander dhnlich. 


Mathematische Annalen, XLVI. 32 
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Eine einfache Ueberlegung zeigt, dass zwei geordnete Mengen dann 
und nur dann denselben Ordnungstypus haben, wenn sie dhnlich sind, 
so dass von den beiden Formeln 


(4) M=N, MwN 
immer die eine eine Folge der andern ist. 
Abstrahirt man an einem Ordnungstypus JZ auch noch von der 


Rangordnung der Elemente, so erhilt man (§ 1) die Cardinalzahl M 
der geordneten Menge M, welche zugleich Cardinalzahl des Ordnungs- 
typus M ist. 

Aus M=N folgt immer M=N, d. h. geordnete Mengen von 
gleichem Typus haben immer dieselbe Michtigkeit oder Cardinalzahl; 
die Aehnlichkeit geordneter Mengen begriindet stets ihre Aequivalenz. 
Hingegen kénnen zwei geordnete Mengen iiquivalent sein, ohne ahnlich 
zu sein. 

Wir werden zur Bezeichnung der Ordnungstypen die kleinen 
Buchstaben des griechischen Alphabets gebrauchen. 

Ist @ ein Ordnungstypus, so verstehen wir unter 
(5) a 
die zugehérige Cardinalzahl. 

Die Ordnungstypen endlicher einfach geordneter Mengen bieten 
kein besonderes Interesse. Denn man iiberzeugt sich leicht, dass fiir 
eine und dieselbe endliche Cardinalzahl v alle einfach geordneten 
Mengen einander fhnlich sind, also einen und denselben Typus haben. 
Die endlichen einfachen Ordnungstypen sind daher denselben Gesetzen 
unterworfen wie die endlichen Cardinalzahlen, und es wird erlaubt 
sein, fiir sie dieselben Zeichen 1, 2, 3,...,,... zu gebrauchen, wenn 
sie auch begrifflich von den Cardinalzahlen verschieden sind. 

Ganz anders verhialt es sich mit den transfiniten Ordnungstypen; 
denn zu einer und derselben transfiniten Cardinalzahl giebt es unzihlig 
viele verschiedene Typen einfach geordneter Mengen, die in ihrer 
Gesammtheit eine besondere , 7ypenclasse‘ constituiren. 

Jede dieser Typenclassen ist also bestimmt durch die transfinite 
Cardinalzahl a, welche allen einzelnen zur Classe gehérigen Typen 
gemeinsam ist; wir nennen sie daher kurz Typenclasse [a]. 

Diejenige von ihnen, welche sich uns naturgemiiss zuerst darbietet, 
und deren vollstandige Erforschung daher auch das nichste besondere 
Ziel der transfiniten Mengenlehre sein muss, ist die Typenclasse [xy], 
welche alle Typen mit der kleinsten transfiniten Cardinalzahl x, 
umfasst. 

Wir haben zu unterscheiden von der Cardinalzahl a, welche die 
Typenclasse [a] bestimmt, diejenige Cardinalzahl a’, welche shrerseits 
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durch die Typenclasse [a] bestimmt ist; es ist die Cardinalzahl, welche 
(§ 1) der Typenclasse [a] zukommt, sofern sie eine wohldefinirte Menge 
darstellt, deren Elemente die stimmtlichen Typen « mit der Cardinaleahl 
a sind. Wir werden sehen, dass a’ von a verschieden und zwar immer 
grésser als a ist. — 

Werden in einer geordneten Menge UV alle Rangbeziehungen ibrer 
Elementé umgekehrt, so dass iiberall aus dem ,niedriger‘ ein ,hdher‘ 
und aus dem ,hdher‘ ein ,niedriger‘ wird, so erhalt man wieder eine 
geordnete Menge, die wir mit 
(6) “M 
bezeichnen und die ,inverse‘ von M nennen wollen. 

Den Ordnungstypus von *M bezeichnen wir, wenn « = M ist, mit 

(7) * oe. 
Es kann vorkommen, dass *« =a, wie z. B. bei den endlichen 
Typen oder bei dem Typus der Menge R aller rationalen Zahlen, die 
grosser als 0 und kleiner als 1 sind, in ihrer natiirlichen Rangordnung, 
den wir unter der Bezeichnung y untersuchen werden. 

Wir bemerken ferner, dass zwei tihnliche geordnete Mengen ent- 
weder auf eine einzige Weise oder auf mehrere Weisen auf einander 
abgebildet werden kénnen; im ersten Falle ist der betreffende Typus 
sich selbst nur auf eine Weise ahnlich, im andern auf mehrere Weisen. 

So sind nicht nur alle endlichen Typen, sondern die Typen der 
transfiniten ,wohlgeordneten Mengen‘, welche uns spiiter beschiiftigen 
werden und die wir transfinite Ordnungszahlen nennen, von der Art, 
nur eine einzige Abbildung auf sich selbst zuzulassen. Dagegen ist 
jener Typus 7 sich selbst auf unzahlig viele Weisen ahnlich. 

Wir wollen diesen Unterschied an zwei einfachen Beispielen ver- 
deutlichen. 


Unter  verstehen wir den Typus einer wohlgeordneten Menge 
eer er 
in welcher it 
ey < Cyt 
und wo vy Reprisentant aller endlichen Cardinalzahlen ist. 
Kine andere wohlgeordnete Menge 


(fis far + +r fos +++) 
fh <hr 


vom namlichen Typus » kann offenbar auf jene nur so ,abgebildet‘ 

werden, dass e, und /, entsprechende Elemente sind. Denn das dem 

Range nach niedrigste Element e, der ersten muss bei der Abbildung 

dem niedrigsten Element /, der zweiten, das dem Range nach auf e, niichst- 

folgende e, dem auf /, nachstfolgenden f, u. s. w. zugeordnet werden. 
32* 


mit der Bedingung 
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Jede andere gegenseitig eindeutige Zuordnung der beiden ‘qui- 
valenten Mengen {e,} und {f,} ist keine , Abbildung‘ in dem Sinne, 
wie wir ihn oben fiir die Typentheorie fixirt haben. 

Nehmen wir dagegen eine geordnete Menge von der Form 


{ev}, 
wo v’ Repriisentant aller positiven und negativen endlichen ganzen 
Zahlen mit Einschluss der 0 ist und wo ebenfalls 


Cy << Cyt. 
Diese Menge hat kein dem Range nach niedrigstes und kein 


hdchstes Element. Ihr Typus ist nach der Summendefinition, die im 
§ 8 gegeben werden wird, dieser: 


*o + ow. 
Er ist sich selbst auf unzihlig viele Weisen ihnlich. 
Denn betrachten wir eine Menge von demselben Typus 


Sf, 


fy < frat, 
so kénnen die beiden geordneten Mengen so aufeinander abgebildet 
werden, dass, unter v, eine bestimmte der Zahlen v’ verstanden, dem 
Elemente e, der ersten das Element /,,,,. der zweiten entspricht. Bei 
der Willkiirlichkeit von v, haben wir also hier unendlich viele Ab- 
bildungen. 

Der hier entwickelte Begriff des ,,Ordnungstypus“ umfasst, wenn 
er in gleicher Weise auf ,,mehrfach geordnete Mengen“ iibertragen 
wird, neben dem in § 1 eingefiihrten Begriff der ,,Cardinalzahl oder 
Michtigkeit“, alles ,,Anzahlmissige“, das iiberhaupt denkbar ist und 
lasst in diesem Sinne keine weitere Verallgemeinerung zu. Er enthiit 
nichts Willkiirliches, sondern ist die naturgemiisse Erweiterung des 
Anzahlbegriffs. Es verdient besonders betont eu werden, dass das 
Gleichheitskriterium (4) mit absoluter Nothwendigkeit aus dem Begriffe 
des Ordnungstypus folgt und daher keinerlei Abdnderung zulidsst. In 
dem Verkennen dieses Sachverhaltes ist die Hauptursache der schweren 
Irrthiimer zu erblicken, welche sich in dem Werke des Herrn 
G. Veronese ,,Grundziige der Geometrie“ finden (Deutsch von 
A. Schepp, Leipzig 1894). 

Auf pag. 30 wird dort die ,,Anzahl oder Zahl einer geordneten 
Gruppe“ ganz in Uebereinstimmung mit dem, was wir ,,Ordnungs- 
typus einer einfach geordneten Menge“ genannt haben, erklirt. (Zur 
Lehre vom Transfiniten, Halle 1890, pag. 68—75, Abdruck aus der 
Ztschr. f. Philos. u. philos, Kritik, vom Jahre 1887). 


wo 
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Dem Kriterium der Gleichheit vermeint aber Herr V. einen Zusatz 
geben zu miissen. Er sagt pag. 31: ,,Zahlen, deren Einheiten sich ein- 
deutig und in derselben Ordnung entsprechen und von denen die eine 
nicht ein Theil der andern oder einem Theil der andern gleich ist, sind 
gleich.“‘*) 

Diese Definition der Gleichheit enthailt einen Cirkel und wird 

daher zu einem Nonsens. 
Was heisst denn in seinem Zusatz ,,einem Theil der andern nicht 
gleich‘? 

Um diese Frage zu beantworten, muss man vor allem wissen, 
wann zwei Zahlen gleich oder nicht gleich sind. Es setet also seine 
Definition der Gleichheit (abgesehen von ihrer Willkiirlichkeit) eine 
Definition der Gleichheit voraus , die wiederum eine Definition der Gleich- 
heit voraussetat, bei welcher man von neuem wissen muss, was gleich 
und ungleich ist, U.S W., U.S. W., in infinitum. 

Nachdem Herr V. auf solche Weise das unentbehrliche Fundament 
fiir die Vergleichung von Zahlen so zu sagen freiwillig preisgegeben hat, 
darf man sich tiber die Regellosigkeit nicht wundern, in welcher er 
des Weiteren mit seinen pseudotransfiniten Zahlen operirt und den 
letzteren Kigenschaften zuschreibt, die sie aus dem einfachen Grunde 
nicht besitzen kénnen, weil sie, in der von ihm fingirten Form, selbst 
keinerlei Existenz, es sei denn auf dem Papiere, haben. Auch wird 
hiermit die auffallende Aehnlichkeit verstiindlich, welche seinen Zahl- 
bildungen mit den héchst absurden ,,unendlichen Zahlen“ Fontenelle’s 
in dessen ,,Géometrie de L’Infini, Paris 1727 anhaftet. 

Kiirzlich hat auch Herr W. Killing in dem ,,Index lectionum“ 
der Akademie in Miinster (fiir 1895—96) seinen Bedenken gegen die 
Grundlage des Veronese’schen Buches dankenswerthen Ausdruck 
gegeben. 


Addition und Multiplication von Ordnungstypen. 


Die Vereinigungsmenge (/, N) zweier Mengen M und N lisst 
sich, wenn die letzteren geordnet sind, selbst als eine geordnete Menge 
auffassen, in welcher die Raugbeziehungen der Elemente von M unter 
einander, ebenso die Rangbeziehungen der Elemente von N unter 
einander dieselben wie in M resp. N geblieben sind, dagegen alle 
Elemente von M niedrigeren Rang als alle Elemente von N haben. 
Sind M’ und N’ zwei andere geordnete Mengen, Mero M’, NWN, 


*) In der italienischen Originalausgabe (pag. 27) lautet diese Stelle wértlich: 
»Numeri le unita dei quali si corrispondono univocamente e nel medesimo ordine, 
e di cui l’uno non é parte o uguale ad una parte dell’ altro, sono uguali.‘ 
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so ist auch (M, N) a) (M’, N’); der Ordnungstypus von (M, N) 
hingt also nur von den Ordnungstypen M =a, N= ab; wir 
definiren also: 
(1) a+p=(M, N). 
In der Summe a + £6 heisst « der , Augendus‘, B der , Addendus‘. 
Fiir drei beliebige Typen beweist man leicht das associative Gesetz 
(2) a + (B+y) = («+8) +. 
Dagegen ist das commutative Gesetz bei der Addition von Typen im 
Allgemeinen nicht giiltig Wir sehen dies bereits am folgenden ein- 
fachen Beispiel. 
Ist w der im § 7 bereits erwihnte Typus der wohlgeordneten Menge 


B am (6,5 yy - 2 09 Oxy ss s)y Co XS Cnty 
so ist 1 + @ nicht gleich m + 1. 
Denn ist f ein neues Element, so hat man nach (1) 


1+o=(f, BE), . 
o-+ 1 = (E, f). 


(f E) = (fit, €25 + + +r Ory + +) 
ist aber der Menge EF ahnlich, folglich 
l+o=a. 

Dagegen sind die Mengen E und (E, f) nicht ahnlich, weil erstere 
kein dem Range nach héchstes Glied, letztere aber das hichste Glied 
f hat. @-+ 1 ist also von @ = 1 + o verschieden. 

Aus zwei geordneten Mengen M und N mit den Typen « und f 
lasst sich eine geordnete Menge S dadurch herstellen, dass in N an Stelle 
jedes Elementes » eine geordnete Menge M, substituirt wird, welche 
denselben Typus « wie M hat, also 


Die Menge 


(3) M, = «, 
und dass tiber die Rangordnung in 
(4) S={M,} 


folgende Bestimmungen getroffen werden: 

1) je zwei Elemente von S, welche einer und derselben Menge M,, 
angehéren, behalten in S dieselbe Rangbeziehung wie in Y,,, 

2) je zwei Elemente von S, welche zwei verschiedenen Mengen 
M,, und M,, angehéren, erhalten in S die Rangbeziehung, welche 
m, und m, in N haben. 

Der Ordnungstypus von S hingt, wie leicht zu sehen, nur von 
den Typen @ und @ ab; wir definiren: 


(5) ae:-p=S., 
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In diesem Producte heisst « der , Multiplicandus‘ und B der- , Multi- 
plicator ‘. 


Unter Zugrundelegung irgend einer Abbildwng von M auf M, sei 
m, das dem Elemente m von M entsprechende Element von M,. 

Wir kénnen dann auch schreiben 
(6) S= {ma} ‘ 

Nehmen wir eine dritte geordnete Menge P = {p} mit dem Ord- 
nungstypus P = y hinzu, so ist nach (5) 


a-B={m}, B-y—= {mp}, (a-B)- y= {(m),}, 
a: (B-7) = {may}. 
Die beiden geordneten Mengen {(m,),} und {mn} sind aber ahnlich 


und werden auf einander abgebildet, indem man ihre Elemente (m,), 
und m»,) als entsprechende ansieht. 


Es besteht folglich fiir drei Typen a, 6 und y das associative 
Gesete 





(7) (@-B)-y=a-(B-y). 
Aus (1) und (5) folgt auch leicht das distributive Gesetz 
(8) a-(B+y)=a-B+a-y 


jedoch nur in dieser Form, wo der zweigliedrige Factor die Rolle 
des Multiplicators hat. 

Dagegen hat bei Typen das commutative Gesetz ebensowenig bei 
der Multiplication wie bei der Addition allgemeine Geltung. 

Beispielsweise sind 2.@ und @.2 verschiedene Typen; denn 
nach (5) ist 

2.@ == (€,, fy Cos fo3- +3 Cvs fop- +) =O} 
dagegen ist 

@ + 2 am (6), Cy, 0005 Cryo eed Lanfars++rhvgees) 
offenbar von @ verschieden. 

Vergleicht man die in § 3 gegebenen Definitionen der Elementar- 
operationen fiir Cardinalzahlen mit den hier aufgestellten fiir Ordnungs- 
typen, so erkennt man leicht, dass die Cardinalzahl der Summe zweier 
Typen gleich ist der Summe der Cardinalzahlen der einzelnen Typen 
und dass die Cardinalzahl des Products zweier Typen gleich ist dem 
Product der Cardinalzahlen der einzelnen Typen, 

Jede aus den beiden Elementaroperationen hervorgehende Glei- 
chung zwischen Ordnungstypen bleibt also auch richtig, wenn man 
darin simmtliche Typen durch ihre Cardinalzahlen ersetzt. 
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8 9. 


Der Ordnungstypus 7 der Menge FR aller rationalen Zahlen, die grésser 
als 0 und kleiner als 1 sind, in ihrer natirlichen Rangordnung. 


Unter R verstehen wir, wie in §7, das System aller rationalen 
Zahlen . (p und q als theilerfremd gedacht) die > 0 und < 1, in 


ihrer natiirlichen Rangordnung, wo die Grésse der Zahl ihren Rang 
bestimmt, Den Ordnungstypus von R bezeichnen wir mit 7: 


(1) 7=R. 
Wir haben aber dort dieselbe Menge auch in eine andere Rangordnung 
gesetzt, in welcher wir sie Ry, nennen, wobei in erster Linie die Grésse 
von p-+q, in zweiter Linie, namlich bei rationalen Zahlen, fiir welche 


p-+q denselben Werth hat, die Grésse von : selbst den Rang be- 
stimmt. R, hat die Form einer wohlgeordneten Menge vom Typus a: 
(2) Big SP (Fa, Fay so op Force slp WO MK teas, 

(3) R, =o. 


R und R, haben, weil sie sich nur in der Rangordnung der Elemente 


unterscheiden, dieselbe Cardinalzahl, und da offenbar R, == %), 80 
ist auch 


(4) k= Y= - 
Der Typus » gehdrt also in die Typenclasse [x,]. 

Wir bemerken zweitens, dass in R weder ein dem Range nach 
niedrigstes, noch ein dem Range nach hochstes Element vorkommt. 

Drittens hat R die Eigenschaft, dass zwischen je zweien seiner 
Elemente dem Range nach andere liegen; diese Beschaffenheit driicken 
wir mit den Worten aus: R ist ,iiberalldicht‘. 

Es soll nun gezeigt werden, dass diese drei Merkmale den Typus y 
von R kennzeichnen, so dass folgender Satz besteht: 

»Hat man eine einfach geordnete Menge M, welche die drei Be- 
dingungen erfiillt: 

1) M=». 

2) M hat kein dem Range nach niedrigstes und kein héchstes 
Element. 

3) M ist iiberalldicht, 
so ist der Ordnungstypus von M gleich y: 


M = 4.“ 
Beweis. Wegen der Bedingung 1) lisst sich M in die Form 
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einer wohlgeordneten Menge vom Typus @ bringen; in einer solchen 
Form zu Grunde gelegt, bezeichnen wir M mit M, und setzen 


(5) M, = (Mm, , M,, .. +) My,...). 
Wir haben nun zu zeigen, dass 
(6) Mok. 


D. h. es muss bewiesen werden, dass sich M auf R abbilden lasst, so 
dass das Rangverhiltniss je zweier Elemente in M dasselbe ist, wie 
das Rangverhiltniss der beiden entsprechenden Elemente in R. 

Das Element r, in R mége dem Elemente m, in M zugeordnet 
werden. 

r, hat eine bestimmte Rangbeziehung zu 7, in R; wegen der 
Bedingung 2) giebt es unzihlig viele Elemente m, von M, welche zu 
m, dieselbe Rangbezichung in M haben, wie r, zur, in R; von ihnen 
wihlen wir dasjenige, welches in M, den kleinsten Index hat, es sei 
m,, und ordnen es dem 7, zu. 

r, hat in R bestimmte Rangbeziehungen zu 7, und r,; wegen 
der Bedingungen 2) und 3) giebt es unziahlig viele Elemente m, von 
M, welche in M zu m, und m,, dieselben Rangbeziehungen haben, 
wie 7; zu 7, und ry, in R; wir wihlen dasjenige von ihnen, es sei 
m,, Welches in M, den kleinsten Index hat, dieses ordnen wir 
dem 7, 2u. 

Nach diesem Gesetze denken wir uns das Zuordnungsverfahren 
fortgesetzt; sind den v Elementen 


Typ Vor Vgy ee ey Vy 
von R bestimmte Elemente 
Wag Magy Migs - op Mi, 


von M als Bilder zugewiesen, welche in M dieselben Rangbeziehungen 
unter einander haben wie die entsprechenden in R, so werde dem 
Elemente 7,,; von R das in M, mit dem kleinsten Index versehene 
Element m,,,, von M als Bild zugewiesen, welches zu 


170,» 0... My, . - »y Mi, 


dieselben Rangbeziehungen in M hat, wie 7,4; 2u7,;,7),--., 7% in R. 
Wir haben auf diese Weise allen Elementen 7, von R bestimmte 
Elemente m,, von M als Bilder zugewiesen und die Elemente m,, 


haben in M dieselbe Rangordnung wie die entsprechenden Elemente 
ry in R. 


Es muss aber noch gezeigt werden, dass die Elemente m,, alle 
Elemente m, von M umfassen oder, was dasselbe ist, dass die Reihe 


BD, Gay Oey os op Begs os 
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nur eine Permutation der Reihe 
SS a 
ist. 

Dies beweisen wir durch eine vollstdndige Induction, indem wir 
zeigen, dass wenn die Elemente m,, m,, ..., m, bei der Abbildung 
zur Geltung kommen, dasselbe auch bei dem folgenden Elemente m,.1 
der Fall ist. 

Sei 4 so gross, dass unter den Elementen 


ee ee ee 
die Elemente 
Wily gg « « oy Mes 
(welche vorausgesetztermassen zur Abbildung gelangen) vorkommen. 
Es kann sein, dass sich auch m,,, darunter vorfindet; dann kommt 
m,41 bei der Abbildung zur Geltung. 
Findet sich aber m,+: nicht unter den Elementen 


M8, M.,, M,)- + +) Mey, 


so hat m,,;, zu diesen Elementen innerhalb M eine bestimmte Rang- 
stellung; dieselbe Rangstellung zur,,7,,..., 7, in R haben unzahlig 
viele Elemente von R, unter ihnen sei das in R, mit dem kleinsten 
Index versehene 734,. 


Dann hat m,4,, wie man sich leicht iiberzeugt, auch zu 


My, Mey Myy e+ ey Margy 


dieselbe Rangstellung in M, wie’riz, zu 


Try Voy ++ +) Vato-1 
in R. Da m,,m,,..., m, bereits zur Abbildung gelangt sind, so ist 
m,4, das mit dem kleinsten Index in M, versehene Element, welches 
diese Rangstellung zu 


My, May s+) Marg 


hat. Folglich ist nach unserm Zuordnungsgesetze 
May sg = My41- 

Es kommt also auch in diesem Falle das Element m,4 ,; bei der 
Abbildung zur Geltung und zwar ist r,;, das ihm zugeordnete Ele- 
ment von R. 

So sehen wir, dass durch unsern Zuordnungsmodus die ganze 


Menge M auf die ganze Menge R abgebildet wird; M und R sind 
aibnliche Mengen, w. z. b. w. 


Aus dem soeben bewiesenen Satze ergeben sich beispielsweise die 
folgenden: 
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» ist der Ordnungstypus der Menge aller negativen und positiven 
rationalen Zahlen, mit Einschluss der Null, in ihrer natiirlichen 
Rangordnung.“ 

» ist der Ordnungstypus der Menge aller rationalen Zahlen, 
welche grésser als a@ und kleiner als } sind, in ihrer natiirlichen 
Rangordnung, wo a und 6b irgend zwei reelle Zahlen sind, a < b.“ 

» 4 ist der Ordnungstypus der Menge aller reellen algebraischen 
Zahlen in ihrer natiirlichen Rangordnung.“ 

»4 ist der Ordnungstypus der Menge aller reellen algebraischen 
Zahlen, welche grésser als a und kleiner als b sind, in ihrer natiir- 
lichen Rangordnung, wo a und 6 irgend zwei reelle Zahlen sind, 
a <b. 

Denn alle diese geordneten Mengen erfiillen die drei in unserm 
Satze fiir M geforderten Bedingungen (M. v. Crelle’s Journal Bd. 77, 
pag. 258). 

Betrachten wir ferner nach den in § 8 gegebenen Definitionen 
Mengen mit den Typen » + 4, ny, (1+)n, (n+1)9, (lL+0+1))y 
so finden sich auch bei ihnen jene drei Bedingungen erfiillt. Wir 
haben somit die Sitze: 


(7) H+7=%, 
(8) ny =, 
(9) (1+ ”)y =n, 
(10) (n+1)yn=—1, 
(11) (L+y+1)4 = 9. 


Die wiederholte Anwendung von (7) und (8) giebt fiir jede end- 
liche Zahl v: 


(12) Hn v=, 
(13) "” = 1. 
Dagegen sind, wie man leicht sieht, fiir v > 1, die Typen 1+ y, 


y+1, v-y, 1+%-+1 sowohl unter sich, wie auch von y ver- 
schieden. Andrerseits ist 


(14) y+1+y=—y, 


dagegen 4 + v + y fiir vy > 1 von y verschieden. 
Endlich verdient hervorgehoben zu werden, dass 


(15) *y = 9. 
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§ 10. 


Die in einer transfiniten geordneten Menge enthaltenen 
Fundamentalreihen. 


Legen wir irgend eine einfach geordnete transfinite Menge M 
zu Grunde. Jede Theilmenge von WM ist selbst eine geordnete Menge. 
Fiir das Studium des Typus M scheinen diejenigen Theilmengen von 
M, denen die Typen und *@ zukommen, besonders werthvoll zu sein; 
wir nennen sie ,im M enthaltene Fundamentalreihen erster Ordnung‘ 
und zwar die ersteren (vom Typus ) ,steigende‘, die anderen (vom 
Typus *@) ,fallende‘. 

Da wir uns auf die Betrachtung von Fundamentalreihen erster 
Ordnung beschrinken (in spiaiteren Untersuchungen werden auch solche 
hoherer Ordnung zur Geltung kommen), so wollen wir sie hier einfach 
,Fundamentalrethen‘ nennen. 

Eine ,steigende Fundamentalreihe‘ hat also die Form 


(1) {ay} » WO dy, < Ay+1; 
eine ,fallende Fundamentalreihe‘ ist von der Form 
(2) {b,} », wo b> bur. 


v hat tiberall in unseren Betrachtungen (sowie auch x, 4, mu) die Be- 
deutung einer beliebigen endlichen Cardinalzahl oder auch eines end- 
lichen Typus resp. einer endlichen Ordnungszahl. 

Zwei in M enthaltene steigende Fundamentalreihen {a,} und {a,} 
nennen wir, zusammengehorig‘, in Zeichen 


8) {ar} || {a}, 
wenn sowohl zu jedem Elemente a, Elemente a) existiren, so dass 
ay <a} ? 
wie auch zu jedem Elemente a, Elemente a, vorhanden sind, so dass 
ay < ay. 
Zwei in M enthaltene fallende Fundamentalreihen { by} und { b,\ 
heissen ,zusammengehorig‘, in Zeichen 


(4) {bo} || {>}, 
wenn zu jedem Elemente b, Elemente b; vorhanden sind, so dass 
by > bi, 
und zu jedem Elemente b, Elemente 0, existiren, so dass 
by > by. 
Eine steigende Fundamentalreihe {a,} und eine fallende {b,} nennen 
wir dann ,zusammengehérig’, in Zeichen 
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6) {ar} || {0}, 
wenn 1) fir alle » und uw 
ay < Du 
und 2) in M héchstens ein Element m, (also entweder nur eines oder 
gar kein solches) existirt, so dass fiir alle v 


ay < mM, < dy. 

Es bestehen dann die Sitze: 

A. ,,Sind zwei Fundamentalreihen zusammengehirig mit einer 
dritten, so sind sie auch unter einander zusammengehirig.“ 

B. ,,Zwei gleichgerichtete Fundamentalreithen, von denen die eine 
Theilmenge der andern ist, sind stets zusammengehorig.‘ 

Existirt in M ein Element m,, welches zu der steigenden Funda- 
mentalreihe {a,} eine solche Stellung hat, dass 

1) fiir jedes v 

ay <M, 

2) fiir jedes Element m von M das <m,, eine gewisse Zahl », 

existirt, so dass 

ay>m, fir vSw, 
so wollen wir m, ,Grenzelement von {ay} in M*‘ und zugleich ein 
,Hauptelement von M*< nennen. 

Ebenso nennen wir auch m, ein ,Hauptelement von M‘ und zugleich 
,Grenzelement von {b,} in M‘, wenn die Bedingungen erfiillt sind: 

1) fiir jedes v 

b, > m, 

2) fiir jedes Element m von M, das > m,, existirt eine gewisse 
Zahl v,, so dass a 

b<m, fir vS%. 

Eine Fundamentalreihe kann nie mehr als ein Grenzelement in 
M haben; M aber hat im Allgemeinen viele Hauptelemente. 

Man iiberzeugt sich von der Wahrheit folgender Siatze: 

C. ,,Hat eine Fundamentalrethe ein Grenzelement in M, so haben 
alle mit thr zusammengehirigen Fundamentalreihen dasselbe Grenz- 
element in M.“ 

D. ,,Haben zwei Fundamentalreihen (gleichgerichtcte oder ver- 
schiedengerichtete) ein und dasselbe Grenzelement in M, so sind sie zu- 
sammengehirig.“ 

Sind M und M’ zwei ahnliche geordnete Mengen, so dass 


(6) M=M’, 


und legt man irgend eine Abbildung der beiden Mengen zu Grunde, 
so gelten, wie man leicht sieht, folgende Sitze: 
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E. ,,Jeder Fundamentalreihe in M entspricht als Bild eine Funda- 
mentalreihe in M’ und umgekehrt; jeder steigenden eine steigende, jeder 
fallenden eine fallende; zusammengehirigen Fundamentalreihen in M 
entsprechen als Bilder zusammengehirige Fundamentalreihen in M’ und 
umgekehrt.‘‘ 

F. ,,Gehért zu einer Fundamentalreihe in M ein Grenzelement in M, 
so gehirt auch zu der entsprechenden Fundamentalreithe in M’ ein 
Grenzelement in M’ und umgekehrt; und diese beiden Grenzelemente sind 
Bilder von einander bei der Abbildung.“ 

G. ,,Den Hauptelementen von M entsprechen als Bilder Haupt- 
elemente von M’ und umgekehrt.‘ 

Besteht eine Menge M aus lauter Hauptelementen, so dass jedes 
ihrer Elemente ein Hauptelement ist, so nennen wir sie eine ,insich- 
dichte Menge.“ 

Giebt es zu jeder Fundamentalreihe in M ein Grenzelement in M, 
so nennen wir M eine ,abgeschlossene Menge’. 

Eine Menge, die sowohl ,insichdicht‘, wie auch ,abgeschlossen‘ ist, 
heisse eine ,perfecte Menge’. 

Hat eine Menge eins von diesen drei Pridicaten, so kommt das- 
selbe Priadicat auch jeder ahnlichen Menge zu; es lassen sich dieselben 
Pridicate daher auch den entsprechenden Ordnungstypen zuschreiben, 
und es giebt somit ,insichdichte Typen‘, ,abgeschlossene Typen‘, ,perfecte 
Typen‘, desgleichen auch ,iiberalldichte Typen‘ (§ 9). 

So ist z. B. 9 ein ,insichdichter‘ Typus; wie in § 9 gezeigt, ist er 
auch ,iiberalldicht‘, aber nicht ,abgeschlessen‘. 

@ und *# haben keine Hauptelemente (Haupteinsen); dagegen 
haben @ -|- v und v-+- *@ je ein Hauptelement und sind ,abgeschlossene‘ 
Typen. 

Der Typus »-3 hat zwei Hauptelemente, ist aber nicht ,ab- 


geschlossen‘; der Typus @-3-+-v hat drei Hauptelemente und ist 
jabgeschlossen‘. 


§ 11. 
Der Ordnungstypus ¢ des Linearcontinuums X. 


Wir wenden uns zur Untersuchung des Ordnungstypus der Menge 
X = {x} aller reellen Zahlen x, die >0 und <1 sind, in ihrer 


natiirlichen Rangordnung, so dass bei zwei beliebigen Elementen x 
und 2 derselben 


(1) a<z2', falls «< z’. 
Die Bezeichnung dieses Typus sei 


(1) X=¢. 
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Aus den Elementen der rationalen und irrationalen Zahlenlehre 
weiss man, dass jede Fundamentalreihe {x,} in X ein Grenzelement 
x, in X hat, und dass auch umgekehrt jedes Element x von X Grenz- 
element von zusammengehérigen Fundamentalreihen in X ist. Somit 
ist X eine ,perfecte Menge‘, 6 ein , perfecter Typus'. 

Damit ist ¢ aber noch nicht ausreichend charakterisirt, wir haben 
vielmehr noch folgende Kigenschaft von X ins Auge zu fassen: 

X enthdlt die in § 9 untersuchte Menge R vom Ordnungstypus 7 
als Theilmenge und zwar im Besondern so, dass zwischen je gwei be- 
liebigen Elementen x, und x, von X Elemente von R dem Range 
nach liegen. 

Es soll nun gezeigt werden, dass diese Merkmale zusammengenom- 
men in erschépfender Weise den Ordnungstypus ¢ des Linearcontinuums 
X kennzeichnen, so dass der Satz gilt: 

Hat eine geordnete Menge M ein solches Geprége, dass sie 
1) ,perfect‘ ist, 2) in ihr eine Menge S mit der Cardinalzahl S = xy 
enthalten ist, welche zu M in der Beziehung steht, dass zwischen je 
zwei beliebigen Elementen m, und m, von M Elemente von S dem 
Range nach liegen, so ist M = 6.‘ 

Beweis. Sollte S ein niedrigstes oder ein héchstes Element haben, 
so wiirden sie wegen 2) auch denselben Charakter als Elemente von M 
tragen; wir kénnten sie alsdann von S entfernen, ohne dass diese 
Menge dadurch die in 2) ausgedriickte Beziehung zu M verliert. 

Wir setzen daher S von vornherein ohne niedrigstes und héchstes 
Element voraus; S hat alsdann nach § 9 den Ordnungstypus 7. 

Denn da S ein Theil von & ist, so miissen nach 2) zwischen je 
zwei beliebigen Elementen s, und s, von S dem Range nach andere 


Elemente von S liegen. Ausserdem haben wir nach 2) S =x,. 
Die beiden Mengen S und R sind daher einander ,dhmnlich‘, 
(2) Sow R. 


Wir denken uns irgend eine , Abbildung‘ von R auf S zu Grunde 
gelegt und behaupten, dass dieselbe zugleich eine bestimmte ,Abbildung‘ 
von X auf M ergiebt, und zwar in folgender Weise: 

Alle Elemente von X, die gleichzeitig der Menge R angehiren, 
mdgen als Bilder’ denjenigen Elementen von M entsprechen, welche 
zugleich Elemente von S sind und bei der vorausgesetzten Abbildung 
von R auf S jenen Elementen von R entsprechen. 

Ist aber x, ein nicht zu R gehdriges Element von X, so lisst 
sich dasselbe als Grenzelement einer in X enthaltenen Fundamental- 
reihe {xy} ansehen, welche durch eine in R enthaltene mit ihr 


zusammengehdrige Fundamentalreihe {r,,\ ersetzt werden kann, Der 
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letzteren entspricht als Bild eine Fundamentalreihe {82,} in S und M, 
welche wegen 1) von einem Elemente m, in M begrenzt wird, das 
nicht zu S gehért. (F, § 10). Dieses Element m, in M (welches 
dasselbe bleibt, wenn an Stelle der Fundamentalreihen {x,} und {r,,} 
andere von demselben Elemente 2 in X begrenzte gedacht werden, 
[E, C, D, § 10]) gelte als Bild von z in X. Umgekehrt gehért zu 
jedem Elemente m, von M, welches nicht in S vorkommt, ein ganz 
bestimmtes Element z, von X, welches nicht zu R gehért und von 
welchem m, das Bild ist. 

Auf diese Weise ist zwischen X und M eine gegenseitig ein- 
deutige Beziehung hergestellt, von der zu zeigen ist, dass sie eine 
,Abbildung‘ dieser Mengen begriindet. 

Dies steht von vornherein fiir diejenigen Elemente von X und M 
fest, welche gleichzeitig den Mengen R resp. S angehdren. 

Vergleichen wir ein Element r von R mit einem nicht zu R ge- 
hérigen Elemente x, von X; die zugehérigen Elemente von MM seien 
s und m,. 

Ist r <x, so giebt es eine steigende 'undamentalreihe {rx,}, welche 
von x, begrenzt wird, und es ist von einem gewissen », an 

r<rz, fir vy. 
Das Bild von {r,,} in M ist eine steigende Fundamentalreihe {si}, 
welch ein M von m, begrenzt wird, und man hat (§ 10) erstens s,,< m, 
fiir jedes v und andrerseits s < s,,, fiir v >), daher (§ 7) s< my). 

Ist + > a, so schliesst man f&hnlich, dass s > m,. 

Betrachten wir endlich zwei nicht zu R gehdrige Elemente 2, 
und 2,’ und die ihnen in M entsprechenden Elemente m, und m,', so 
zeigt man durch eine analoge Betrachtung, dass wenn x, < %,, als- 
dann m, < m,’. 

Damit wire der Beweis der Aehnlichkeit von X und M erbracht, 
und es ist daher 

M=4. 

Halle, Marz 1895. 








Ueber arithmetische Eigenschaften analytischer Functionen. 
Von 


Paut Sracxet in Halle a./S. 


1. 


Theorem. Es mégen x,, @,,..., %,... die Punite einer beliebigen 
abedhlbaren Punktmenge im Gebiete der unbeschrénkt verdnderlichen 
complexen Grosse x bezeichnen, wihrend Q irgend eine in dieser Ebene 
tiberalldichte Punktmenge bedeuten soll. Dann giebt es stets unend- 
lich viele eindeutige analytische Functionen f(a), die fiir alle 
Argumente %,, 2,,..+. der Menge P nur Werthe aus der Menge © 
annehmen. 

Beweis. Man bilde die ganzen rationalen Functionen: 


Po (x) =1, 
91 (x) =—-L— kX, 
" = ait #0) wii m1); 


Py os(0) = 4) oni) ++ +(@—2y-1), 
und betrachte zunichst rein formal den Ausdruck: 


F(a) = > wat” *” 9, (0); 


v=0 
die Gréssen u, sind Constanten, iiber die noch verfiigt werden darf. 
Alsdann ist: 
f(%) = Mo, 
Up = Yo» 
wo y, ein beliebiger Punkt der Menge @Q ist. Ferner hat man: 
(21) = Yo + My %; (@,— 2%). 

Wird noch die Festsetzung getroffen, dass 7, = 0 ist, falls der Punkt 
x =( der Menge P angehéren sollte, so darf man: 


daher setze man: 
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i: on See 
. 2; (xy — Lp) 


setzen, wo y, abermals ein beliebiger Punkt der Menge Q ist. Ebenso 
ergiebt sich: 


f (22) = Yo + (Y; — Yo) en + Ut, &,°(%,—y) (%,— 2), 


und man kann daher wiederum wu, so bestimmen, dass 


f (#2) = ¥2 
wird, wo y, ein beliebiger Punkt der Menge Q ist. 
So geht es weiter, und nachdem u,, u,,..., U»—1 bestimmt worden 
sind, hat man fir u, eine Gleichung der Form: 


$+0+1) 


Yr = Ay + Uy 2, (%,— Xy) (Hy — 4) + + + (@y— 4-1), 


in der a, eine bekannte rationale Function von z,, z,,..., 2%,—, und 
Yor Vip +++) Yi bedeutet, wihrend y, ein beliebiger Punkt der Menge 
Q ist. 

Hieraus geht hervor, dass bei einer solchen Bestimmung der Con- 
stanten u, der Ausdruck f(x), rein formal betrachtet, die verlangte Kigen- 
schaft besitzt, und es bleibt daher nur iibrig zu untersuchen wie die 
noch willkiirlichen Punkte y,, y,, ..., Y,..- der Menge Q gewihlt 


werden miissen, damit f(x) eine bestdndig convergente Potenzreihe 
von x wird. 


Fiihrt man in dem Gliede: 
uot"? *” (a) 

die Multiplicationen aus und ordnet nach steigenden Potenzen von 2, 

so beginnt die Entwickelung mit dem Exponenten: 


+ v(v-+1) 
und endet mit dem Exponenten: 
$y(v+1) + v—=4(v+1) (42) —1. 


Mithin geht f(z) bei Ausfiihrung der Multiplicationen unmittelbar in 
eine Potenzreihe von z iiber, die sick in der Form schreiben lisst: 


ao w-—l1 
. v(y+l)+e 
f(x) = > > the Cnet? : 
0 


v=0 e= 


hierin bedeutet c,,. den Coefficienten von z* in g,(z). 
Gelingt es daher fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von v 
die Ungleichheiten: 
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1 
Uy Cy.@ Z i eee a2=0, 1, 2,06 ¥— ) 
int IS eng)! en 
oder, was dasselbe ist: 
| woke (¥p—4,) Cy a ee ae 2 ee 
jase te (a, — 2) ae (a, —2,_;) os [ v(v+i1)+ «|! 


zu befriedigen, so ist damit die bestiindige Convergenz jener Potenz- 
reihe fiir f(a) gesichert. Das zu erreichen ist jedoch immer auf un- 
endlich viele Arten méglich, weil die Punkte der Menge Q die Ebene 
der complexen Verdnderlichen x iiberalldicht erfiillen soilten; denn aus 
diesem Grunde kann y, so nahe an a, gewahit werden, dass die 
absoluten Betrige der v Gréssen: 


Cy, [; v(y-+1)+ «| ! 
«,* v(¥+1) 





(y,—a,) ° (@=0,1,2,-++,¥— 1) 
(#, —%o) idle (1, —- %,_1) 
alle kleiner als eins sind. 

Mithin stellt der Ausdruck: 


(2) = SIuat* g(a) 


r=0 


eine eindeutige analytische Function von x mit der einen wesentlich 
singuliren Stelle z= oo dar, die fiir alle Argumente aus der abzdil- 
baren Menge P nur Werthe aus der iiberalldichten Menge Q annimmt; 
dass nimlich die Constanten u, von einem bestimmten Index an simmt- 
lich verschwinden, das lisst sich augenscheinlich immer durch geeignete 
Wahl der Punkte y, verhiiten. 


Zusatz. Hin entsprechendes Theorem gilt, wenn die abzihlbare 
Punktmenge P aus lauter reellen Punkten besteht, und die Punkt- 
menge @ in der reellen Axe iiberalldicht ist. 


2 
Anwendungen. Um von diesem allgemeinen Theoreme An- 
wendungen zu machen, will ich zuniichst annehmen, dass die Menge P 
der Inbegriff aller rationalen complexen Zahlen ist, dass man also: 
XL, = 2, + iz,” 


hat, wo 2,’ und 2,” reelle rationale Zahlen bedeuten. Die Menge Q 
mége — was ja erlaubt ist — mit der Menge P identisch sein. Dann 
gilt der Satz: 
Es giebt unendlich viele transcendente Functionen der complexen 
33* 
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Verdnderlichen x, die fiir alle rationalen Werthe des Argumentes selbst 
lauter rationale Werthe annehmen. 

Diese Eigenschaft ist also nicht charakteristisch fiir die rationalen 
Functionen von x mit rationalen Coefficienten. Wohl aber gilt nach 
Herrn Hilbert*) der Satz: 

», Wenn eine algebraische Function von « fiir alle rationalen in 
einem beliebig kleinen Intervall gelegenen Werthe stets selber rationale 
Werthe annimmt, so ist sie nothwendig eine rationale Function.“ 


Dass eine analytische Function, die fiir alle reellen rationalen 
Werthe des Argumentes selbst reelle rationale Werthe annimmt, noth- 
wendig eine rationale Function sein miisse, hatte ein friihgestorbener, 
talentvoller Mathematiker, Emil Strauss, im Jahre 1886 zu beweisen 
versucht, war aber von Herrn Weierstrass, dem er seinen Beweis- 
versuch mitgetheilt hatte, auf die Vergeblichkeit seiner Bemiihungen 
aufmerksam gemacht worden. Herr Weierstrass construirte niimlich 
eine transcendente Function von x, der die verlangte Eigenschaft zukam. 

Mit seiner giitigen Erlaubniss darf ich die betreffende Stelle aus 
seinem Briefe an Strauss vom 19. Marz 1886 im Folgenden mittheilen.**) 

»lis werde gesetzt (fir mn — 1, 2,3,...): 


@n(2) [Tf a (Ati— a?|, 


v=1 


fala) =] J ote); 


v=1 
dann sind ,(x), f,(%) ganze rationale Functionen von x 
mit lauter rationalen Zahlencoefficienten; der Grad der ersten 
ist 2m, der Grad der andern gleich 
2+4+---+2n—n(n+1). 

Ferner werde gesetzt: 

m =1, 

m =m +1.2+1, 

m =m+2.3+1, 

Myii—= Mm, + v(v+1)+ 1 (y==1, 2,..., 00). 


Dann kann man eine unendliche Reihe rationaler Zahlen : 
*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 110 (1892). S, 129. 
**) Eine Abschrift dieses Briefes verdanke ich der Freundlichkeit von Frau 
Mathilde Speyer geb. Strauss, der ich auch an dieser Stelle meinen besten 
Dank aussprechen michte, 
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Ay My, Mgy~-- 


so bestimmen, dass der Ausdruck: 


f(@)= a+ a, 2", (@) + a,a™f, (2) +++ an 2" fra (%) ve 
eine transcendente ganze Function von x und durch eine 
bestiindig convergente Potenzreihe von der Form: 


CG +ee+e,n?*+--., 
deren Coefficienten siimmtlich rationale Zahlen sind, dar- 
stellbar ist, 


Zu dem Ende werde irgend eine bestiindig convergirende 
Potenzreihe von «: 


C+ C2+C,27+--- 
mit lauter positiven Coefficienten angenommen, und dann 
(fiir jeden bestimmten Werth von n) a, so gewihlt, dass 
in der nach Potenzen von « entwickelten Function: 


Gy Xf, (2) 
der Coefficient eines jeden Gliedes seinem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als der Coefficient des dieselbe Potenz von 
x enthaltenden Gliedes der Reihe 


Cot Ge: 
Dann ist nicht nur der Ausdruck f(x) fiir jeden endlichen 
Werth von x convergent, sondern kann auch in eine be- 
stindig convergirende Potenzreihe von der angegebenen 
Beschaffenheit umgeformt werden. Zugleich erhellt, dass in 
dieser Reihe die Coefficienten von 


mm, Mo My 


"6s te eee 


bezieblich: 
Gy Bey ++ 0 Guy 
sind, und es ist daher, wenn man die Zahlen a,, a,, @3,... 


so annimmt, dass nicht von einer bestimmten Stelle an alle 
gleich Null sind, 


Cot et + ex? +--+: 
eine unendliche Reihe und stellt demgemiiss eine transcendente 
ganze Function von # dar. 

Dies festgestellt, sei nun x, eine beliebige, von Null 
verschiedene rationale Zahl, so bringe man dieselbe auf 
die Form: 

a 
<= u? 
wo A, w ganze positive Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sein sollen; dann ist 
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Pr+p—1 (Lp = 0; 
es verschwinden demnach fiir « = a, simmtliche Functionen 
fa(x), fiir die a 

n>a+tu—l 
ist, und f(x) hat einen rationalen Werth. Dasselbe gilt fiir 
xz =, und somit ist bewiesen: 

Es existiren transcendente ganze Functionen einer Ver- 

ainderlichen von der Beschaffenheit, dass sie fir jeden ratio- 


nalen Werth ihres Argumentes einen ebenfalls rationalen 
Werth haben. 


Ich bemerke noch, dass es auch (auf mannigfaltige 
Weise) méglich ist, eine transcendente ganze Function von x 
herzustellen, welche lauter rationale Coefficienten und fiir 
jeden algebraischen Werth von x einen ebenfalls algebraischen 
Werth hat.‘ 

Angeregt durch die letzte Bemerkung von Herrn Weierstrass 
hat Strauss versucht, eine solche transcendente Function von z her- 
zustellen, und zwar verfuhr er folgendermassen *). 

Nach dem Vorgange von Herrn G. Cantor**) ordne man jeder 
irreduciblen ganzzahligen Function von a: 


Aya" + a, a+ +--+ anit + a, 
als Hohe die ganze positive Zahl: 
h=n— 1+ |a| + [a,| +--+ > + |a@n-1| + Jan! 
zu. Das Product aller Functionen derselben Hohe h ist eine ganze 


ganzzahlige durch « theilbare Function von z, die mit f(a”) bezeichnet 
werde. Bildet man noch die Producte: 


n(e)=f [fi (k= 1,2,3,...,00), 
4=1 


so hat der Ausdruck: 


G(x) = >) x"* g(a); 
h=1 
in welchem die mu, positive ganze Zahlen sein sollen, augenscheinlich 
die Eigenschaft, dass jedem algebraischen Werthe von x (im Conver- 
genzbereiche) ein algebraischer Werth von G(x) zugehért. 
Definirt man nun die Zahlen gw, durch die Gleichungen: 

u,=M, + M,+---+ M+ (h—-1)A, a. (h—2). A, + eee? Ayiat 1 An 
a re ee | (A=1, 2, 3,-++, 0), 


*) Berichte des Freien Deutschen Hochstiftes zu Frankfurt am Main. Neue 
Folge. Dritter Band. Jahrgang 1890. 8S. 18—29. 


**) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 77 (1873). S. 259. 
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in denen M,, M,, ..., M, den grdssten der absoluten Betriige der 
Coefficienten und A,, 4,,..., 4 den Grad beziehungsweise von 
9;> Jo. «++» gn bezeichnet, so wird G(x) eine Potenzreihe von x, die 
den Einheitskreis zum wabren Convergenzkreis hat. 

Dass G(x) keine rationale Function von a darstellt, lisst sich 
leicht einsehen. Es hat niimlich die héchste Potenz von x in 


ah! gy_ 4 (a) 
den Exponenten uw, —- M,, die niedrigste Potenz von x in 


a") gy (x) 
dagegen den Exponenten u,-+ 1, sodass die dazwischen liegenden 
M, Potenzen von x den Coefficienten Null besitzen. Da nun die 
Gréssen M, mit wachsendem h jede endliche Grenze iiberschreiten, so 
kann keine Recursionsformel endlicher Ordnung zwischen den Coef- 
ficienten der Potenzreihe G(a) bestehen, wie es der Fall sein miisste, 
wenn diese Potenzreihe eine rationale Function von x darstellt. 

Wenn jedoch Strauss hieraus schliesst, dass er in G(x) eine 
transcendente Function der verlangten Beschaffenheit erhalten hat, so 
iibersieht er dabei die Méglichkeit, dass die Fortsetzung seiner Potenz- 
reihe zwar keine rationale Function, wohl aber eine algebraische 
Function von 2 ergeben kénnte. Sein sonst recht scharfsinniger Beweis 
kann daher nicht als stichhaltig anerkannt werden. 

Allerdings lisst sich diese Liicke ausfiillen. Zu diesem Zwecke 
braucht man niimlich nur zu beachten, dass zu jedem rationalen Werthe 
von x (innerhalb des Einheitskreises) ein rationaler Werth von G(z) 
gehért, und sich den vorhin erwaihnten Satz von Herrn Hilbert ins 
Gediichtniss zuriickzurufen. Mithin stellt G(a) wirklich eine transcen- 
dente Function von @ dar. 

Aber selbst wenn man davon absehen wollte, dass das von Strauss 
angegebene Beispiel nicht die wiinschenswerthe Kinfachheit besitzt, so 
hat es doch folgenden wesentlichen Mangel. Es zeigt nur, dass jedem 
algebraischen Werthe von x innerhalb des Einheitskreises ein algebraischer 
Werth einer transcendenten Function zugehéren kann, und es bleibt 
somit die Frage offen, ob es auch transcendente Functionen von x giebt, 
bei denen jedem algebraischen Argumente ein algebraischer Functions- 
werth entspricht. 

Dass diese Frage eu bejahen ist, ergiebt sich aus meinem allgemeinen 
Theoreme, wenn man als Menge P den Inbegriff aller algebraischen 
Zahlen nimmt und die Menge Q mit P identisch sein lasst. Es bedarf 
kaum der Erwihnung, dass man auch bei geeigneter Anordnung 
der algebraischen Zahlen, welche die Menge P bilden, fiir f(x) eine 
bestiindig convergente Potenzreihe mit lauter rationalen Coefficienten 
erhalten kann. 
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Hat man iibrigens eine solche bestindig convergente Potenzreihe /(x), 
so kann man auch sofort beliebig viele beschrinkt convergente Potenz- 
reihen mit derselben Wigenschaft angeben, die ebenfalls transcendente 
Functionen darstellen. Zu diesem Zwecke braucht man nur zu f(z) 
eine Potenzreihe y hinzuzufiigen, die aus irgend einer ganzzahligen 
algebraischen Gleichung 


' g (z,y) = 0 
entspringt. 


Man kann sogar noch mehr erreichen. Wenn man annimmt, dass 
P aus allen algebraischen Zahlen und Q aus allen rationalen Zahlen 
besteht, so erhilt man den Satz: 

Es giebt unendlich viele transcendente Functionen von x, die fiir 
alle algebraischen Werthe des Argumentes selbst lauter rationale 
Werthe annehmen. 

Dass es Funetionen einer reellen Verinderlichen giebt, die fir alle 
reellen algebraischen Werthe der Argumente selbst lauter reelle rationale 
Werthe annehmen, das hatte mir Herr G. Cantor miindlich mitgetheilt, 
und ich bin hierdurch angeregt worden, den entsprechenden Satz fiir 
Functionen einer complexen Veriinderlichen zu beweisen. 


Zum Schluss finde noch folgende Bemerkung Platz. Nach Herrn 
Lindemann®*) besitzt die Function 


e 


die Higenschaft, fiir alle algebraischen Werthe des Argumentes, den 
Werth Null ausgenommen, transcendente Werthe anzunehmen. Es 
giebt aber auch analytische Functionen von x, bei denen ausnahmslos 
jedem algebraischen Werthe des Argumentes ein transcendenter Func- 
tionswerth entspricht; denn man braucht dazu nur anzunehmen, dass 
die Menge P der Inbegriff aller algebraischen Zahlen, die Menge Q 
dagegen der Inbegriff aller transcendenten complexen Zahlen ist. 


Halle a./S., December 1894. 


*) Mathematische Annalen Bd. 20 (1882), S. 224. 








Sur les points singuliers des équations différentielles du 
premier ordre. 
(Extrait d’une lettre adressée & M. Klein). 


Par 


M. Emite Picarp &a Paris. 


1. Je voudrais vous présenter quelques remarques sur l'étude des 
courbes définies par une équation différentielle du premier ordre. C’est 
un sujet qui a fait l'objet de bien des recherches, mais il me semble 
que quelques points n’ont pas été traités avec une rigueur suffisante. 
Ainsi prenons d’abord une équation différentielle du premier ordre et 
du premier degré dans le voisinage d’un point singulier que nous 
pouvons supposer étre l’origine. Nous aurons |’équation 

— 
aafby +. ~depty yt 
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. La nature 
des ravines de |’équation du second degré en 2 
a—i b 

(1) a V—d) 
joue, comme vous savez, un role capital dans l'étude du point singu- 
lier, En nous bornant au cas genéral c’est 4 dire sans supposer de 
relations particuliéres entre les coefficients, il y a trois cas & distinguer. 
Si les racines de (1) sont réelles et de méme signe, toutes les courbes 
intégrales se rapprochant suffissament de l’origine passent a l’origine 
et on a alors ce que M. Poincaré dans ses études classiques sur ce 
sujet (Journal de Liouville, 1881 et 1882) appelle un neud. Quand 
les racines de l’équation (1) sont imaginaires, il y a une infinité de 
courbes intégrales ayant comme point asymptote l’origine, que M. Poin- 
caré appelle alors un foyer. Je n’ai aucune remarque a faire sur 
ces deux cas, mais il reste encore le cas du col ot |’équation (1) a 
ses racines réelles et de signes contraires. Ii résulte alors immédiate- 
ment des anciennes recherches de Briot et Bouquet que |’on peut 
trouver deux courbes intégrales passant & l’origine, mais on n’a ici 


=0, 
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aucune forme de l’intégrale générale dans le voisinage de lorigine, 
et pour affirmer que les deux courbes intégrales trouvées sont les 
seules qui passent a Vorigine ow s’en rapprochent indéfiniment, quelques 
compléments sont nécessaires. I] est d’abord presque évident que, si 
une courbe intégrale passe & lorigine avec une tangente déterminée, 
elle coincidera avec une des deux courbes que je viens de signaler; 
c'est un point sur lequel il n’est pas besoin d’insister, Il nous suffira 
done de montrer que toute courbe intégrale de l’équation différentielle 
passant 4 l’origine ou sen rapprochant indéfiniment a nécessairement 
une tangente déterminée au point singulier. A cet effet, remarquons 
d@’abord qu’on peut faire un changement de variables tel que les axes 
des x et des y soient les deux intégrales dont nous venous de parler. 
L’équation différentielle aura nécessairement alors la forme 


a+ +) y(t: 

les termes non écrits étant au moins du premier degré en x et y. Il 
est clair d’abord que, dans la région autour de Vorigine od convergent 
les séries des dénominateurs, une courbe intégrale ne peut rencontrer 
l'axe des x ou l’axe des y. Si, en effet, une intégrale rencontre l’axe 
des y au point (c=0, y, +0), elle sera tangente en ce point avec 
Vaxe des y et devra par suite coincider avec lui. Ceci posé, en- 
visageons une courbe intégrale passant & l’origine ou s’en rapprochant 
indéfiniment et distincte de Ox et Oy. Nous pouvons supposer que, 
depuis un certain point P,, elle est dans l’angle (xOy). Suivons la 
courbe depuis le point P, jusqu’ a lorigine; si P désigne le point 
mobile de la courbe, le rayon vecteur OP tourne toujours dans le 
méme sens autour de |’origine O, car autrement pour la position du 
point P correspondant 4 ce changement de sens, la droite OP serait 
tangente en P a la courbe, et on aurait pour les coordonnées de 
ce point 


dz dy 


et, par suite, 
1 1 
i,+-:- — a+: 
égalité impossible, puisque 4, est différent de 4,. Supposons, pour 
fixer les idées; que OP marche dans le sens de Ox vers Oy; quand P 
tendra vers l’origine, OP aura nécessairement une limite, puisque O P 
marche toujours dans le méme sens et ne peut dépasser Oy, d’aprés 
ce que nous avons dit plus haut. Il est done établi que la courbe 
intégrale considérée a une tangente a Vorigine, et nous sommes alors 
assuré qu'il n’y a que deux courbes intégrales passant par le point 
singulier considérée, c’est & dire par un col, 





_—— 


we 


ao & 


eo 
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2. Une question du méme genre, mais un peu moins simple, se 
présente pour les équations différentielles du premier ordre et du second 
degré, qu'il n’est peut étre pas sans intérét de discuter d’une maniére 
compléte & cause des nombreuses questions de géométrie od elles se 
rencontrent. Prenons done |’équation 


(az + by+-- (z YY 4-2 (aye + by +: - (3 
+ (4,4 + boy +--+) =0 


et cherchons les courbes intégrales passant a Vorigine ou s’en rapprochant 
indéfiniment. Il est expressément entendu que nous nous plagons dans 
le cas général, c’est & dire que nous ne supposons remplie aucune 
condition particuliére d’égalité entre a, b, a,, b,, a, et dy. 

5. On voit immédiatement que, si une courbe intégrale posséde 

une tangente a l’origine, le coefficient angulaire de cette tangente 
devra étre une racine de |’équation du troisitme degré 
(2) (a+ bt) # + 2(a, +0, ft + a, + byt = 0. 
Des circonstances différentes se présenteront suivant la nature des 
racines de cette équation du troisiéme degré; les racines réelles seules 
seront ici intéressantes, et 4 une racine réelle ¢, correspondront, pour 
’équation, une seule intégrale on une infinité d'intégrales suivant que 
léquation différentielle en ¢, proposée de la transformée en posant 
y=tz, aura une intégrale ou une infinité d’intégrales prenant pour 
x = 0 la valeur f). 


L’équation (2) se retrouve en faisant dans l’équation y= tz. On 
aura, en résolvant d’abord 





(3 dy — —(aa+by+--)+Vqe+byt-? eee ) (aga bay +e 
(°) a= ax + by+-- 





et par suite 





(4) oot om —t(afbt)—(a+bt)+a( )+Via+b,t)?— @+bi) (a+b t)+a(_) 
a+bt+2x( ) 
en marquant par des parenthéses des séries entiéres en x et ¢, Pour 
=, le second membre se réduit a 





— t(a+-bt) — (a, +0, t) EV (ay + byt)? — (GFE) (Gg bgt) | 
a-+ bt 


En égalant cette expression 4 zéro, on retrouve l'équation (2) du 
troisitme degré, aprés suppression de la racine ¢ = — ; On pourrait 
avoir 4craindre, pour l’équation différentielle (4) en ¢, quelque difficulté 


a 
a cause de cette racine t= — ;- Le second nombre de cette — 


se présente en effet sous forme indétérminée pour z= 0, t= — 4 
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du moins pour une des déterminations du radical. Ne pourrait-il pas 
y avoir alors une intégrale ¢ de |’équation tendant vers — -- quand x 


tend vers zéro. Pour voir que la chose est impossible, il suffit de 
considérer dans |’équation différentielle proposée en x et y, x comme 
fonction de y, et, posant = ¢’y, on aura une équation différentielle 
entre y et ¢’, et cette équation ne pourra avoir une intégrale ¢’ tendant 
vers —! quand y tend vers zéro, car il n’y a plus ici aucune diffi- 
culté, puisque ab, — a,b +0. 

4. Les courbes intégrales que nous venons d’étudier étaient sup- 
posées avoir une tangente 4 l’origine. Peut-il exister des courbes inté- 
grales se rapprochant indéfiniment de Uorigine sans avoir de tangente 
déterminée? 'Telle est la question qui doit maintenant nous occuper. 
Outre équation (2) nous aurons encore & considérer |’équation 


(5) (a, +0, t)? — (a+bt) (a,+b,t) = 0 
correspondant aux directions qui donnent une racine double pour ae. 


5. Supposons d’abord que |’équation (5) ait ses racines imaginaires. 
En se servant des coordonnées polaires, l’équation différentielle devient 


(6) [7(©) + e( )ldp=e[y(O)+ eC )]do 


en posant 
f(9 = — sin 0 (a cos 0+ BD sin O) — cos O(a, cos 0+, sin O) 

+ cos O(a, cos 8 +b, sin 0)? — (a cos 9+ b sin O) (a, cos O-+b, sin O) 
et (©) ayant une expression analogue, Les coefficients de @, qui 
sont marqués dans |’équation (6) par des parenthéses, sont des séries 
ordonnées suivant les puissances de g et convergentes quel que soit 0; 
nous nous appuyons ici sur ce que |’équation (5) a ses racines imagi- 
naires, d’ou il résulte que le radical figurant dans f(®) ne peut 
s’annuler. 

Les racines de |’équation (2) correspondent aux racines dé ]’équation 
(7) f(0) =9 
ot il est entendu, une fois pour toutes, que parmi ces racines nous 
ne comptons pas la racine sans intérét pour nous répondant a 

acseQ+bsinO=0O. 

Il résulte de la forme de |’équation (6) que, partant d’une valeur 
initiale (g,, Q,) avec une détermination fixee pour le radical qui figure 
dans {(0), nous pourrons toujours faire varier © dans le méme sens.*) 








*) Si l'on veut développer davantage ce point, sur lequel nous passons peut- 
étre un peu rapidement dans le texte, on peut raisonner de la maniére suivante. 
Il pourrait arriver que le rayon vecteur changedt de sens de rotation, si l’on 
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Les seules valeurs de ©, appelant Vattention, sont les ra¢ines de 
léquation (7). Si, © arrivant & une telle racine ©,, @ prend la valeur 
zéro, nous serons dans le cas étudié d’une courbe ayant une tangente 
déterminée a l’origine. Si g@ ne prend pas Ja valeur zéro, le point ne 
présente rien de particulier pour nous. 

Nous venons de dire que ]’on pourra toujours suivre une courbe 
intégrale en faisant varier Q dans le méme sens, tant gu’on n’aura 
pas atteint l’origine. On peut donc penser qu’il est possible d’avoir 
une intégrale ayant la forme d’une spirale; nous allons voir qu'il 
n’en est rien. 


L’équation (2) ayant au moins une racine réelle, il y aura toujours 
une courbe intégrale passant @ ]’origine et formant un are analytique, 
i savoir celle qui correspond a J’intégrale holomorphe de 1|’équation 
différentielle en ¢. Soit C cette courbe; concevons une autre courbe 
intégrale [ rencontrant en m la premiére, et passant 4 J’origine ou 
sen rapprochant indéfiniment. Kn suivant [, nous pourrons arriver 


arrivait & un point (w, y) de la courbe telle que la tangente en ce point passe 
& Yorigine. Or le lieu des points des courbes intégrales pour lesquels la tangente 
passe & Vorigine est la courbe que l'on obtient en remplacant dans l’équation 
différentielle oY par y. Cette courbe a un point triple a l’origine, les tangentes 
correspondant aux directions données par |’équation (2). En coordonnées polaires, 
cette courbe a pour équation le coefficient de de dans (6), c’est-d-dire 

(L) f(®)+e( )=9. 

On pourrait craindre qu’une intégrale evit, sur une branche de la courbe 
précédente, une infinité de points daus le voisinage de l’origine, pour lesquels 
la tangonte & Viutégrale passerait & l’origine. Dan ce cas, il ne serait plus 
permis d’affirmer que, si prés de l’origine qu’on considére l’intégrale, le rayon 
vecteur marche toujours dans le méme sens. Pour démontrer qu'il n’en peut 
étre ainsi, remarquons qu'il y a une courbe intégrale tangente a l’origine & la 
branche considérée de la courbe (L); nous pouvons supposer, en effectuant 
préalablement un changement de variable, que cette courbe intégrale est l’axe 
des x. Pour une détermination convenable du radical f(Q) s’annulera pour 0 = 0, 
et l’équation différentielle devant étre satisfaite pour O = 0, quel que soit a, le 
second terme dans (L) s’annulera pour 0 = 0, quel que soit g. Il en résulte que, 
dans le voisinage de 0 = 0, l’équation différentielle peut prendre la forme 


Of1+( ]de=elp)+e( )] 40, 

la quantité représentée dans le premier membre par une parenthése s’annulant 
pour g=0©=90, Si maintenant on suit une intégrale a partir d’une détermination 
initiale (QO), go), Qo et eo désignant des quantités positives trés petites, et que O 
commence par décroitre, il continuera nécessairement & décroitre jusqu’’ 0 = 0, 
car le multiplicateur de de ne s’annule que pour ‘(0 =0. Ce sera pour cette 
derniére valeur que g s’annulera si la courbe se rapproche indéfiniment de l’origine, 
il est clair que (0) sera alors nécessairement positif. 

Les considérations précedentes un peu développées permettraient méme 
d’éviter la discussion que nous faisons dans le texte, mais on pénétre ainsi moins 
profondément dans la question, 
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au point O, © marchant toujours dans le méme sens. Cherchons si [ 
peut rencontrer C en un second point m’ qui sera nécessairement situé 
sur C de autre cété que m par rapport a O (dans le cas contraire, 
© aurait du rétrograder 4 un certain moment). 


En m Véquation différentielle donne deux valeurs pour ay Pune 


convient & C l'autre 4 [. Sous le radical qui figure dans |’expression 
d . , id ‘ ’ 
de a. se trouve une expression toujours positive. Les points m et m 


sont de part et d’autre de O et trés voisins. Supposons qu’en m ce soit 
la détermination positive du radical qui convienne aT; le coefficient 
angulaire de la tangente a [ en m est 





® =e phy 4 Viaethy $F 

ax-+by-+--- 
tandis que pour C il faudra mettre le signe moins devant le radical. 
Suivons maintenant (7, y) surf de m en m’; le radical gardera toujours 
le méme signe, en m’ et en m les coordonnées x et y sont respective- 


. . 4 . . . a 
ment de signes contraires, le rapport 4 ayant & trés peu pres la méme 


valeur. Il en résulte qu’en suivant [, nous trouvons en m’ une valeur 
. +s d 
de (E) trés voisine de la valeur de 5 en m pour la courbe C, et par 


suite trés voisine de celle de o2 en m pour la méme courbe C. Mais 


da? 
les deux valeurs que nous avons trouvées trés peu différentes sont done 


rigoureusement égales, et par suite la tangente en m’ a la courbe C 
coincide avec la tangente a [: les deux courbes C et [ coincider- 
aient donc, ce qui est absurde. La courbe [ ne peut done rencontrer 
C en aucun autre point que O (en dehors de m), et elle arrive par 
suite en O avec une tangente déterminée, rentrant ainsi dans la classe 
dintégrales dont nous avons fait l'étude. Notre conclusion est donc 
que toutes les eourbes intégrales cherchées ont & Vorigine une tangente 
déterminée. 


6. Examinons maintenant le cas od |’équation (5) a ses racines 


en m’ Yéquation différentielle donne deux valeurs différentes pour dy. 


réelles. En écrivant que les deux valeurs de y données par |’équation 


différentielle sont égales, on obtient une courbe ayant un point double 
& l’origine avec tangentes distinctes. On peut faire un changement de 
variables tel que les deux branches de la courbe coincident avec Ox 
et Oy; nous allons nous placer dans cette hypothése. D’aprés un 
théoreme classique, les axes de coordonnées sont alors le lieu des points 
de rebroussement des courbes intégrales, et celles-ci avant d’atteindre 
VYorigine resteront toujours dans un méme quadrant que nous pouvons 
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supposer étre le premier. Quand on suit une courbe intégrale, le rayon 
vecteur marche toujours dans le méme sens, sauf pour les positions 
Ox et Oy od change le sens du mouvement; c’est ce qui résulte de 
ce que la seule irrationnelle figurant dans |’équation est le radical 
P(0) =/(a, cos 0 + b, sin®)* —(acosO + bsinO)(a,cosO + 6, sin®) 
qui d’ailleurs se réduit ici & /cos© sin® d’aprés nos hypothéses. Le 


: . x . * , ~ @ 
signe du radical sera & changer quand © arrivera a zéro ou a 5- 





Remarquons encore que toute racine réelle t de l’équation (2) 
satisfait & l’inégalité 
(a, + 6, t)? — (a+ br) (a, + 6,1) > 0 
comme on le conclut de suite de l’équation 
(a+ br)r? + 2(a,+),rt)t +a, +),7 = 0. 
Il en résulte qu’il y aura au moins dans le premier quadrant une 
courbe intégrale avec une tangente déterminée. 

Nous pouvons maintenant chercher & suivre une courbe intégrale 
qui tendrait vers l’origine. Soit C une intégrale ayant une tangente 
déterminée & l’origine; suivons une autre intégrale 
, et supposons que, en suivant la courbe en allant 
vers l’origine, © aille d’abord en croissant. Ii pourra 
arriver que @ tende vers zéro pour une valeur de 


. 7 om 
© moindre que =, et alors nous aurons une branche 





de courbe avec une tangente déterminée. Dans le 


° a . ~ @ ° 
cas contraire, © pourra croitre jusqu’éa = et la courbe F aura un point 


de rebroussement @ sur l’axe des y. Il faut alors faire décroitre 0. 
Deux cas pourront maintenant se rencontrer: ou bien @ prendra la 


et 0, et 
alors nous aurons une courbe intégrale avec une tangente déterminée, 
ou bien © pourra atteindre la valeur zéro et on aura en b sur Ox un 
second point de rebroussement. Dans ce cas, il y aura certainement 
un point m de rencontre de [ avec C, et pour la branche ab de [, 
le radical /P() aura un certain signe. Continuons & avancer sur TP: 


. 


ou bien la courbe intégrale arrivera 4 l’origine avec une tangente 


* : . 7 
valeur zéro pour une certaine valeur de © comprise entre = 


* — . . ww 7 . . 
déterminée, ou bien © pourra aller jusqu’é >; mais, dans ce dernier 
cas, il y aura un second point de rencontre m’ de [ avec C. Pour la 
branche bm’, le radical /P(©) a dans |’équation différentielle un autre 
signe que pour la branche bm. Or en m équation différentielle donne 


d — 
deux valeurs de ae correspondant aux deux courbes intégrales passant 
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en m; ces valeurs correspondent aux deux signes du radical. L’une 
correspond & C Yautre 4[, mais en m et m’ les coefficients angulaires 
de la tangente a C sont trés peu différents. I] s’en suit que le coef- 
ficient angulaire de la tangente en m’ a [ coincide avec le coefficient 
angulaire de la tangente a C (puisque en m ils étaient distincts, et 
que le signe du radical a changé en b). Nous arrivons donc encore 
i une contradiction qui établit |’impossibilité du second point de ren- 
contre m’, & moins que ce dernier ne coincide avec l’origine. Nous 
avons done dans tous les cas la conclusion suivante: 

Toutes les courbes intégrales passant & Vorigine ou s’en rapprochant 
indéfiniment arrivent nécessairement en ce point avec une tangente 
déterminée. 

Ainsi se trouve traité d’une maniére qui me parait complétement 
rigoureuse le cas général de |’équation du second degré, intéressant 
dans diverses questions de géometrie notamment dans la recherche des 
lignes de courbure passant par un ombilic. 


Paris, 4. Janvier 1895. 








Die geometrische Theorie der Schwarz’schen s-Function fir 
complexe Exponenten. 
(Zweite Abhandlung). 


Von 


Fritz Scurmiimne in Aachen. 


Die folgenden Betrachtungen bilden die Fortsetzung des in diesen 
Annalen Bd. 46, pag. 62ff. verdffentlichten ersten Theiles, Bereits 
am Schlusse des § 4 daselbst sind die Punkte kurz genannt worden, 
die noch zu besprechen wiinschenswerth sind. Dieselben betreffen die 
Ausdehnung der allgemeinen Construction der Fundamentalbereiche auf 
den Fall, dass einer oder zwei der Exponenten rein imaginir sind, 
sowie die Aufstellung der allgemeinen Criterien, wie sie die geometrische 
Theorie fiir das Auftreten parabolischer Ecken sowie fiir die functionen- 
theoretische Verwandtschaft der Fundamentalbereiche ergiebt. 


§ 5. 
Construction der allgemeinen Fundamentalbereiche fiir einen oder zwei 
rein imaginire Exponenten. 


Im Anfange des §2 des ersten Theiles war der Fall von der 
weiteren Betrachtung ausgeschlossen worden, dass einer oder zwei der 
Exponenten 4, u,v rein imaginir sind. Wir wollen jetzt zeigen, wie 
auch fiir soleche Werthe der Fundamentalbereich der zugehérigen 
s-Function sich geometrisch am einfachsten construiren liisst. Unsere 
Methode wird zuniichst in genau derselben Weise vorgehen, wie fiir 
den allgemeinen Fall dreier complexer Exponenten im ersten Theile 
ausgefiihrt ist. An der Gestalt der sich in solcher Weise geometrisch 
ergebenden Vierecke wird jedoch dann noch eine Abiinderung vor- 
zunehmen sein, um sie zu functionentheoretisch brauchbaren Funda- 
mentalbereichen zu erheben. Eine besondere Betrachtung widmen wir 
hierbei wieder dem Ausnahmefall, in dem die Bedingung 


+atetv=2n4+1 
erfiillt ist. 


Mathematische Annalen, XLVI, 34 


——————— 
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Nehmen wir jetzt zuniichst an, dass nur ein Exponent, etwa 4, 
rein imagindr ist, die tbrigen, w und v, beliebig complex sind. Der 
bestimmteren Ausdrucksweise wegen sei ferner v’ > uw’ vorausgesetzt. 
Wir bestimmen vorerst die Lage der 4 Eckpunkte a,, b,, ¢, ¢, 
unseres Bereiches in der s-Ebene vermége der Gleichung 

D V (a,b, ¢, ¢y') = e& #0-#-441), 

Dann lassen wir an Stelle der gegebenen Exponenten 4 = id", u,v 
fiir einen Augenblick das neue Tripel 4, = 0, w, =p, vy, =v — id" 
treten, welches das Doppelverhiiltniss der 4 Eckpunkte a,, b,, ¢,, ¢, 
unverandert lisst, und construiren das diesen Exponenten zugehirige 
Kreisbogenviereck, was keine Schwierigkeit bietet. In diesem Kreis- 
bogenviereck wird nothwendig die Ecke a, von zwei sich beriihrenden 
Kreisbogen mit verschwindendem Winkel gebildet werden. Nun wissen 
wir nach unserem Hiilfssatze in § 1, dass wir durch entsprechende 
Zuordnung der Seitenpaare a,¢,, a,c, und b,¢,, b,c,’ unser Viereck 
zum Fundamentalbereich eines jeden Exponententripels erheben kénnen, 
welcher in den reellen Theilen mit dem urspriinglichen iibereinstimmt, 
dessen imaginiire Theile aber ganz beliebig gewihlt sein kénnen, in- 
sofern nur der Ausdruck e~*””-“"-*") unveriindert bleibt. Wir kénnen 
daher die Zuordnung der Seiten jedenfalls auch so festsetzen, dass sie 
den gegebenen Exponenten 4, uw, v entsprechend ist. Doch dann tritt 
im Gegensatz zu dem allgemeinen Falle hier die neue Thatsache hervor, 
dass die Ecke a, einen hyperbolischen Zipfel darstellt, unser Kreis- 
bogenviereck daher in solcher Form 
als Fundamentalbereich fiir die ge- 
gebenen Exponenten bekanntlich 
; nicht brauchbar ist. Wie werden wir 
ag nun unser Viereck abdindern kinnen, 
um einen brauchbaren Fundamental- 

bereich aus thm zu bekommen? 
Wir haben bereits friiher gelernt, 
dass an Stelle des hyperbolischen 
Zipfels ein unendliches Kreisband 
Se zi treten muss*). Um unsere Vor- 
i \ stellung zu fixiren, kuniipfen wir 
—e unsere Betrachtung an das Viereck 
' der Fig. 1 an; doch wolle man be- 
1 merken, dass der einfache geome- 
trische Process, den wir ausfiihren 
werden, sich als allgemein anwend- 
bar erweist. Wir erkennen zuniichst, dass der zweite Fixpunkt a, der 





Fig. 1. 


*) Vgl. Annalen Bd. 44, pag. 176 ff. 
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hyperbolischen Substitution A, wie auch die Zuordnung des Seitenpaares 
a,¢, und a,¢,' getroffen sein mag, gewiss auf dem Hiilfskreise gelegen 
ist, den wir durch die Punkte a,, ¢, ¢, construirt denken kénnen. 
Jedoch kann andererseits a, nicht gerade auf dem Bogenstiicke ¢,c,' 
dieses Hiilfskreises liegen, welches sich in dem sichelférmigen Theile 
zwischen den Kreisen der Seiten a,c, und a,c,’ befindet. Wir wollen 
demgemiiss eine beliebige Lage des Punktes a, in der Figur 1 aus- 
wihlen. (Fallt a, in a, hinein, so ist die Substitution, welche die 
Zuordnung der Seiten a,c, und a,c,’ leistet, eben die parabolische 
geworden, von der wir oben ausgingen). 

Der fiir die in Aussicht genommene Abiinderung des Bereiches 
wesentliche Gedanke ist jetzt folgender: Wir denken den Kreis der 
Seite a,c, durch einen von ihm in seiner Lage beliebig wenig ab- 
weichenden Kreis ersetzt, der auch von dem Punkte c, ausgeht, die 
Fixpunkte a, und a, jedoch von einander trennt. (Derselbe mag tiber- 
dies, um ihn ein ev. stérendes zweites Schneiden der Seite c,b, vermeiden 
zu lassen, den urspriinglichen Kreisbogen a,¢, im Punkte c, beriihren*)). 
Zu dem neuen Kreis suchen wir jetzt den vermége der Substitution A 
zugeordneten Kreis, der von der Ecke 0,’ ausgeht. Beide Kreise sind 
in der Figur 1 gestrichelt eingezeichnet. Man erkennt jetzt, dass 
diese neuen Kreise sich niemals schneiden werden, Wir werden daher 
die geschlossene Ecke a, des hyperbolischen Zipfels durch das unend- 
liche Kreisband ersetzen, welches sich zwischen diesen Kreisen wieder- 
holt um die s-Kugel windet. Hiermit ist die beabsichtigte Umwandlung 
durchgeftihrt. Das neue Kreisbagen- 
viereck, welches in Fig. 2 nochmals fiir 
sich gezeichnet ist, stellt mat der ent- 
sprechenden Zuordnung der Seitenpaare 
in durchaus brauchbarer Gestalt den ge- 
suchten Fundamentalbereich fiir dasge- 
gebene Exponententripel 4=ih",u,v dar. 

Sind nun weiter zwei Exponenten, 
etwa 4 und w, rein imagindr, der dritte 
v dagegen beliebig complex, so ergiebt 
sich jetzt ganz von selbst, wie auch fiir \.<4 
sie der Fundamentalbereich zu _ con- y 
struiren ist. Man wird ganz analog vor- 
gehen wie soeben und sich zunichst das 
Kreisbogenviereck a,b, c,c, fiir die Exponenten 4, = 0, wu, = 0, 
v, =v — id” — iu” construiren, in dem die nicht verdoppelten Ecken 





Fig. 2. 


*) Ein Durchschneiden der Seite b,c,’ kann auch in jedem Falle leicht ver- 
mieden werden, wie wir nicht weiter ausfiihren wollen, 


34* 
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a, und b, je von zwei sich beriihrenden Kreisbogen gebildet werden, 
indem ihre Winkel gleich 0 sind. In diesem Viereck kénnen wir 
wieder die Seitenpaare a,c,, a,c, und b,¢,, b,c,’ durch die hyper- 
bolischen Substitutionen A und B einander zuordnen, welche den ge- 
gebenen Exponenten iA” und iu” entsprechen. Hierdurch werden die 
Ecken a, und 6, zu hyperbolischen Zipfeln; diese sind aber wieder 
leicht durch je ein unendliches Kreisband zu ersetzen durch genau 
denselben geometrischen Process wie vorhin. Das resultirende Kreis- 
bogenviereck wird dann wieder in durchaus brauchbarer Gestalt den 
Fundamentalbereich fiir die Exponenten 4 = ii", w = iu", v darstellen. 

Es bleibt noch ein Wort den bisher ausgeschlossenen Funda- 
mentalbereichen zu widmen, fiir welche bei Stattfinden der Bedingung 
t+A+u+v=2n+ 1 ein oder zwei der Exponenten rein imagindr 
sind, sowie der Gesammtheit aller mit einem jeden derselben arithmetisch 
verwandten Bereiche*). 

Ist nur ein Exponent rein imaginiir und sind die beiden anderen 
beliebig complex (ohne ganzzahlig zu sein), so ist leicht zu iibersehen, 
dass der Construction des zugehérigen Fundamentalbereiches sowie aller 
mit ihm arithmetisch verwandten Bereiche eine neue Schwierigkeit 
nicht im Wege steht. Das Gleiche ist der Fall, wenn etwa zwei 
Exponenten rein imaginir, der dritte complex (mit ungradzahligem 
reellen Theile) ist. Auf diese Fille wollen wir nicht erst niher ein- 
gehen. Nur solche Fundamentalbereiche, fiir welche zwei der Expo- 
nenten, etwa u und v, rein imaginir sind, wihrend der dritte 2, gleich 
1 ist, sowie alle mit denselben arithmetisch verwandten Bereiche (fiir die 
also stets der Exponent 4 eine ganze Zahl ist) erfordern noch eine 
besondere Beachtung, zumal wir sogleich in den folgenden Paragraphen 
auf sie zuriickkommen werden. Die zum Vergleich heranzuziehenden 
Figuren des § 26 der Beitriige werden eben fiir diesen Ausnahmefall 
zu unbrauchbaren Bereichen ausarten. 

Um auch fiir diesen speciellen Fall die Construction der Funda- 
mentalbereiche vollstiindig zu erledigen, wird man zweckmiissig vorerst 
eine Tabelle aller mit dem Exponententripel 4,=1, u,=iu", y»=iv" 
arithmetisch verwandten reducirten Tripel aufstellen. Man findet, dass 
es deren insgesammt 25 giebt**). Die ihnen entsprechenden Funda- 


*) Wir wollen zwei Bereiche dann ,,arithmetisch mit einander verwandt“ 
nennen, wenn ihre Exponenten sich um ganze Zahlen unterscheiden, deren 
Summe gerade ist. Wir kommen im §7 hierauf noch genauer zu sprechen. 

**) Diese Anzahl ergiebt sich deswegen griésser als im Falle dreier beliebiger 
Exponenten, weil man in der Tabelle der Beitriige § 16 fiir die Exponenten in” 
und iv” beide Vorzeichen zu beriicksichtigen hat, also z. B. neben dem Tripel 
A=1, w=1+iu"’, »v=1+ir” auch 1=1, p=1—ip’, v=1— iv” vor- 
kommt, 
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mentalbereiche lassen sich dann leicht zeichnen; ich will mich darauf 
beschrinken, die 5 charakteristischen Gestalten, welche hier vorkom- 
men, in folgenden Figuren 3, a—e zusammenzustellen*). Von diesen 
reducirten Bereichen zu der Gesammtheit aller erweiterten Bereiche 


























4=0, u=1—itn,”’, vp=2+in’. A=0, w= 1 —tuy’, p= 1+in”. 


d) e) 


Fig. 3, a)—e). 


aufzusteigen, bietet keine Schwierigkeit. Man bemerkt, dass wieder 
die Gesammtheit aller Bereiche sich in 2 Gruppen sondert, denen ent- 
weder der Kern c,1 (Fig. 3a, b) oder der Kern c, 2 (Fig. 3c, d, e) 
des § 12 der Beitriige zu Grunde liegt. Es zeigt sich zugleich, wie 
man unmittelbar aus den Figuren ablesen kann, dass der Kern ¢, 1 
dem Fundamentalbereich zugehért, d. h. dass der ganzzahlige Exponent 
4 eine identische Substitution darstellt, wenn 4—w+v=2n+1 
(fiir w > v') ist. Ist aber diese Bedingung nicht erfiillt, so kommt 


*) In den Figuren 3a und 8c sind natiirlich die hyperbolischen Zipfel in 
bekannter Weise umgewandelt zu denken, Doch sind die Figuren in dieser Form 
in Riicksicht auf die sich aufbauenden verwandten Bereiche gezeichnet worden. 
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der Kern c,2 zur Anwendung, d. h. die Substitution A hat parabolischen 
Charakter. 

Hiermit sind die Betrachtungen, welche sich auf die Construction 
der Fundamentalbereiche beziehen, zum definitiven, befriedigenden 
Abschluss gefiihrt. Das allgemein erreichte Resultat fassen wir noch- 
mals in dem Satze zusammen: 

Fiir jede beliebige Auswahl der Exponenten 4, u, v, mag der 
einzelne Exponent ganzzahlig, rein imagindr, reell oder complex sein, 
und mag im besonderen die Bedingung +4+ wtv=2n-+ 1 erfiillé 
sein oder nicht, stels liisst sich der Fundamentalbereich der zugehdrigen 


Schwarz’schen s- Function in der Gestalt eines Kreisbogenvierecks wirklich 
geometrisch construiren. 


§ 6. 
Allgemeines Criterium fiir das Auftreten parabolischer oder identischer 
Ecken. 


Wir wollen jetzt noch dem Falle, dass einer oder mehrere Ex- 
ponenten ganzzahlig sind, eine zusammenfassende Betrachtung widmen. 
Die Construction der beziiglichen Fundamentalbereiche ist ja freilich 
vollig erledigt; doch interessirt es, von vorneherein allgemein angeben 
zu kénnen, ob der einem ganzzahligen Exponenten entsprechenden Ecke 
des Bereiches eine identische oder eine parabolische Substitution angehort. 

Wir hatten bereits wiederholt bei speciellen Bereichen Gelegenheit, 
uns diese Frage vorzulegen und fanden stets das folgende Criterium 
bestitigt : 

Ist A—pwtv=—2n+1, fiir w>v’, so besitet die dem Ex- 
ponenten 4 zugehdrige Substitution nothwendig identischen Charakter, 
d. h. die entsprechende Ecke des Fundamentalbereiches wird von zwei 
Bogenstiicken desselben Kreises gebildet. Hierbei ist natiirlich noth- 
wendig, wenn diese Ecke verdoppelt auftreten sollte, ihre beiden 
Theile durch einfache erlaubte Abinderung des Bereiches vereinigt 
zu denken. 

Ist dagegen diese Bedingung nicht erfiillt, so besitzt die betreffende 
Substitution nothwendig parabolischen Charakter, d. h, die entsprechende 
einfache Ecke wird von zwei sich beriihrenden Kreisbogen gebildet. 

Wir wollen jetzt nachweisen, dass dieses Criterium véllig all- 
gemeine Giiltigkeit besitzt. 

Der Fall, dass alle drei Exponenten ganzzahlig sind, ist in diesem 
Sinne bereits im § 17 der Beitriige erledigt worden. 

Sind ferner nur zwei Exponenien, etwa 4 und w, ganzzahlig, der 
dritte v beliebig complex, so zeigt die Betrachtung des Kernes der 
drei Geraden I, II, III, dass den Exponenten 4 und w zwei identische 





Sw = 6N A 
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Substitutionen ebensowenig entsprechen kénnen wie je eine identische 
und eine parabolische Substitution. Denn gemiiss der Gleichung 
ABI = 1 miisste die dritte Substitution im ersteren Falle auch die 
Identitiit darstellen , im letzteren dagegen der parabolischen Substitution 
invers sein, d. h. der ihr entsprechende Exponent v miisste ebenfails 
ganzzahlig sein, was ausgeschlossen ist. Sind daher nur 2 Exponenten 
ganzzahlig, so besitzen die ihnen zugehdrigen Substitutionen stets para- 
bolischen Charakter. Man erkennt aus diesem Satze unmittelbar, dass 
also auch hier das obige Criterium erfiillt ist. 

Kaum umstiindlicher zu betrachten ist jetzt der Fall, dass nur ein 
Exponent, etwa 4, ganzzahlig ist, weun wir beachten, dass gerade 
diejenigen Werthetripel, die eine besondere Untersuchung erfordern 
wiirden, bereits vorweg erledigt sind. Mit letzteren gemeint sind eben 
alle Exponententripel, welche der Bedingung + 4+ew+v=—2n+1 
gentigen. Es zeigte sich fiir sie stets das oben aufgestellte Criterium 
bestiitigt, mégen die nicht ganzzahligen Exponenten w und v ihrerseits 
reell, rein imaginiir oder beliebig complex sein. Nun kénnen wir 
leicht fiir allgemeine Exponententripel folgendermassen schliessen: - 
Gehért etwa der ganzzahlige Exponent 4 zu einer Identitit, so miissen 
die beiden anderen Substitutionen (bis auf volle Umdrehungen) noth- 
wendig zu einander invers sein, d. h. ihre Axen miissen zusammen- 
fallen, Dann aber gilt +-4-- w+ v=—2n-+ 1 und der Exponent 4 
muss auch der Bedingung 4— w-++ v= 2n-+ 1 (fiir (u’ >’) geniigen. 
Entspricht aber andererseits dem ganzzahligen Exponenten 4 eine para- 
bolische Substitution, so kann die Bedingung 4— w+v=—2n-+1 
(fiir uw’ > v') gewiss nicht gelten. Denn sonst wiirde ja gerade wieder 
der charakteristische Ausnahmefall + 4 -+ w + v = 2n + 1 vorliegen, 
fiir welchen das Nichtbestehen der genannten Bedingung erwiesen ist, 
was einen Widerspruch involvirt. Unser Schlussergebniss ist daher, 
dass in der That das eben aufgestellte Criterium fiir beliebige Ex- 
ponententripel ausnahmslose Giiltigkeit besitzt. 


§ 7. 
Allgemeines Criterium fiir die Verwandtschaft der Fundamentalbereiche, 


Bei der Construction der Fundamentalbereiche haben wir ins- 
besondere stets auch auf die Verwandtschaft derselben Riicksicht ge- 
nommen. Es zeigt sich wiinschenswerth, nochmals im Zusammenhange 
diese Verhiiltnisse zu beleuchten, zumal beim Bestehen der Bedingung 
+Aa+u+v=—2n-+ 1, wie Herr Klein in seiner Vorlesung tiber die 
hypergeometrische Function*) bemerkt, die von Riemann gegebene 
analytische Definition der Verwandtschaft nicht ausreicht. 


*) Wintersemester 1893/94. Vgl. das Selbstreferat Ann. Bd, 45, pag. 151. 
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Als allgemeine Bedingung fiir die Verwandtschaft zweier Funda- 
mentalbereiche gilt, dass die zugehdrigen Functionen in zweckmiissig 
ausgewdhlten Zweigen dieselbe Gruppe von Substitutionen erleiden, wenn 
die unabhidngige Variable z beliebige Umliiufe wm die singulidren Punkte 
ihrer Ebene macht. Bei der geometrischen Uebertragung dieser 
Forderung auf unsere Fundamentalbereiche ergiebt sich zuniichst als 
nothwendig, dass diese demselben Kern angehéren, und demnach die 
Exponenten sich um ganze Zahlen von gerader Summe unterscheiden 
miissen. Doch ist, wie wir jetzt zeigen wollen, dieses Criterium eben 
nur in dem Falle zugleich auch hinreichend, wenn die Bedingung 
+Atutv—2n-+ 1 nicht erfiillt ist. 

Der bequemeren Ausdrucksweise wegen wollen wir alle Bereiche, 
deren Exponenten sich um ganze Zahlen von gerader Summe unter- 
scheiden, als ,, arithmetisch mit eimander verwandt‘ bezeichnen, solche, 
welche zugleich dieselbe Monodromiegruppe besitzen, dagegen als 
»» functionentheoretisch verwandt*‘. 


Wir denken die singuliren Punkte a, b,c in der Reihenfolge, wie 
es die Figur 4 zeigt, auf der Axe der reellen Zahlen in der z-Ebene 





a b c 
Fig. 4. 
gelegen. Wie leicht zu iibersehen ist, verlangt dann die charakte- 
ristische Bedingung ABf —1 folgendes: Wenn wir unsere Funda- 
mentalvierecke umlaufen denken, indem wir die Fliche linker Hand 
lassen, so miissen die Ecken in der cyklischen Reihenfolge a,c, b,c,’ 
(bezw. bei Verdoppelung einer anderen Ecke ¢,b, a,b,’ oder b, a,¢,a, ) 
auf einander folgen, woselbst a,b,c, als Fixpunkte der Substitutionen 
A,B, TV anzusehen sind. 

Fiir ein allgemeines Werthetripel 4, w, » nun, welches der Be- 
dingung +4+4+v—2n-+ 1 nicht geniigt, haben gewiss die drei 
Geraden des Kernes unter sich keinen Fixpunkt gemein. Als unmittel- 
bare Folge ergiebt sich hieraus, dass jedem Fundamentalbereich eines 
solchen Kernes ein zweiter entspricht, welcher die complementiire Aus- 
wahl der drei Fixpunkte als Ecken besitzt. Beide aber sind durch eine 
geeignete Substitution, nimlich eine Umklappung um eine der Geraden 
1, 2, 3, in einander iiberzufiihren. Dies aber besagt, dass wir der soeben 
gefundenen Aufeinanderfolge der Eckpunkte des Bereiches stets gerecht 
werden kénnen, dass also mit anderen Worten alle mit einem Funda- 
mentalbereiche eines solchen Kernes arithmetisch verwandten Bereiche 
zugleich auch functionentheoretisch verwandt sind. 

Anders aber ist es, falls die Bedingung + 4-+u4+v=—2n+1 
erfiillt ist. Indem jetzt die drei Geraden des Kernes einen Fixpunkt 
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Geometrische Theorie der s-Function mit complexen Exponenten, II. 537 


gemeinsam haben, wissen wir, dass dann jeder beliebig gegebene 
Bereich eines solchen Kernes ausartet und unbrauchbar wird, falls wir 
verlangen, dass an Stelle der drei ihm als Ecken angehérenden Fix- 
punkte die complementiren Fixpunkte des Kernes als Ecken auftreten 
sollen. Die Fundamentalbereiche desselben Kernes werden sich daher 
auf zwei verschiedene functionentheoretische Verwandtschaften ver- 
theilen. Indem wir auf diesen Ausnahmefall jetzt niher eingehen, 
seien ganzzahlige Exponenten zunichst ausgeschlossen. Um dann das 
analytische Criterium fiir die functionentheoretische Verwandtschaft der 
Bereiche abzuleiten, brauchen wir nur die uns gezeichnet vorliegenden 
Bereiche nochmals zu iiberblicken. Wir wollen im einzelnen dies nicht 
niher ausfiihren; wir werden finden, dass die Gesammtheit der arith- 
metisch mit einander verwandten Bereiche sich auf zwei verschiedene 
Gruppen functionentheoretischer Verwandtschaften vertheilt, die sich 
folgendermassen am einfachsten umgriinzen lassen: Wir bezeichnen 
mit 2), Uy, Yo dasjenige Exponententripel der arithmetischen Verwandt- 
schaft, fiir welches 4, -+ u,+% —1 gilt und jeder Exponent in 
seinem positiv zu wiihlenden reellen Theile kleiner als 1 ist, und 
denken die arithmetisch verwandten Exponententripel stets in der Form 
A=A, +p, u=—ew +d, v—%+r geschrieben, wo p, g, 7 beliebige 
positive ganze Zahlen sind. Fir die Exponententripel der ersten Gruppe 
aller mit einander functionentheoretisch verwandten Bereiche wird dann 
(ay + vp) + (Uo ED + (% +7) gleich einer ungeraden positiven 
Zahl, fiir die Exponententripel der zweiten Gruppe dagegen gleich einer 
ungeraden negativen Zahl sein*), (Fiir den symmetrischen Fall der 
geradlinigen Dreiecke besagt dieses Resultat, dass die zu zwei Drei- 
ecken desselben Kernes gehérenden Bereiche dann functionentheoretisch 
verwandt sein werden, wenn die den singuliiren Punkten a, b, ¢ ent- 
sprechenden Ecken der Dreiecke bei gleicher Umlaufung in demselben 
Sinne auf einander folgen. Die eine Gruppe der Dreiecke wird natiir- 
lich stets die positive, die andere die negative Halbebene des Argu- 
mentes abbilden), 

Nun wollen wir noch ein Wort hinzufiigen, falls neben der Be- 
dingung +A4+u+v—2n-+1 alle drei Exponenten oder einer 
derselben einen ganzzahligen Werth besitzt. 

Sind alle drei Exponenten ganzzahlig (von ungerader Summe), so 


*) Man vergleiche die Bemerkung von Frl. Winston in diesen Annalen 
Bd. 46, pag. 159—160. Das dort gegebene Criterium ist leicht mit dem unsrigen 
in Uebereinstimmung zu bringen, wenn man bedenkt, dass a + By + yo =1 
und a,” + By)” + yo” = 0 zu setzen ist und die Beziehungen gelten 


(a’ + B+ y') +(e” + B" + 7") =1 
(a + B+ y')— (e+ BY +”) = (lo EP) + Ho ED + (M7). 


und 
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vertheilen sich alle diese mit einander arithmetisch verwandten Bereiche 
auf 4 Gruppen functionentheoretischer Verwandtschaften, je nachdem 
alle drei Exponenten oder nur je einer derselben zu einer identischen 
Substitution gehért. Des Niiheren sehe man, was bereits im § 17 
der Beitriige unter a, 2 gesagt ist. 

Ist endlich nur ein Exponent, etwa 2, ganzzahlig, so haben wir 
die Figuren des allgemeinen Falles § 26 der Beitriige, sowie des am 
Schlusse des §5 dieser Arbeit behandelten Specialfalles in Riicksicht 
zu ziehen. Ich will mich wieder darauf beschriinken, das fiir beide 
gleichmissig giiltige Resultat auszufiihren: 

Die Gesammtheit aller mit einander arithmetisch verwandten Bereiche 
vertheilt sich stets auf drei Gruppen functionentheoretischer Verwandt- 
schaften. Von diesen ist die eine dadurch charakterisirt, dass die dem 
Exponenten 24 zugehirige Ecke einer identischen Substitution zugehirt; 
als Bedingung hierfiir gilt nach §6 4A—w+v—=—2n-+1 (fiir 
u > v); fiir die beiden anderen Gruppen dagegen, fiir welche die Sub- 
stitution A parabolischen Charakter besitet, gilt in unverdnderter Form 
das obige allgemeine Criterium der Bereiche +-4-+-u+v=—2n+1, 
indem wir als bevorzugtes Exponententripel im allgemeinen Falle des 
§ 26 der Beitriige 1, <= 0, uy, v, mit der Bedingung uw, <1, % <1 
und tt, + v9 = 1, im Specialfall des § 5 4, ==0, wy = 1 — iu’, vy =iv" 
mit der Bedingung uw" = v" wihlen. 


Schlussbemerkung. 


Hiermit hat die geometrische Theorie der Schwarz’schen s-Function 
ihren Abschluss gefunden und kann nun ihrerseits als Grundlage fiir 
den independenten Aufbau der ganzen Theorie dieser Functionsclasse 
dieuen. — Wir verlangen nach dem Programm Riemann’s Functionen 
zu studiren, die in der Ebene des Argumentes drei singulire Punkte 
besitzen, bei deren Umlaufung jene lineare Substitutionen A, B, [ 
mit der Bedingung ABI = | erleiden. Die Existenz dieser Functionen 
wird durch unsere fundamentalhereiche nachgewiesen; insbesondere ist 
im Falle eines ganzzahligen Exponenten zugleich ausgesprochen, ob 
demselben eine identische oder eine parabolische Substitution zuzu- 
ordnen ist. — 

Dass jetzt, wo die Betrachtungen bis zu Ende durchgefiihrt sind, 
diese oder jene Anordnung im Rahmen des Ganzen vielleicht iiber- 
sichtlicher durchfiihrbar sein mag, liegt auf der Hand, und man wolle 
etwaige Mingel in dieser Hinsicht, die eine erneute Darstellung der 
Theorie vermeiden wiirde, mit Nachsicht hinnehmen. 


Gottingen, Anfang Januar 1895. 








Verallgemeinerung zweier Satze aus der Theorie der 
Substitutionengruppen. 


Von 


P. Hover in Schnepfenthal b. Waltershausen. 


In der Theorie der Substitutionengruppen finden zwei Siitze viel- 
fache Anwendung, die aus dem Vorkommen gewisser Circularsubsti- 
tutionen in einer Gruppe darauf zu schliessen gestatten, dass die 
Gruppe symmetrisch oder alternirend ist. Diese beiden Sitze sind: 

I. Euthilt eine Gruppe der Elemente 2, ...2, die Transpositionen 
(2%), (a, a3)... (@,X%_), So ist sie symmetrisch. 

II. Enthilt eine Gruppe der Elemente a, ... 2, die Circular- 
substitutionen (a, %,%), (@,%_%) ... (%,%_%,), so ist sie symmetrisch 
oder alternirend (sie enthilt die alternirende Gruppe). 

Von diesen beiden Siitzen werde ich mir im Folgenden eine Ver- 
allgemeinerung mitzutheilen erlauben, welche mittelst eines der Theorie 
des Zusammenhanges in Reihen angehérenden Begriffes méglich ist. 

Es bezeichne (s. meine Abhandl. d. Ann. Bd, 42) 

dys gy» » + My 
eine transitive Reihe, die so geordnet vorausgesetzt werde, dass jedes 
Glied A, mit der Reihe der vorangehenden A,...Ajz_1 wenigstens 
einen Buchstaben gemeinsam hat. Finden sich die simmtlichen Buch- 
staben von A, auch in A,... Ag, vor, so wird man durch Fortlassen 
vou A, aus der Reihe A,...A, eine Reihe A, ... Ag-1Anyi... An 
erhalten, die wieder transitiv ist und die siimmtlichen verschiedenen 
Buchstaben von A,... A, enthiilt. Sind umgekehrt alle verschiedenen 
Buchstaben von A, ...A,—1 enthalten in A;, so kann man mit dem 
gleichen Erfolge A,...-A,—-, aus der Reihe fortlassen. Verstehen wir 
nun unter dem ,,Reduciren“ einer beliebigen lieihe jedes Fortlassen 
von Gliedern derselben, durch deren Fortfall weder die Anzahl der 
transitiven Gruppen vermehrt, noch die Anzahl der verschiedenen Bucb- 
staben vermindert wird (sodass also beide Anzahlen fiir die neue Reihe 
den respectiven Anzahlen fiir die urspriingliche gleich sind), so werden 
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wir unter einer ,,irreductibeln Reihe“‘ eine solche zu verstehen haben, 
aus der man kein Glied fortlassen kann, ohne die Anzahl der transi- 
tiven Gruppen zu vermehren, oder die Anzahl der verschiedenen 
Buchstaben zu vermindern, Ist eine irreductible Reihe transitiv und 
wird dieselbe in der soeben angegebenen Weise geordnet, sodass also 
jedes Glied mit der Reihe der vorangehenden wenigstens einen Buch- 
staben gemeinsam hat, so kann in keiner solchen Anordnung, wie 
aus dem Vorstehenden folgt, ein Glied auftreten, dessen Buchstaben 
simmtlich bereits unter den Buchstaben der vorangehenden Glieder 
enthalten sind, oder unter dessen Buchstaben sich alle verschiedenen 
Buchstaben der vorangehenden Glieder wieder vorfinden. Umgekehrt, 
wenn ein derartiges Glied bei keiner solchen Anordnung einer transi- 
tiven Reihe auftritt, so ist die Reihe auch irreductibel. 

Endlich mége noch, um eine kurze Ausdrucksweise zu erméglichen, 
eine Reihe als ,,k-stufigt oder als ,,Reihe kh” Stufe bezeichnet werden, 
wenn die kleinste (von Null verschiedene) Anzahl der Buchstaben, 
welche zweien Gliedern der Reihe gemeinsam sind, gleich & ist. Eine 
k-stufige Reihe enthalt also nur Glieder mit k, K+ 1 u.s. w. gemein- 
samen Buchstaben, ausser solchen Gliedern, die keinen Buchstaben 
gemeinsam haben und die in der Reihe vorkommen oder fehlen kénnen,. 

Uebertragen wir nun, wenn eine Reihe von Circularsubstitutionen 
(A,), (Ay), --- (An) gegeben ist, die fiir die Reihe der Cyklen 
A,, A,,...An geltenden Bezeichnungen auf die Reihe der Circular- 
substitutionen, so kénnen wir den in Rede stehenden Satz, welcher 
die Verallgemeinerung der obigen beiden Siitze bildet, in folgender 
Weise aussprechen: 

Finden sich séimmtliche Buchstaben einer Gruppe in einer transitiven, 
irreductibeln Reihe von Circularsubstitutionen der Gruppe vor, so enthélt 
die Gruppe die alternirende, wenn die Reihe dieser Circularsubstitutionen 
einstufig ist, oder wenn dieselbe eine Circularsubstitution dritter Ordnung 
enthdilt. 

Ein specieller Fall dieses Satzes ist der, dass die simmtlichen 
Buchstaben der Gruppe in einer transitiven, einfach zusammenhingen- 
den Reihe von Circularsubstitutionen von wenigstens zwei Gliedern 
enthalten sind. Denn eine einfach zusammenhingende Reihe ist stets 
irreductibel und, sofern sie transitiv ist und mehr als ein Glied ent- 
halt, auch einstufig. Darin als specieller Fall enthalten ist aber der 
obige Satz 1, denn die Reihe der Transpositionen (#,7,), (%,% 5) . . . (@,%n) 
ist einfach zusammenhingend und transitiv, und die Gruppe muss 
natiirlich symmetrisch sein, weil sie Transpositionen enthalt. Ebenso 
aber ist Satz II als specieller Fall in unserm Satze enthalten, denn 
die Reihe (4%, 7,25), (@,%)%,) .. . (@,%_%,) ist transitiv, irreductibel und 
enthialt Circularsubstitutionen dritter Ordnung. 
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Zum Beweise des Satzes bediirfen wir zweier Hilfssiitze, die wir 
jetzt ableiten wollen. 

Hilfssatz I. Eine Gruppe, welche durch zwei Circularsubstitutionen 
mit einem und nur einem gemeinsamen Buchstaben bestimmt ist, ist 
symmetrisch oder alternirend. 

Sind 

S, == (#2, Lays... U-1%p), 

S, == (4) %, .. - %) 
die beiden Circularsubstitutionen, so enthilt die Gruppe die durch 
S,*(e@—=1...2) transformirte von S,, welche gleich ist mit 

(Xp La) S, (Xp Xa) = S; (W1%a) (Lye). 
Mithin enthilt die Gruppe auch, wie durch Multiplication der erhaltenen 
Substitution mit S,—' folgt, die Circularsubstitution (% 71%.) (a=1...1), 
also die alternirende Gruppe von 2_;, %, %,...%. Ebenso folgt, dass 
die Gruppe die alternirende Gruppe von %_,, Gin41... 1, Loy XL 
enthalten muss, sie enthalt also die Circularsubstitutionen 
(W1%)%q) (@—=1...1,-—2,—3...—k) 

und folglich die alternirende Gruppe siimmtlicher Elemente. 

Hilfssatz I]. Verbindet man mit einer Gruppe G,, welche die 
alternirende Gruppe ihrer simmtlichen Elemente enthilt, eine Circular- 
substitution S, welche einige, aber nicht alle Elemente der Gruppe 
enthilt, so enthilt die entstehende Gruppe G, wieder die alternirende 
Gruppe simmtlicher Elemente. 

Es sei S=(aa%,...2%;). Wir nehmen zunichst an, S habe mit 
G, nur einen Buchstaben « gemeinsam. Dann enthilt G, entweder 
eine Transposition (x,y), oder eine Circularsubstitution (%,yz), wo 
y, 2 zwei beliebige Buchstaben der Gruppe G, sind*), Wie durch 
Transformation mit den Potenzen von S, folgt, enthilt mithin die 
Gruppe G, die Transpositionen (vey), oder die Circularsubstitutionen 
(tay, 2) (a= 0...1). Enthalt G, nur die beiden Elemente 2, y, 
so wird daher G, die symmetrische Gruppe der Elemente 2 ... xy. 
Enthilt G, die Elemente zy, ... yx, so folgt, dass G, die alternirende 
Gruppe der Elemente x... 2: Y, Ye (@ > 1) enthilt. Mithin enthialt 
G, die Circularsubstitutionen (#7, y,%) (@ = 0,1...¢—1) und 
(Li; Ya) (@ = 2...k), und G, enthiilt folglich die alternirende Gruppe 
simmtlicher Elemente. Hat S mit G, mehr als einen Buchstaben 
gemeinsam, so mégen 2, Z zwei dieser Buchstaben sein. Dann ent- 
halt G, wenigstens einen Buchstaben y, der sich nicht in S findet, 
und die Circularsubstitution (7) 7.y). Wird diese durch S?(6 —1...1) 
transformirt, so ergiebt sich (%sa.4,y). Ist keine der Zahlen 6, a+ 6 


*) Natiirlich setzen wir voraus, dass G, sich nicht auf die Identitit reducirt. 
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congruent 0 oder « mod (J+ 1), also 6 eine der Zahlen 1...1 mit 
Ausnahme von « und /+ 1— a, so ergiebt die Transformation von 
(%p%erey) durch (%)2ey) die Cireularsubstitution (xg2.4~%)). Wird 
diese durch S-? transformirt, so erbalt man (%)%_241~,). Somit ent- 
hilt G, die Circularsubstitutionen (ey) und (x x%_.27,), wo y jede 
der Zahlen 1...7 sein kann mit Ausnahme von /+ 1—a und a. 
Ist 1+ 1— a—a, so folgt hieraus, dass G, die alternirende Gruppe 
der Elemente xx, ... 2 y enthilt. Ist 7+ 1 — a2e, so folgt, dass 
G, die alternirende Gruppe der Elemente 2 ... @y,1%y41-.. “iy ent- 
hilt, wo y, =1+1— a gesetzt ist. Ist ausserdem 1] > 2, so ist 
entweder 7 — 1, oder 1 — 2 eine gerade, von Null verschiedene Zahl, 
und G, enthalt daher im ersten Falle die Circularsubstitution 


Y . . 
BS, == (y41 - « - BB. . - Ly—1); 


im zweiten die Circularsubstitution 


¥ 
Sy = (41. + + Lihy ++. Ly-2), 


oder wenn y, = 1 ist, die Circularsubstitution S, = (2,2, ... 2%). Im 
ersten Falle folgt durch Multiplication von S mit S,-', dass G, die 
Circularsubstitution (#,,;2,y,) enthiilt, mithin enthalt G, die alternirende 
Gruppe der Elemente x... a:y, weil (a,,12,,) mit der alternirenden 
Gruppe der Elemente 2... #,,-1%),41-.-2:y nur den einen Buch- 
staben 2,,1 gemeinsam hat. Im zweiten Falle folgt durch Multipli- 
cation von S mit S,—' oder S,~!, dass G, die Circularsubstitution 
(2y,-2Hy,-1%y,) oder (#7, 2,) enthilt. G, enthalt daher ausser (x,,2 4,14) 
oder (%,%,y) noch die Circularsubstitutionen (x, »ay,12,) wo y jede 
der Zahlen 0,1,...2 ausser y, —2, y, — 1 sein kann, oder die 
Circularsubstitutionen (a,2)2,) (y—=1...1—1), und es folgt wieder, dass 
G, die alternirende Gruppe der Elemente a,...2,y enthilt. Das 
Gleiche ergiebt sich fiir den Fall / = 2 unmittelbar aus der Existenz 
der beiden Circularsubstitutionen (%) 7.y), WO @ = 1 oder = 2 ist, und 
(%)2,%,). Fir den Fall 11 enthiilt G, die symmetrische Gruppe der 
Elemente x ,2,,y. Sind also y, ... y, die nicht in S enthaltenen 
Elemente von G,, so enthilt G, die alternirende Gruppe der Elemente 
Zy.++%Ye, wo « jede der Zahlen 1...% sein kanv. Somit enthilt 
G, die Circularsubstitutionen (2, “, %q) (@=2...1) und (2%, yz) (B=1.../), 
oder doch, wenn /—1 ist, die Circularsubstitutionen (x, 7, yg) (B=1.../), 
jedenfalls also die alternirende Gruppe siimmtlicher Elemente 2... % 
Yi + +s Yee 

Es mége nun eine Gruppe G eine transitive Reihe von Circular- 
substitutionen (A,), (A,)...(An) enthalten. Ordnen wir diese Reihe 
so, dass jedes Glied mit der Reihe der vorangehenden wenigstens 
einen Buchstaben gemeinsam hat, so kénnen wir bei dieser Anordnung 
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ein beliebiges Glied, oder zwei beliebige Glieder mit wenigstens einem 
gemeinsamen Buchstaben an die Spitze stellen. Enthilt daher die 
Reihe eine Circularsubstitution dritter Ordnung, so diirfen wir voraus- 
setzen, dass (A,) diese Circularsubstitution ist, und ist die Reihe 
einstufig, so werden wir voraussetzen diirfen, dass (A,) und (A,) 
einen einzigen Buchstaben gemeinsam haben. Ist ferner die Reihe 
irreductibel, so sind die Buchstaben von A,... Aya (kK = 2...) 
nicht siimmtlich enthalten in A,. Ist nun (A,) von dritter Ordnung, 
so enthiilt die durch (A,) bestimmte Gruppe die alternirende Gruppe 
der Elemente von (A,). Zufolge Hilfssatz IL enthilt dann die durch 
(A,), (A,) bestimmte Gruppe die alternirende Gruppe der Elemente 
von (A,), (A,), nach demselben Satze die durch (A,), (.4,), (A ) be- 
stimmte Gruppe die alternirende Gruppe der Elemente von (A,), (A,), 
(A;) u. s. f., also enthilt G die alternirende Gruppe der Elemente 
von (A,)...(A,). Haben (A,) und (A,) einen einzigen Buchstaben 
gemeinsam, so enthiilt zufolge Hilfssatz I die durch (A,) und (A,) 
bestimmte Gruppe die alternirende der Elemente von (A,) und (A,). 
Zufolge Hilfssatz I] enthiilt daher die durch (A,), (A,), (Ag) be- 
stimmte Gruppe die alternirende der Elemente von (A,), (A), (As), 
die durch (A,)...(A,) bestimmte Gruppe die alternirende der Elemente 
von (A,)...(A,) u. s. f., also wiederum G@ die alternirende Gruppe 
der Elemente von (A,)...(A,). Mithin enthilt G@ die alternirende 
Gruppe siimmtlicher Elemente, wenn (A,) ... (Aj) siimmtliche Ele- 
mente von G umfasst und entweder eine Circularsubstitution dritter 
Ordnung enthilt, oder einstufig ist. Damit ist der obige Satz be- 
wiesen. 

Bildet man also alle Gruppen, deren jede die Substitutionen einer 
transitiven, irreductibeln Reihe R von Circularsubstitutionen als 
erzeugende Substitutionen besitzt, so wird jede solche Gruppe sym- 
metrisch oder alternirend, wenn die Reihe & eine Circularsubstitution 
dritter Ordnung besitzt, oder einstufig ist. Unter denjenigen Gruppen, 
fiir welche die Reihe R von einer hiheren Stufe ist, giebt es aber auch 
stets solche, welche von der symmetrischen und alternirenden Gruppe 
verschieden sind, sodass die erste Stufe die einzige ist, deren Reihen 
simmtlich symmetrischen oder alternirenden Gruppen Entstehung geben. 
Um dies einzusehen, geniigt es, die durch die beiden Circularsub- 
stitutionen 

(Ay) = (@,Y, Xp Yo « - » LeYR) 
und 

(Ag) == (4 2, yo Sy... Ue ee) 
bestimmte Gruppe als Beispiel anzufiihren, welche imprimitiv ist und 
die drei Systeme der Imprimitivitit a, . .. @, Y) - - + Yay @ ++ + & 
enthilt. Die Reihe (A,), (A,) ist transitiv, irreductibel und von 
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ket Stufe. In die Classe der Gruppen, welche durch eine transitive, 
irreductible Reihe von Circularsubstitutionen bestimmt sind, gehdrt 
endlich auch die Gruppe vom Grade 6 und der Ordnung 120, welche 
nicht mit der symmetrischen Gruppe vom Grade 5 identisch ist, und 
welche man durch eine transitive, irreductible Reihe dritter Stufe von 
drei Circularsubstitutionen vierter Ordnung bestimmen kann. 


Schnepfenthal, Januar 1895. 








Note tiber die Siebensysteme von Kegelschnitten, welche durch 
die Beriithrungspunkte der Doppeltangenten einer ebenen Curve 
vierter Ordnung gehen.*) 


Von 


M. Norrner in Erlangen. 


Fiir die 315 Kegelschnitte, welche eine Curve vierter Ordnung in 
den Beriihrungspunkten von vier ihrer Doppeltangenten treffen, hat 
O. Hesse zuerst angegeben (Crelle’s J. Bd. 40, 8. 260), dass man aus 
ihnen 7-Systeme bilden kann, die je durch die Beriihrungspunkte aller 
28 Doppeltangenten hindurchgehen; und ein specielles solches System 
wird von ihm (Cr. J. Bd. 49, S. 332) und eines von Salmon (Higher 
plane curves, 1. Ausg. 1852) mitgetheilt. Auf die von Ersterem gestellte 
Frage nach allen derartigen 7-Systemen bin ich in Bd. 15 dieser 
Annalen**) soweit eingegangen, dass ich einmal 135 7-Systeme nach- 
wies, welche je zu irreductibeln Gleichungen mit ,,Tripeleigenschaft* 
und mit einer Gruppe von 168 Substitutionen gehéren; sodann dass 
ich 315.6 und 315. 18 ,,uneigentliche “ Systeme construirte, in welchen 
je eimer der Kegelschnitte ausgezeichnet auftrat. Aus Anlass der von 
der bayer. Akad. demniichst erfolgenden Herausgabe der gesammelten 
Abhandlungen Hesse’s will ich die Frage hier vollstindig beantworten, 
indem ich alle méglichen 7-Systeme aufstelle und durch ihre, fiir die 
Substitutionsgruppe der Doppeltangenten invarianten Eigenschaften 
charakterisire. Es ergiebt sich insbesondere eine zweite Art von 
irreductibeln Systemen, welche je auf eine Galois’sche Gleichung 
Ten Grades fiihren, an Zahl 120.288; und — eingeschlossen die schon 
genannten beiden Arten von uneigentlichen Systemen — im Ganzen 
fiinf verschiedene Arten reductibler Systeme. 


*) Auszugsweise mitgetheilt in den Sitzungsber. der bayer. Akad. vom 
9. Febr, 1895, 


**) ,,Ueber die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten in der Theorie 
der Curven vierter Ordnung,'‘ 


Mathematische Annalen, XLVI, 35 
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1. Bezeichnungen. Ich bediene mich fiir die Doppeltangenten 
(oder ,,Dtn“) der Hesse’schen Bezeichnung (ik), wo die Indices i und 
k von 1, 2,...8 gehen, k +7 und (ki) = (ik) ist. Von den in Math. 
Ann. 15 auseinandergesetzten Rechenregeln gebrauche ich hier folgende: 
Es werden Combinationen zu irgend einer Ordnung wu gebildet: 
i,k, ink, ...tuky, wobei die Anordnung aller Indices gleichgiiltig ist 
und zwei gleiche Indices sich gegegenseitig aufheben. Ist w gerade, 
so gelangt man hierbei zu den ,,Steiner’schen Gruppen“ (oder: ,,St. Gn“), 
von welchen 63 gleichberechtigte [th], [¢klm]=[i k' Um’), woiklmi k U'm 
irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2,...8 vorstellt, existiren; 
die Combination [12345678] ist hierbei als = 0 betrachtet. Ist uw un- 
gerade, so gelangt man zu den 28 obigen Zeichen: (ik), und zu den 
36 unter einander gleichberechtigten Zeichen (fiir Schaaren von Be- 
riihrungscurven 3'* Ordnung erster Art): (tklm), (12345678). 

Irgend eine St. G. [a] lisst sich auf sechs Arten in Paare der 
Art i,k, .i,k, zerlegen; und jede der 2.6 entstehenden Dtn (i,h,),... 
heisst: ,,in [a] enthalten“, insofern eben ai,k, = i,k, wieder von der 
Form ik wird. Zwei St. Gn [a], [b] heissen ,,syzygetisch“ (Ausdruck 
von Frobenius), wenn [b] sich gegen die beiden Dtn eines (und dann 
eines jeden) Paars von [a] gleichmiissig verhilt, d. h. beide enthiilt 
oder beide nicht enthilt. Drei syzygetische St. Gn [a], [b], [ce], fir 
welche die Combination [abc] = 0, also [ce] = [ab] ist, mégen ein 
»steiner’sches Tripel“ heissen; sie enthalten vier Dtn 

(thy), (Hahn), (tghy}, (yh) 
gemeinsam, fiir welche die Combination 
[t, 4,0, k, i,k, i,k,] = 0 
ist, d. h. deren Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitte 
RK = ik, . i,k, . ish, . igh, 
liegen; und es wird 
[a] = [0,4 th}, [b] = [thighs], [eo] = [0,h,0,h,]. 
Die 315 gleichberechtigten Kegelschnitte @ und die 315 gleich- 
berechtigten Siteiner’schen Tripe] entsprechen einander also ein-ein- 
deutig: zu jedem & ,,gehéren“ die drei Gruppen des entsprechenden 
Steiner’schen Tripels. 

Die verschiedenen Kegelschnitte und St. Gn lassen sich aus einan- 
der ableiten, indem man die Substitutionen der Art {ik}, {iklm}, 
welche die Gruppe der Ordnung 8! 36 der Doppeltangentengleichung 
erzeugen, wiederholt anwendet. Eine solche Substitution {a} fiihrt 
eine Dt. (ik) in (atk) tiber, oder lisst sie unveriindert, je nachdem 
(ik) in [a] enthalten ist, oder nicht; sie iindert also eine zu [a] 
syzygetische St. G. [b] nicht, und fiihrt die iibrigen St. Gn [bd] in 
[ab] iiber. 
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2. Die beiden Arten von Beziehungen zwischen den Kegelschnitten &. 
Die méglichen Beziehungen zweier Kegelschnitte § gegen einander 
sind von mir in Math. Ann. 15 gegeben worden, ausfiihrlicher auf 
demselben Wege von Hrn, Pascal*), der auch die Beziehungen zwischen 
je dreien der § daraus abgeleitet hat. Was davon hier zu benutzen 
ist, sei zuniichst angefiihrt. 

Die Substitutionsgruppe, welche einen Kegelschnitt ® unveriindert 
lisst, besteht aus den 12.64 Substitutionen, die durch diejenigen {a} 
erzeugt werden, fiir welche [a] syzygetisch ist zu den drei zu ® ge- 
hérigen St. Gn, verbunden mit 6 Substitutionen, welche diese drei 
St. Gn in einander iiberfiihren. 

Die Gruppirung der Dtn gegeniiber einem §, etwa 

K = 12 . 34.56. 78, 
ergiebt sich aus dessen ,,Zerlegungsschema‘‘, welches seinen drei St. 
Gn entspricht und alle nicht in K vorkommenden Din enthiilt: 


[1234] = 13.24, 14.23, 57.68, 58.67, 
[1256] = 15.26, 16.25, 37.48, 38.47, 
[1278] = 17.28, 18.27, 35.46, 36.45. 


Danach zerfallen die §, welche keine Dt. mit K gemeinsam haben, 
in zwei Arten: 

1) K’, erster Art gegen K, in Zeichen (KK’),. Ein K’ ist ge- 
bildet durch zwei Paare derselben St. G. von K; und solcher K’ giebt 
es 18. Z. B. K'’ = 13. 24. 14. 23. 

2) K”, eweiter Art gegen K, in Zeichen (KK”),. Hin K” ent- 
steht, indem man aus zweien der St. Gn von K je zwei Dtn, von 
der Gesammtcombination =0, nimmt. Solcher K” giebt es 144. 
Z. B. K” = 13.14.37. 47. 

Vermége der Substitutionsgruppe von K sind sowohl die 18 K’ 
unter einander, als die 144 K” unter einander, K gegeniiber, gleich- 
werthig. Die charakterisirende Eigenschaft lisst sich auch so aus- 
sprechen: 

»4wei Kegelschnitte @ und &,, welche eine Dt, gemeinsam haben, 
stehen in Beziehung erster Art (RR), oder zweiter Art (RR), je 
nachdem die beiden zu & und , gehérigen Steiner’schen Tripel eine 
St. G. gemeinsam haben oder nicht.‘ 

Man kann noch hinzufiigen, dass fiir (@®,), die nicht gemeinsamen 
St. Gn von ® und &, gegeneinander syzygetisch sind; dass aber fir 
(RR,). in K eine St. G. ausgezeichnet ist, indem sie gegen alle drei 
St. Gn von §, syzygetisch ist und keine der vier Dtn von §, enthiilt, 
wihrend die tibrigen beiden St. Gn von & nur gegen eine Gruppe von §, 


*) Rend. d. R. Accad. dei Lincei, 1892, Nr. 11, 12; 1893, Nr. 1. 


85* 
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syzygetisch sind; und umgekehrt ist die letztere Gruppe von &, ebenso 
 gegeniiber ausgezeichnet. Im obigen Beispiel ist die gemeinsame 
St. G. von K und K’: [1234]; und die ausgezeichneten St. Gn von 
K und K” sind bezw. [1278], [34]. 

Zwei Kegelschnitte § und &,, fiir welche (R,), gilt, lassen sich 
durch einen bestimmten §, zu einem Tripel erster Art (RR,R,); 
erginzen, indem man auch noch die letzten zwei Zerlegungen der 
gemeinsamen St. Gn von & und §, zu einem Kegelschnitt §, zusam- 
menfasst. Die drei Glieder eines solchen Tripels sind also einer und 
derselben St. G. zugeordnet, sie gehen gleichartig ein und stehen 
gegenseitig in Beziehung erster Art. Umgekehrt gehéren zu jeder 
St. G., den verschiedenen Zusammenfassungen ihrer sechs Zerlegungen 
entsprechend, 15 verschiedene Tripel erster Art, von denen es daher 
63.15 giebt. Einem & gegeniiber bestehen die 18 §’, wo (RS), gilt, 
somit aus 9 Paaren erster Art; ein soleches Paar zu 


K = 12.34.56. 78 
ist z. B. 


K, = 13.24.14.23, K,’ = 57.68.58. 67. 


Auch die 144 Kegelschnitte 8”, welche zu einem gegebenen § die 
Beziehung zweiter Art (@ ®”), haben, treten § gegeniiber in 72 Paaren 
auf, ®,” und §,”, fiir welche jeweils (R,","), gilt; indem niimlich §,” 
jene vier Dtn enthiilt, welche die vier Dtn von &,” in den Zerlegungen 
der beiden St. Gn von §”, aus denen 8,” genommen ist, ergiinzen. 
Z. B. 

K = 12.34.56.78, KK,” =13.14.37.47, K," = 24.23.48 .38. 


Zwei Kegelschnitten &, &”, fiir welche (@&”"), gilt, ist ein be- 
stimmter Kegelschnitt § conjugirt, nimlich der der vier Dtn, welche 
in den nach dem Obigen ausgezeichneten, gegen einander syzygetischen, 
beiden St. Gn von & und &” gemeinsam enthalten sind. Dieser §” 
hat gegen die beiden ® und §&”, zu welchen er conjugirt ist, die 
Beziehungen (& &'), , (R” &’),; und diese letztere Higenschaft charakte- 
risirt § ebenfalls eindeutig. Auch hat man die EKigenschaft, dass, 
wenn §,” und §,” eines der Paare, zweiter Art gegeniiber §, bilden, 
der zu &, &,” conjugirte Kegelschnitt ’ identisch ist mit demjenigen 
Kegelschnitt, welcher @,” und &,” zu einem Tripel erster Art ergiinzt. 

So ist um K —12.34.56.78, K,” = 13.14.37 .47 conjugirt: 
der zu [1278] und [84] gehérige Kegelschnitt K’ = 35 . 36 . 45 - 46; 
und dieser bildet auch mit K,” und K,” = 24. 23.48.38 ein Tripel 
erster Art, der St. G. [34] entsprechend. 

Noch sei bemerkt, dass, wenn man einen Kegelschnitt § aus 
zwei St. Gn von § zu Tripeln erster Art (RR,R,), und (RK,'R,'), 
erginzt, die beiden Kegelschnitte ®, , 8, gegen die beiden Kegelschnitte 
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&,'R,' sich gleichmissig verhalten, d. h. nur zu Beziehungen erster, 
oder nur zu solchen zweiter Art fiihren. Durch das erste Tripel ist 
das zweite im ersten Fall eindeutig, im zweiten Fall zweideutig be- 
stimmt. Im ersten Falle ergiinzen sich zwei Kegelschnitte, wie %,, %,', 
je durch einen bestimmten aus der dritten St. G. von §& zu einem 
Tripel erster Art (&, @,’8,"),. Im zweiten Falle ist der zu (®,8,'), 
conjugirte Kegelschnitt eben § selbst. 

3. Die eigentlichen 7-Systeme erster Art (Tripelsysteme). Ein solches 
System entsteht aus einem Kegelschnitt §, indem man § aus jeder 
seiner St. Gn zu einem Tripel erster Art ergiinzt, aber so, dass nur 
Beziehungen erster Art vorkommen, Nach Nr. 2 ist durch das erste 
Tripel (RR, K,), des Quadrupel der vier iibrigen Kegelschnitte 
(R; Ry, K; Ky), eindeutig bestimmt, wenn man von * ausgeht; und 
man gelangt zum selben Quadrupel, nur in anderer Paartheilung, 
wenn man §, oder &, im Tripel (& &, &,), auszeichnet. Umgekehrt 
fiihrt ein Quadrupel (@,8,8;8,), durch Theilung &,8,, RR, auf 
zwei syzygetische St. Gu, also auf &, und durch andere Pheilung 
auf §,, 8,. Somit entsprechen sich die Tripel und Quadrupel gegen- 
seitig eindeutig, und bilden je zusammen ein Siebentripelsystem. Solcher 
giebt es, indem 63.15 Tripel erster Art existiren, im Ganzen 

18 — 135. 

So z. B. 

K =12.34.56.78, K,—13.24.57.68, K, = 14.23.58.67, 
K, = 15.26.37.48, K,—16.25.38.47, K, =—17.28.35.46, 
K, = 18.27.36. 45, 


mit den Tripeln: 


(KK, K,), (KK, K,), (KK; K,), (K,K,K;), (K, K, Kj), 
(K, K,K,), (K, K,K;). 


Jedem der sieben -Tripel eines Systems gehdrt eine St. G. zu, 
was sieben gegeneinander syzygetische St. Gn liefert; und zu jeder 
dieser St. Gn gehdrt ein &-Tripel des Systems. [Ferner entsp richt 
jedem einzelnen der sieben Kegelschnitte des Systems ein Steiner’sches 
Tripel aus diesen sieben Gruppen, und umgekehrt. D. h. 

,Hinem Tripelkegelschnittsystem entspricht eindeutig 
ein Tripelsystem von sieben Steiner’schen, zu einander 
syzygetischen, Gruppen; und zwar je den Elementen des 
einen Systems die Tripel des anderen“. (Vgl. System S in 
Math. Ann, 15, pag. 95.) 

Im obigen Beispiel besteht das neue System aus den St. Gn 


[1234], [1256], [1278], [1357], [1368], [1458], [1467]. 
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Man erhilt alle Tripelsysteme von St. Gn, wenn man von irgend 


drei St. Gn [a], [b], [¢] ausgeht, welche in syzygetischer Beziehung 
zu einander stehen und deren Combination [abc] nicht = 0 ist, indem 
man alle Combinationen derselben bildet, in: 


{a}, [bd], [el], [ab], [ac], [be], [abe], 


mit den Tripeln: 


[a], [5], [#b]; [e], fel, [ae]; {>}, fel, [bc]; 

[a], [be], [abe]; [b), lac], [abe}; [ec], [ab], [abe]; [ab}[ac) [be]. 
Aus der Gruppe von 64.168 Substitutionen, welche die sieben 

St. Gn des Systems in einander tiberfiihren, erhilt man diejenige von 

64 Substitutionen, welche alle sieben St. Gn unveriindert lassen, hier 

als Product der sechs vertauschbaren Substitutionsgruppen zweiter Ord- 

nung (wobei {0} die identische Substitution bedeutet): 


{0}, ta}; {0}, {}; {0}, {ad}; 
: {0}, te}; {O}, {ae}; {0}, {be}; 


wihrend 
{abe} = {a} {b} {ce} {ab} {ac} {be} 

ist. Nach Lésung einer Tripelgleichung hat man also zur Aufsuchung 
der Dtn nur noch sechs quadratische Gleichungen zu lésen. Die 
Gruppe von 64 . 168 Substitutionen selbst erhilt man durch Verbindung 
der angegebenen 64 mit einem Product STUVW, wo man unter 
S,7', U, V, W im oben angegebenen Beispiel etwa bezw. die Potenzen 
von folgenden Substitutionen 7, 2", 3ter, Qer, 2tee Ordnung ver- 
stehen kann: 


S = {71} {73} {72} {76} {75} {74}, ¢ = {12} {56}, 
u = {13} {15} {24} {26}, vw = {12} [34}, 
w = {13} {24}; 
eine Substitutionsgruppe, welche aus der von 64. 168 dadurch heraus- 
genommen ist, dass sie zugleich die Dtn des Aronhold’schen 7-Systems 
(81), (82), ..., (87) 
in einander itiberfiihrt. 

4. Die eigentlichen 7-Systeme zweiter Art. Man kann irreductible 
Systeme zweiter Art aufstellen, d. h. solche, deren sieben Kegelschnitte 
alle in Beziehung zweiter Art zu einander stehen. Ein solches ist z. B. 
K, = 12.34.56.78, K, = 14.27.35.68, K, = 15.36.47. 28, 
K, = 16.24.57,38, K,=—13.25-67.48, K, = 26.37.45.18, 

K, = 17. 23.46.58. 

Um die Eigenschaften dieses Systems zu erkennen, combinire man 

die sieben Kegelschnitte desselben auf alle Weisen zu Paaren und 
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bestimme zu jedem der Paare die nach Nr, 2 darin ausgezeichneten 
beiden St. Gn und den conjugirten Kegelschnitt. Dies liefert die Tabelle: 











Paar | Ausgez. St.G. in Conjugirter ques 
neter 
K, K,, K, | K,, Kym K. 
a: nee Bente) Riesn.3n 
= J 
K, K, | [1256] | [1468] | 16.25.37.48| K, 
K, K, Case [1457] | 14.23.57.68| K, 
K, K, | [1278] | [1368] | 27.36. 45. 18 | K, 
K, K, | [1278] | [1367] | 17. 36 . 45. 28 | K, 
K, K, | [1234] | [1458] | 14. 23.67.58) XK, 


| 
K, K, | [1256] | | (1467) 25.47.38 | 
K, K, | [1468] | (1968) | 26.37.46.18| K, 
| 
| 
| 
| 


_ 
oo 


K, K, | [1345] | [1567] | 15. 34.67.28 XK, 
K, K, | [1247] | [1367] | 17. 24.36.58) K, 
K, K, | [1247] | [1378] | 17. 24.38.56 | K, 


K, K, | [1345] | [1578] | 15.26.34.78) XK, 
K,K, | [1258], [1246] | 12.37.46.58| K, 
K, K, | [1457] | [1348] | 14. 26.57.38 K, 
K, K, | [1356] } | (1378) 13.24.56.78 K, 
K, K, | [1856] | [1237] | 13.27.56.48 K, 
K, K, | [1246] | | [1235] | 12.35.46.78| K, 


K, K, | [1567] | [1458] | 15.23.67.48 K, 
K, K, | [1368] | 1237] 13.27.45.68 K, 
K, K, | (1235 5] | (1268) 12.35.47.68  K, 
K, K, | [1348] | [1578] | . . 34.57.18 | K, 
K,, K, | [1268] | [1467] | 1635.47.28 K, 


Hiernach fiihrt jedes Paar KX, X,, zuniichst auf einen ganz bestimmten 
weiteren Kegelschnitt K, des Systems, niimlich auf den, welcher mit 
dem zum Paar conjugirten Kegelschnitt K,,,, zwei Dtn gemeinsam hat. 
Irgend ein Kegelschnitt K, wird auf diese Weise aus drei verschiedenen 
, Paaren erhalten; und diese drei Paare sind zugleich den drei St. Gn 
von K, einzeln zugeordnet, insofern die Combination aus den beiden 
ausgezeichneten St, Ga des Paars die zugehérige St. G. von K,, welche 
jene zwei Dtn gepaart enthiilt, liefert. Dieselbe St. G. tritt auch in 
den Paaren XK, K;, und K, K, ausgezeichnet auf. 

Weiter zeigt die Tabelle, dass, wenn das Paar K,X,, auf K, und das 
Paar K,K, auf K, fihrt, das Paar K,K, wieder zuriick auf X,, fiihrt. 
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Einem Kegelschnitt K, des Systems gegeniiber ordnen sich also die 
sechs tibrigen Kegelschnitte nicht nur zu drei Paaren, sondern auch zu 
zwei Ternen, von denen jede einen Cykel K,,K,K, bildet. Hier 
treten in den drei Paaren K,; K,,, K,K,, K, K, die drei verschiedenen 
St. Gn von K;, ausgezeichnet auf. 

Das Schema dieser Zuordnungen schreibt sich: 


K, K; K, Ky K; K, 

K,K,; Ky, K;K,; K,, K,K;) K,, 

K,K, K, K, K,K, 

K, K, K, K; K, K, K, K; 

K, Ky} K;, K,K,; K,, K,K,} K,, K,K,} K;; 
K, K, K, K, K, K; K, K, 


d. h.: K, gegeniiber hat man die drei Paare K, K,, K,K,, K,K, wnd 
die zwei cyklischen Ternen K,K,K,, K,K, K,; ete. 

Hiernach ist die Gleichung 7'*" Grades, welche die sieben & des 
Systems liefert, irreductibel, und aus irgend zwei ihrer Wurzeln ergeben 
sich alle iibrigen eindeutig. Die Gleichung ist eine Galois’sche, mit 
der metacyklischen Substitutionsgruppe fiir die Indices 1 der sieben 


Kegelschnitte : 
(1| al + B) 


[2 = 0,1,...6; a—=1,2,...6; B=0,1,...6 (mod.7)], 
und ist als solehe mittelst Ausziehens einer quadratischen, einer 
cubischen und einer siebenten Wurzel algebraisch lésbar. 

In den Substitutionen fiir die Dtn ausgedriickt, schreibt sich die- 
selbe Gruppe der Ordnung 7.6 als Product der sieben Potenzen der 


Substitution 
o = {76} {72} {73} {74} {71} {75} 
mit den sechs Potenzen der Substitution 
t= {61} {64} {65} {62} {63}, 


d. h. mit den sechs Substitutionen: 


{O}, c, c? = {64} {62} {53} {51}, <3 = {12} {34} {56}, 

zt! = {62} {64} {51} {53} <-1, 

Wihrend in dem 7-System die drei St. Gn jedes der sieben & 
gleichwerthig auftreten, ist dies mit dessen vier Dtn nicht der Fall, 
sondern es ist jeweils eine vor den iibrigeu drei ausgezeichnet. In der 
That enthalten die drei Kegelschnitte Ki,, Ks3, Kes, welche zu den 
drei K, zugeordneten Paaren conjugirt sind, simmtlich die eine Dt. (78) 
von K,, aber immer nur je eine der iibrigen drei Dtn; und ferner 
kommt in den iibrigen achtzehn conjugirten K;,,, die Dt. (78) tiberhaupt 
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nicht vor, die tibrigen drei Din von K, aber je zweimal. Auf diese 
Weise sind in den sieben Kegelschnitten des Systems bezw. die folgen- 
den Dtn ausgezeichnet: 


(78), (68), (28), (88), (48), (18), (58). 


Dieselben bilden ein Aronhold’sches 7-System von Dtn, niimlich 
eines der acht zur Combination (12345678) gehdrigen. 

Da durch ein Aronhold’sches 7-System siimmtliche Dtn der Curve 
bestimmt sind, so schliesst man, dass durch Bestimmung der sieben 
Kegelschnitte des 7-8-Systems ebenfalls die 28 Dtn von einander isolirt 
sind. Indem also hierdurch die Gruppe der Doppeltangentengleichung, 
von der Ordnung 8!36, auf die identische Substitution reducirt ist, 
das 7--System aber eine Gruppe von der Ordnung 7.6 hat, so 
folgt sogleich weiter: 

»dass von den charakterisirten Systemen zweiter Art im 
Ganzen ssi = 120 . 8 . 36 gleichwerthige existiren, und 
dass dieselben den 8.36 Aronhold’schen 7-Systemen von 
Dtn je zu 120 zugeordnet sind.“ 

Man kann dies auch so ausdriicken: Fiir die allgemeine Gleichung 
7" Grades, welche die sieben Dtn des obigen Aronhold’schen Systems 
liefert, mit einer Gruppe von der Ordnung 7!, stellt eine symmetrische 
Function der Kegelschnitte des 7-§-Systems eine ,,metacyklische“ Func- 
tion vor, die noch 5! Werthe annehmen kann; die Adjunction eines 
dieser Werthe bringt jene Gleichung auf die des 7-§-Systems zuriick. 

Um aus dem obigen 7-§-System alle tibrigen 7-§-Systeme abzu- 
leiten, kann man zuniichst alle Vertauschungen der Dtn-Indices 
1,2,...5 vornehmen, was auf die 120 zu dem obigen Aronhold’schen 
7-Dtn-System gehérigen Systeme fiihrt; alsdann die sieben Substitu- 
tionen {87}, {86},..., {81} auf dieselben ausiiben, was die 120.8 
zu (12...8) gehdrigen Systeme ergiebt; und endlich auf die letzteren 
noch die 35 Substitutionen der Art {iklm}; mit anderen Worten: 
man hat nur unter dem obigen 7-System (78), (68), (28), ..., (58) 
irgend eines der Aronhold’schen 7-Systeme, in irgend einer Reihenfolge 
genommen, zu verstehen. 

Bildet man ein 7-§-System nur nach der Eigenschaft, dass seine 
Glieder zu einander in Beziehung zweiter Art stehen sollen, indem 
man etwa aus dem Zerlegungsschema von K, successive die mdg- 
lichen K,, K,, K,, K,, K,, K, dazu aufstellt, so findet man ebenfalls 

315 .144.8.4 2 

—_ 518.36 
Systeme; d. h, auch die bezeichnete Higenschaft definirt die Systeme 
volistindig (vgl. Nr. 6, &;). 
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5. Die uneigentlichen 7-Systeme. Es mégen zuniichst fiinf ver- 
schiedene Arten solcher, unter sich gleichwerthiger, Systeme aufgestellt, 
nachher aber bewiesen werden, dass keine weiteren Arten existiren. 

a) Man ergiinze, wie in Nr.3, einen Kegelschnitt K aus den Zer- 
legungen von jeder seiner drei St. Gn zu einem Tripel erster Art; 
aber so, dass die drei Paare 

(A, A), (BB), (GC2):, 

gegen einander nur Beziehungen zweiter Art bilden. In einem solchen 
System zeigt dann K ein besonderes Verhalten, tritt also ausgezeichnet 
vor den sechs iibrigen § des Systems auf. Nach Schluss von Nr. 2 
giebt es zum ersten Tripel KA, A, bei Auswahl von K aus der zweiten 
St. G. von K dann noch zwei verschiedene der Bedingung geniigende 
Paare fiir B,B,, aus der dritten St. G. von K alsdann nur noch ein 
Paar fiir C,C,. Es existiren also 315.6 derartige Systeme. Z. B. 
K = 12.34.56.78, A, = 13.24.57.68, A, = 14.23.67.58, 

B, = 15.26.47.38, B, = 16.25.37. 48, 

C, = 17.28.27.18, C,— 35.46.36. 46. 

c) Man verfahre wie in a), nur dass von den drei Paaren zwei 
gegeneinander in Beziehung erster Art, gegen das dritte in Beziehung 
zweiter Art stehen sollen. Auch in einem solchen System ist dann K 
ausgezeichnet. Aus K ergeben sich noch 18 Méglichkeiten, die drei 
iibrigen Paare nach den Bedingungen zu wihlen, so dass 315. 18 der- 
artige Systeme existiren. Z. B. 

K = 12.34.56.78, A, = 13.24.57.68, A, = 14.23.67.58, 
B, = 15.26.37.48, B, = 16.25.38.47, 
C, = 17.28.27.18, C,— 35.46.36. 45. 

Hier ist (A, A, B, B,), eines der am Anfang von Nr. 3 erwihnten 
Quadrupel, aber nicht das zum Tripel (KC,C,), gehorige. 

In a) und b) hat man die schon in Math. Ann. 15 angegebenen 
uneigentlichen Systeme. 

c) Zu K nehme man sechs Kegelschnitte, welche siimmtlich zu K 
in Beziehung zweiter Art stehen und zugleich, K gegeniiber, drei 
Paare bilden (s. Nr. 2): (A,A,),, (B,B,),, (C,C,),. Die drei Paare 
stehen dann gegeneinander nur in Beziehung zweiter Art; und in dem 
System tritt wiederum K ausgezeichnet auf. 

Man kann dabei das Paar A,, A, aus der zweiten und dritten St. G. 
von K auf 24 verschiedene Weisen, dann B,, B, aus der ersten und 
dritten St. G. von K auf vier Weisen, endlich C,, C, aus der ersten 
und zweiten St. G. auf zwei Weisen wiihlen. Es existiren also 
315. 24.4,2—315.192 derartige Systeme. Zu denselben gehort 
auch das von Hesse Cr. J. 49 angefiihrte. Z. B. 
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K = 12.34.56.78, A, =16.38.27.45, A, = 18.36.25. 47, 
B, = 14.67.28.35, B,—=17.46.23.58, 
C, = 13.57.26.48, OC, = 15.37. 24.68. 


d) Zu K nehme man ein Paar (A,A,),, das mit K ein Tripel 
erster Art bilde; fiir B,, B, zwei, K gegeniiber nicht gepaarte, Kegel- 
schnitte, in Beziehung erster Art zu ecinander und zu K, zweiter Art 
zu A, und A,; fiir C,, C, endlich noch zwei Kegelschnitte, die K 
gegentiber in Beziehung zweiter Art und gepaart sind, und die alsdann 
zugleich A,, A,, B,, B, gegeniiber in Beziehung zweiter Art stehen 
werden, Auch hierbei ist K ausgezeichnet. Z. B. 

K = 12.34.56.78, A, —13.24.57.68, A, = 14.23.67.58, 
B, = 15.26.47-38, B,=—17.28.36.45, 
C, = 16.48.18.46, C, = 25.37.27. 35. 

Dabei ist A,, A, auf 3.3, dann B,, B, auf 4.2, C,, C, auf 2 
Weisen wihlbar; so dass 315 . 144 derartige Systeme existiren. 

e) Man verbinde wieder ein Tripel erster Art (K K, K,), mit einem 
der am Anfang von Nr.3 erwihnten Quadrupel (A,A,A,<A,),, aber 
mit einem solchen, dessen Kegelschnitte zu denen des Tripels alle in 
Beziehung gweiter Art stehen. In einem solchen System ist dann ein 
Tripel erster Art ausgezeichnet. 

Zu jedem Tripel lassen sich hierbei acht der Bedingung geniigende 
Quadrupel aufstellen, so dass 63.15.8 derartige Systeme existiren. Z. B. 
K = 12.34.56.78, K,—13.24.57.68, K, = 14.23.67.58, 
A, = 15.38.27.46, A, = 18.35.26. 47, 

A, = 1637.28.45. A, = 17.36.25.48. 

6. Sdmmtliche 7-Systeme. Um den Beweis zu fiihren, dass die in 
Nr. 3, 4und 5 angegebenen 7-Systeme siimmtliche existirenden erschépfen, 
kann man folgenden Weg einschlagen. Man geht, an der Hand des 
Zerlegungsschema eines bestimmten Kegelschnitts HK, von allen még- 
lichen Zernen von drei Kegelschnitten aus und sucht dieselben zu 
7-Systemen zu ergiinzen; was in systematischer Weise und unter Be- 
zeichnung der Kegelschnitte mit K; A,, A,; B,, B,; C,, C,, leicht so 
ausgefiihrt werden kann: 

«) (KA,A,), und (KB, B,), bilden Tripel erster Art; fiihrt auf 
Nr. 3 oder Nr. 5, a), b). 

B) (KA, A,), bilden ein Tripel erster Art: 

B,) B,, B, erster Art, aber nicht gepaart gegen K; dann, wenn 
nicht Fall @), nur gegeniiber A, oder A,, eintreten soll: entweder 
(B, B,) gegeniiber (A, A,) in Beziehung zweiter Art, und (B,B,),, was 
nur zu Nr. 5, d) fiihrt. Oder (B,A,),, (B,4,),, (B,4;)., (B,A.)2, 


was keine C,, C, zulasst. 
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B,) B, erster, B,, C,, C, zweiter Art gegen K: existirt nicht. 
B,) B,, B,, C,, C, zweiter Art gegen K, A, und A,: giebt nur 
Nr. 5, e). 
y) K, A,, A, gegeneinander erster Art, aber kein Tripel erster Art 
bildend, und kein Tripel erster Art kommt im System vor: 
y:) (KB,),, (A; By), (4. B,),- Dann bilden die iibrigen drei & 
ein Tripel erster Art, gegen die Voraussetzung. 
yo) (KB,),, (A; B,),, (4. B,).: existirt nicht. 
v3) (KB,),, (A, B,)., (A, B,),: die tibrigen drei §, die zweiter 
Art gegen K sein sollen, existiren nicht. 
y,) B,, B,, C,, C, aweiter Art gegen K: existirt wieder nicht. 
6) (KA,),, (KA,),, (Ay A2).: 
0,) (KB,),. Dann, wenn nicht Fall y) eintreten soll: (A, B,),, 
(A, B,),, was keinen B, liefert. 
0,) B,, B,, C,, C, aweiter Art gegen K; liefert wieder nichts. 
é) (KA,),. Die iibrigen fiinf © zweiter Art gegen K und A,. 
Dies fiihrt auf Fall Nr. 5, c); nur wird nicht, wie dort, K, sondern 
einer der letzteren fiinf & im System ausgezeichnet. 
€) Alle sieben & des Systems zweiter Art gegen einander: 
€,) Wenn vier der : K, A, B, C, so gegeben sind, dass B mit 
dem zu (KA), conjugirten & zwei Dtn und C mit dem zu (K B), 
conjugirten §” zwei Dtn gemeinsam hat, so gelangt man nur zu drei 
bestimmten weiteren A,, B,, C,, und das System wird von der Art 
der in Nr, 4 angegebenen. 
€,) Wenn K, A, B so gegeben sind, dass B mit dem zu (KA), 
conjugirten §° zwei Dtn gemeinsam hat, wahrend jeder der vier iibrigen 
C, A,, B,, C, mit dem zu (KB), conjugirten &” héchstens eine, und 
dann wirklich je eine, Dt. gemeinsam haben soll, so erhalt man kein 
System. 
€,) Wenn K, A gegeben sind und keiner der weiteren fiinf § des 
Systems mit dem zu (KA), conjugirten & zwei Dtn gemeinsam haben 
soll, d. h. wenn B, C, A,, B, je eine Dt., C, keine Dt. von §’ ent- 
halten sollen, so kénnen schon die Bedingungen fiir B, C, A,, B, 
nicht erfiillt werden. 


Erlangen, Februar 1895. 
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Ueber die allgemeinste Differentialresolvente der homogenen 
linearen Differentialgleichungen. 


Von 


Emanuet Brexe in Budapest. 


Der Grundgedanke des Herrn Picard bei der gruppentheoretischen 
Behandlung der homogenen linearen Differentialgleichungen liegt darin, 
dass man — ebenso wie bei der Galois’schen Theorie der alge- 
braischen Gleichungen — eine Function der Fundamentallésungen der 
Differentialgleichung bildet, welche nur die identische Transformation 
der homogenen linearen Gruppe zulisst.*) 

In der Theorie der algebraischen Gleichungen muss man beweisen, 
dass sich eine Galois’sche Function, d. h. eine rationale Function 
der Wurzeln einer ganz beliebigen Gleichung, welche bei einer jeden 
Substitution ihren Werth verindert, immer bilden lisst, wenn nur 
unter den Wurzeln keine zwei gleichwerthige vorkommen**), Wir 
stellen uns hier die ihnliche Aufgabe, welche als eine Ergiinzung der 
gruppentheoretischen Auffassung der homogenen linearen Differential- 
gleichung dienen soll. Wir wollen niimlich beweisen, dass sich 
immer eine Function der Fundamentallésungen bilden liisst, welche 
bei einer jeden homogenen linearen Transformation derselben Lésungen 
ihren Werth veriindert. — 

Nehmen wir an, dass 


(1) Wy ay + +. Me 


ein System von Fundamentallésungen der homogenen linearen Differen- 
tialgleichung 


(2) 2 pya—D ++ pee = 0 
darstellen. Wir miissen zeigen, dass man immer solche » Functionen 
(3) Uy Uy 2s Un 


*) Picard, Comptes rendus 1883. Annales de Toulouse 1887. Comptes 
rendus 1894. Annalen Bad. 46. 


**) Ein einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in H.W ebers Algebra p. 457. 
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der unabhiingigen Veriinderlichen ¢ findet, dass die, von Herrn Picard 
benutzte Resolvente*) 
(4) Vi =u, a, + ua, +--+ Unde 
wirklich verschiedene Werthe annimmt, wenn man die Functionen x 
verschiedenen linearen Substitutionen unterwirft. 

Wenn man die Functionen 27,2,...2%, zuerst der homogenen 
linearen Transformation 

Li = Ai Li + Ae Xe + +++ + Ginkn 
(¢—=21,2,...%), 

dann der Transformation 


Lj = Aj Ly + Aig, ++++-+ Gindn 
unterwirft, erhalten wir aus V zuerst die bilineare Form: 


n 


(5) V= > Aix Uj Xr 


1 
dann wieder die Form: 


nh 


v= SF Ain Uj Lee 


i 


Wir miissen also beweisen, dass sich die Functionen (3) so bestimmen 
lassen, dass die Gleichung: 


(6) > Uj LE (Giz a ix) = 0 

nur dann bestehen kann, wenn einzeln: 

(7) ik = Air 
(§,kan1,2,...%). 

Nehmen wir an, dass der Punkt ¢ 0 ein gewdhnlicher Punkt 
der Differentialgleichung (2) sei, was wir, wie bekannt, durch eine 
Transformation der Gleichung (2) immer erreichen kénnen. Dann ist 
bekanntlich eine jede Lésung der Differentialgleichung in der Um- 
gebung des Punktes 0 in eine gewéhnliche Potenzreihe entwickelbar 


in der Form: 
(8) Le = Teo + reat + reel? +--- 
(A= 1,2,...m). 
Nehmen wir die Functionen w auch in Gestalt von Potenzreihen an: 
(9) Us = Mio + Mat + me? +.--- 
(¢=n1,2,...m). 


*) Eigentlich kommt die Resolvente in dieser Gestalt zuerst bei Herrn Versiot 
vor. Annales de I’Kcole normal 1892. Herr Picard betrachtet auch die Differen- 
tialquotienten der Fundamentallésungen, 
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Dann erhalten wir aus der Gleichung (6) ein unendliches lineares 
Gleichungssystem fiir die ? Gréssen: 
(10) Qik — Aix. 

Nehmen wir an, dass nicht simmtliche 


ko 
verschwinden , dann sind die ersten »* Gleichungen: 


a Mio Txo(Aizx — Aix) = O, 
a (mio x1 + Mir Teo) (Giz — ix) =O, 


(11) 


P (mio tes + Mites +--+ + Mis Teo) (Aix — Aix) = 0, 


wo wir statt n? — 1 der Kiirze halber s setzten. — 
Um den angezeigten Satz zu beweisen, d. h. um zu zeigen, dass 
dieses Gleichungssystem nur die Lésung 
Aix — Aix =O 
zulisst, miissen wir zeigen, dass die Determinante von (11) nicht 
identisch d. h. nicht fiir eine jede Wahl der Gréssen m verschwinden 
kann, Zu diesem Zwecke zeigen wir, dass diese Determinante bei 
einer bestimmten Wahl der Grésse m nicht verschwindet. 
Wir setzen simmtliche Coefficienten von u,; gleich 0, ausgenom- 
men j,(;-1), Welche wir von © verschieden annehmen, 
Es sind also von 0 verschieden angenommen: 
(12 Mio) Men} Ms2ny ++, Mn, w—n- 
Wenn wir der Kinfachheit halber diese Coefficienten gleich 1 setzen, 
dann reducirt sich die Determinante des Gleichungssystems (11) auf 
die ne Potenz von 
110 > Yeo ts  Mno | 
Try oy Yor pres Tri | 
(13) | Vy ’ Yoo pee Tre | 
| . x % g*tee © | 
| Tin—1) Y2n—1) eee Trin—1 
Nun ist aber diese Determinante von einem Zahlenfactor abgesehen, 
die Determinante des Fundamentalsystems, d. h.: 
| x, Be Be | 
| 2,’ ~~ «+ @ 


sre © 


| a(n—1) a(n—1) (n—1) 
| ay ay ree | 
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bei == 0. Da aber der Punkt ¢=0 ein gewdhnlicher Ponkt der 
Gleichung (2) ist, so kann die Determinante, welche den Werth 


Ce Jv dt 
hat, nur dann verschwinden, wenn C= 0 ist. Dann wire aber das 
System (1) kein Fundamentalsystem. Die Determinante R ist also von 
0 verschieden. Damit haben wir bewiesen, dass die n? Gleichungen (7) 
bestehen miissen. — 

Die Functionen « haben in diesem specielien Falle eine sehr ein- 
fache Form, da 

ue = {(k—1)n 
ist. — 

Wenn wir die Functionen wu in dieser Gestalt wihlen, dann kénneu 
wir die homogene lineare Differentialgleichung n?‘" Ordnung, der die 
Function V geniigt, und welche wir nach der, von Herrn F. Klein 
in seinen Vorlesungen benutzten Bezeichuung Differentialresolvente 
nennen, wenigstens in den einfachsten Fillen, leicht bilden. So ist 
diese Differentialresolvente im Falle » — 2, wenn die lineare Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung diese Gestalt: 


x" = gx 
hat, die Folgende: 
| V 1 e 0 0 
| Vv’ 0 2t 1 e 
al q 2+8¢ 0 4t = 0, 
il q 6tq+l_ q 6+8%q 


| 
| VN g’+q 129¢4+8t¢+?e+eq", 2¢, 8tq+2eq' | 
oder ausgerechnet: 
PVVY+APV'’+P,V"+P,V4+P,V=0 
P, =3 — 4#q, 
P,=4(2t¢+¢), 
P, = 4(P @—9q—3itq’), 
3 = 2Pqq — 4t¢ —3q, 
P, = 6q? — Sigg — 48 q'2 — 39" + 40 qq". 
Budapest, im Mirz 1895. 
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On the Automorphic Linear Transformation of an Alternate 
Bilinear Form. 


By 


Henry Taser of Worcester, Mass. 


§ 1. 


In the Philosophical Transactions for 1858 Cayley gave the 
coefficients of the general linear substitution which transforms auto- 
morphically an alternate bilinear form of two sets of 2m cogrediant 
variables and of non-zero determinant as rational functions of the 
coefficients of the form and of the minimum number of parameters.*) 

This representation was given in the form of a symbolic expression 
for such substitutions, namely 

(Q—¥)*(Q+ ¥), 
in which Q denotes the matrix (that is, the square array of coefficients) 
of the form and Y denotes an arbitrary symmetric linear substitution 
or matrix, but such that the determinant of Q — Y is not zero.**) 

Of the group of linear substitutions satisfying the conditions stated 
above, all are given by Cayley’s expression for finite values of the 
parameters (that is for Y finite), except those whose characteristic 
equation has — 1 as a root. These substitutions of the group are 
not given by Cayley’s representation for finite values of the parameters. 
Nevertheless, as shown by Frobenius in Crelle’s Journal for 1878, the 
limit of Cayley’s expression, as one or more of the parameters tends 
to infinity, gives every substitution of the group whose characteristic 





*) “Memoir on the Automorphic Linear Transformation of a Bipartite 
Quadric Function,” 

**) Or in the nomenclature of Frobenius, in which Q is the form in question 
and Y an arbitrary symmetric form. This symbolic expression for Cayley’s 
representation is put here in a somewhat simpler form than as given by Cayley. 
But Cayley proves the identity between this expression and the one given by 
him, namely Q-1(Q4+ ¥) (Q— Y)~'Q. The above expression was given by 
Frobenius (see note p. 2). 


Mathematische Annalen, XLVI. 36 








562 Henry Taser. 


equation has — 1 as a root.*) That is, if @ is a substitution of the 
group whose characteristic equation has — 1 as a root, we can always 
find a symmetric linear substitution Yg whose coefficients (the para- 
meters of the substitution) are rational functions of a parameter g, 
of which one at least is infinite for @ — 0, such that for @ sufficiently 
small the several coefficients of the substitution 


(2 — ¥,)*(Q+ YF) 
can be made as nearly as we please equal to the corresponding coef- 
ficients of o. 

Designating a linear substitution of the group as of the first or 
second kind according as it is or is not the square (or second power) of 
a linear substitution of the group, I show in what follows that every 
substitution given by Cayley’s expression, for finite values of the 
parameters, is of the first kind; further that every linear substitution 
of the first kind is given by the square of Cayley’s expression (the 
parameters being all finite), can be generated by the repetition of an 
infinitesimal substitution of the group, and is the m'” power of a substi- 
tution of the group for any index m. Whereas, I shall show that 
no linear substitution of the second kind can be generated by the 
repetition of one and the same infinitesimal substitution of the group, 
nor can it be the m' power of any substitution of the group for an 
even index m; nevertheless, corresponding to any linear substitution » 
of the second kind can always be found a linear substitution , of 
the group whose coefficients are algebraic functions of a parameter @, 
such that for @ sufficiently small, the (2m) power of % may be 
made as nearly as we please equal to gm. Since we then have 
lim. (%e)?" = g, and @ is not an even power of any linear substitution 
of the group, a discontinuity exists in the case of linear substitutions 
of the group which are of the second kind. 

Finally, I show that every real linear substitution which transforms 
automorphically a real alternate bilinear form of two sets of congrediant 
variables and of non zero determinant is given by the composition or 
product of two of Cayley’s expressions the parameters being all finite. **) 

The symbolic notation mentioned above, employed by Cayley in 
his memoir, Cayley terms the “notation of matrices”. The notation 


*) Frobenius gives the representation at which Cayley had arrived twenty- 
one years earlier (Cayley’s memoir was presented to the Royal Society in 1857) 
without reference to Cayley, and was of course unaware of Cayley’s priority. 
Many of the theorems given by Frobenius in 1878 were given by Cayley in the 
memoir above referred to, and in his “Memoir on Matrices” also contained in 
the Philosophical Transactions for 1858. 


**) See Proceedings of the American Academy of Arts and Sciences, 
vol. 29, p. 379. 
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employed by Frobenius is substancially identical with the notation of 
matrices. This notation will be employed in what follows. 

In accordance with the notation of matrices, two linear substitu- 
tions are regarded as susceptible of being added or subtracted. Let 
(p)rs denote the coefficient of the linear substitution @ which is the 
constituent in the vr" row and s'" column of its square array or matrix. 
Then the swm or difference of two linear substitutions m and y is 


defined as follows: 
(p+ V)rs = (Q)rs + (W)rs- 


As a linear substitution is determined by its matrix or square 
array of coefficients, I shall in what follows use the term matrix 
interchangeably with the term linear substitution. 

Multiplication is taken as equivalent to the composition of linear 
substitutions, Consequently, multiplication is associative and distributive, 
but not in general commutative. That is, for any three linear sub- 
stitutions m, ~, x4, we have 


p(vxz) = (pv)Z, 


P(¥+x) = (9%) + Y), 
(p+¥)x = (x) + (2). 
But in general we do not have 
pv = v9.") 
Multiplication of a linear substitution or matrix by a scalar g 
(that is, a real or imaginary of ordinary algebra) is defined as follows: 


(g P)rs —_ 9(P)rs- 


and 


We have 
IP = 99- 
The reciprocal of a linear substitution is, of course, that linear 
substitution which multiplied by or into the given substitution gives 
the identical substitution. We have 


(py) =o. 
Following Cayley, the identical substitution will be denoted by 1. 
If g is a scalar, for the linear substitution g1, we have 


(9\)rr = 9, (Gl)rs = 9, (8). 
And following Cayley this substitution will be denoted simply by g. 
In particular, the substition whose coefficients are all zero (the sub- 
stitution or matrix zero) will be denoted simply by 0. 
Powers of a linear substitution or matrix are defined as follows: 


*) If m is a polynomial in integer powers of g, then pp}=—wq. Further, 
if py = vq, and if f(g) and F(p) are polynomials in @ and w respectively, we 
have f() . F(w) = F(¥) . f(@). 

36* 
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if m is any positive integer p™t!' — p.g”™. We have (g”)-! = (-!)". 
Consequently either member of this equation may be denoted by p—”; 
in which case the indexial law will be found to hold for integer 
powers of m. If the linear substitution satisfies the equation ~” = g, 
in which m is a positive integer, ~ will be termed an m' root of o. 
Every linear substitution whose determinant does not vanish has an 
m” root for any index m. A formula for the m' root of the linear 
substitution @ as a polynomial in g was given by Sylvester in the 
Contes Rendus, vol. 94, pp. 55, 396. This formula Sylvester afterwards 
extended to any function of g expressable as a polynomial in *); 
and g™ for any scalar m can be defined in accordance with this formula. 

The linear substitution transverse or conjugate to m (obtained by 
interchanging the rows and columns of the matrix or square array of 
coefficients of p) will be denoted by g. We have 


(9) a's 
ee ~ ~ 
(p+v)—9+y?, 
—” we 
(pv) = v9, 
(9) = (g)*. 
In particular if g is a scalar, g—=,. Finally, if f(@) denotes any 


polynomial in powers of g, the tranverse of f(p) is f(9). 

The linear substitution or matrix g is symmetric if (~),-s= (@)sr, 
for which the necessary and sufficient condition is @ = gy. The linear 
substitution @ is skew symmetric or alternate if (p)-s = — ()s,, for 
which the necessary and sufficient condition is ¢ = — gm. A polynomial 
in powers of a symmetric matrix is symmetric, and a polynomial in 
odd powers of a skew symmetric matrix is skew symmetric. If 


22 


So, =l1, >! (ir (Q)is —_ 0, 


for r, s=1, 2,... (2m), but r+ s is orthogonal, for which the 
necessary and sufficient condition is pp = 1. 
The determinant of a linear substitution g may be denoted by ||. 
If g is a scalar, the determinant of the linear substitution 
e—-e~e~ 9 
will then be denoted by |g—g]|; and the characteristic equation of » 


is then 
er lp—g| = 9. 


*) Johns Hopkins University Circulars, 1884, p. 34, 
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We have 
lpv| = || -|%|, 
lp| = ||, 
~1 oe ee 
Ip head) 


By a theorem of Cayley’s if the roots of the characteristic equation 
of the linear substitution m of 2m variables are g,, 9.,+-.g2n, we have 
(P — 1) (PY — 92) ++ (P — Gan) = 0. 

This is termed by Cayley the “identical equation” to m. If the roots 
of the characteristic equation of are not all distinct, there may be 
syzygies between powers of g of lower order than 2”. The syzygy 
between powers of g of lowest order may be termed the fundamental 
syzygy. Every syzygy between powers of contains the factor p —g 
for each distinct root of the characteristic equation of 9.*) 


§ 2. 


Cayley’s notation for the bilinear form 


> Sona. 
1 1 


(Lipa, Ly, ~ +» LanhYys Yor +++ Yon), 
in which Q denotes the matrix or square array of coefficients of the 


form. Throughout this paper it will be assumed that the form is 
alternate, that is, that 


(Der =O, (Des = — (er 
for which the necessary and sufficient condition is 
QO = —Q. 


If the a's and y's are cogrediant; and are transformed by the 
linear substitution @ so that 


ay =>) (D)rifi, Yr =>! (P)ri Ni» 
substituting we have 
(QKH, , Loy. - + LanQYi > Yor - +» Yen) 
= (P2PKE,, bo, + - - Senkhemy Mar» - Man)-™) 


Since Q is skew symmetric, the matrix of the new form is also skew 
symmetris, and this form is therefore alternate. 


is 


*) Frobenius: Crelle, vol. 84, p. 12. 
**) Philosophical Transactions, 1858, p. 41. 
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The necessary and sufficient condition that the transformation 
shall be automorphic is 
pQp—2Q. 
It is assumed throughout this paper that the determinant of the 
alternate bilinear form does not vanish, that is that |Q)}+-0. But 
then, since |p| = ||, and therefore 


lp l?|2| = |p2y| = |Qi, 
we have 


|p|? —1. 


Since the square root of the determinant of the alternate bilinear form, 


that is the square root of |Q|, is a rational skew invariant of the 
form, we must have |m| = -+ 1. 


If —1 is not a root of the characteristic equation of m, then 
1+ » has a reciprocal. We may therefore, in this case, put 


’ ¥= Q(1—g) (+9); 
whence we obtain 
Y= (1+9)(1—9)® 
=—(1—9) (1+9)"2. 
But, from the equation 
gly =2, 
since |p| +0, we derive 


PQ—=Ly-; 
therefore 


(L+g)2Q=QAi1+—-). 
Whence it follows that 


¥ = — Q1——-)(l+9>)4 


= — 2.91) 9.991) 
-_ Y. 


That is, Y is symmetric. 
We also have 


(2+ V¥)p=(Q—Y¥). 


And since 
Qt Y=2A 1+) or 2Q(14+9)-*9, 
according as we take the upper or lower sign, therefore 


\Q+ Y|+0. 
p= (2+ YA7(Q—¥). 


Consequently , 








Automorphics of an alternate bilinear form. 567 


This is substancially Cayley’s expression for the linear substitution 
which automorphically transforms the alternate bilinear form whose 
matrix is Q. 

Conversely, if m can be expressed thus in terms of a symmetric 
linear substitution Y, for which |Q+ Y|=+0, it will satisfy the 
equation gQp —Q*); and therefore transform automorphically the 
alternate bilinear form 

(QH%,, Lay + + + LankYy, Yo» + ++ Yon): 
From the expression for p in terms of Y, or the reverse, we obtain 
(l+9)(1+2°Y) =2; 
whence follows 


litg|.|2+¥] 
| 2| 





=|14+9|.|1+24Y| 
=|2| 


== Q2n. 


Therefore if — 1 is a root of the characteristic equation of g, this 
linear substitution is not given by Cayley’s expression, at least for 
finite values of the coefficients of the symmetric matrix Y. Never- 
theless, in this case by the theorem of Frobenius above referred to, 
a symmetric linear substitution Y, can always be found whose coef- 
ficients are rational functions of a parameter @ of which one at least 
is infinite for g@= 0, such that (Q+ Yo)-'(Q— Yo) may be made as 
nearly as we please equal to m by taking @ sufficiently small. 


§ 3. 


As in the last section, let p satisfy the equation 


gQyo =. 
Let the roots of the characteristic equation of m be — 1 of multipli- 
city p, g, of multiplicity p,, g, of multiplicity p,, ete., and g; of multi- 
plicity p;.**) We then have 








*) For if p =(Q+ Y)~! Q—Y) in which Q is skew symmetric and Y is 
symmetric, then 
g=(2—-¥)G+¥)'=(24+¥)Q-yY)". 
Therefore, if 


A=2+Y, B=Q-Y), 92Q9=AB™ =) A-'B 


which is identically equal to £12 or Q. 

**) The roots of the characteristic equation of m occur in pairs the product 
of two the same pair being unity. Frobenius, Crelle, vol. 84, p. 34. 

Since the determinant of m is equal to +1, p is even. 
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lp—gi| = +1)? 9—9)"(9— 92)" --- 9-9)" 
and the identical equation to is 
(9 +1)?(9 —91)"(9— 2)” -- - (9 — G1)" = 0- 
Corresponding respectively to the distinct roots of the characteristic 

equation of 9, 
— i, i> Gor+ ++ Gis 

are certain polynomials in » which will be denoted by 
,,; 9,, %,, see Q;. 


If 
G" (2) = [e+ 1)” — (9,+ 1)"}"* 
(—1)"*(,+ 1)" 
G! (2 2) = [(e - —9)"" ie en (5 aa al, 
- (—1"(0,—9,7"™ 
and i 


Fy (2) = G (2) - 4 (2) --- G9), 


Pr 
' —9,)"-(-1-9T = , wie 
ro =e ne ee TG) (2) GE) GEM)? (8 





then 
% = Fy(9), % = Fy(9), % = F,(9), ... % = Fe). 


Since each polynomial contains every factor of the identical equation 
except that factor belonging to the root to which the polynomial 
corresponds, the binary products of different polynomials all vanish. But 


O2=%,, O2—%, (r=—1,2,...%). 
1=9+9,+9%,+---+9,, 
(p+1)’%, =0, (p—gr)"" r=0 (ry = 1, 2,..-4%). 


Finally, if f(2) denotes any rational integral function of z, 


fo) =[fe) ++) Ate + et inf fr 


Moreover, 


and 


1) 1 
: + otn = dg 3 fle a 1% 





+> [f+ @—9) Spe) 4 So Fey 


(p—9")Pr—* F a 
+-: : + (p,—1)! dz?r amt f(2 = 


*) See paper to appear in a forthcoming number of the American Journal 
of Mathematics. 








<e 
(2), 
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As a consequence of the last theorem we have 
Fy(p-*) = %5 


since for z= — 1, 
a?—' 


F,(2-") = 1, = o (2) — 0, oe az?-) F, (2-") 5S 0, 
and for 
&=9r (r= = ees 
both F,(z—) and its first p, — 1 differential coefficients vanish. 


Since 
pQXHp — Q, 
and since the determinant of @ is not zero, 
P P Q=Lg-', 
PQ —Qg-, 
etc. , 
finally 


f(g) 2 = Qf(y>). 
Therefore by what has just been stated 


$,2 = Fy(9)2 = QF,(g-) = Q%. 
If now we put 


1— 29), 
and 
Pi = PP. = PoP, 

we have 

9p, = (1—29%,)?=—1, 

P,Q = (1—29,) Q = Q(1—20,) = Qq. 

Consequently 

Py 2p = Qe,” = Q, 

9:29, = Py P2PY) = Pk Py) = 2. 
Let 


H(g)= —- =(9—9) G—) +++ (9-9). 
Then any rational symmetric function of the roots of the equation 
H(g) = 0 can be expressed rationally in terms of the coefficients of 
the equation |g—g| =O, the characteristic equation of g. The coef- 
ficients of this equation are rational functions of the coefficients of ; 
and since the coefficients of the powers of g in F,(g) are rational 
symmetric functions of the roots of the equation H(g) =O, these 
coefficients can be expressed rationally in terms of the coefficients 
of g. Consequently the coefficients of the linear subtitution /,(p) are 
rational functions of the coefficients of g. 
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From this it follows that the coefficients of the linear substitution 


%) = 1—2%, and g,—gg, are rational functions of the coef- 
ficients of g. 


Moreover, if gp is real, ®, is real, since, if p is real, the 
imaginary roots of the characteristic equation of m occur in pairs 


which are conjugate imaginary. Therefore, if m is real, both g, and 
@, are real. 


The characteristic equation of m, has not — 1 as a root. For 
P1 = P(1L—2%q) = — HM + PM + HO +: +> + 9%.- 
Therefore , 
(9,—1)% =— (o+1)%, 
and forr = 1,2,...% 
(9; — Gr) Pr = (P—Gr) O, 5 
and consequently 
(y,—1)? % = (—1)? (+1)? % =0, 
(p, —gr)?" O, = (p—gr)"" O, = 0. 
Whence we obtain 
(9, —1)’ = (gy, — 1)?(1 — ) 
and for r= 1,2,...4, 


(9, —gr)”” = (9, — gr)" (L—9,); 
and therefore 


(9,—1)? (M, — 9:)""(H1 — 92)" - - » (Pi — 9H)" 
=[(¢,—1)’(%,—a)” (Dy — 92)” +++ (M1 — 9i)”*| [1L—O)—-O,—,— - -- —9 4] 
=(. 

But », + 1 is not a factor of this syzygy in powers of g,, therefore 
— 1 cannot be a root of the characteristic equation of g,. 
Since — 1 is not a root of the characteristic equation of o,, we 


may put 
Y, = Q(1—9,) 1+ 9,)75 
whence we obtain as in § 2 


¥,— ¥,, 


9, = (2+ ¥,)* (2—Y,). 
The coefficients of Y, are rational functions of the coefficients of 
Q and of g. For they are rational functions of the coefficients of Q 
and of the coefficients of g,; and the latter are rational functions of 
the coefficients of o. Since if m is real, y, is also real; therefore, 
if m and Q are real, Y, is also real. 


and 





a2 @& 


i i 
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§ 4. 


In this and in the next two sections it will be assumed that the 
matrix Q of the alternate bilinear form is real, and that the linear 


substitution g satisfying the equation gQg —Q is also real. But 
then since » is real, both gm, and qg, are real. 
If now Q is not only skew symmetric, but is also orthogonal, 


that is, if 2Q— 1 (whence we derive Q? = — 1), let 


X=—=Q2Q—QyH. 
We then have ' . 


X= 2%, = — Qo, = — X, 
Q1XQ1X = g2=1; 


and 


and therefore 
XQX = X(-QXK = XQ43>X=—Q. 

Since g, and Q are real, X is a real skew symmetric matrix. 
Therefore —1 is not a root of the characteristic equation of X. Con- 
sequently we may put 

¥, = Q(1—X) (14+. X)5; 
whence we obtain 
Y,= ¥,, 


X = (2+ ¥,)-"(Q— ¥)). 

Since the coefficients of Y, are rational functions of the coef- 
ficients of Q and of gm, they are therefore rational functions of the 
coefficients of Q and of g. 

We have now 


and 


P= Po 
== Q-1Xq, 
= 271(Q4 Yy)-(Q— Yo)(Q+ ¥,)*(Q— ¥). 
If —1 is not a root of the characteristic equation of g, this 


linear substitution can also be thus expressed. For, if in the above 
expression, we put Y, = 1, it reduces to 


(Q+ Y,)*(Q—Y¥;), 


since 
Q71(Q41)-1(Q—1) = (B+ Q)"(@—1) 
= (Q—1)1*(Q—1) 
=x 1; 


and we have only to put 
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Y, = 2(1—g) (i+9)"', 
which is now possible. 

In this case, ‘that is, if —1 is not a root of the characteristic 
equation of mp, p= 0, and therefore ® —0; consequently gp, = }, 
9, =, X =Q, and 

Y, =Q(1—g) (l+9)", 
Y, = Q(11—Q) (14+-Q)' —1. 

We have therefore the following theorem: 

Every real linear substitution which transforms automorphically 
the real alternate and orthogonal bilinear form 

(Qa, , yy - ++ TanXYr» Yor +++ Yan), 
the x's and y's being cogredient, is given by the expression 
L-1(Q-+ Yo)-*(Q— Yo) (Q+ Yj) (Q—Y,), 
in which Y, and Y, are real symmetric linear substitutions such that 
IQ+¥)+0, |Q+¥,|+0. 
Moreover, the coefficients of Y, and Y, can be expressed as rational 
functions of the coefficients of » and the coefficients of the bilinear form. 
Thus if — 1 is a root of the characteristic equation of » of multiplicity 
p (which may be zero), and if the roots of the characteristic equation 
of p, other than — 1, are 


: 91> GJor-++ GN) (N = 2n — p) 
and if 


F (py = Leth? = rk WP] [e+ 0? = et 0?) [20 P= owt)" 


(—1)" (i+ 1)? (a1)? «++ (y+ 1)? 
we may put 
Y, = (2+1) — 2F(g)] (2+1) — 22F(y))-*, 
Y, = Q(1— 9) + 29F()) ((1+9) — 29 f(g)}".*) 


§ 5. 
Now if is a solution of the equation Qo —Q, in which 
Q? = — 1, then y = Q-'@ is also a solution of this equation. For then 


PQY = PW" .Q.Q'p = GQyp —Q. 
Since it is assumed that m and Q are real, y also is real. 
Let — 1 be a root of the characteristic equation of y of multi- 


plicity p’ (which may be equal to zero), and let the roots of the 
characteristic equation of ~ other than — 1 be 


I's 92 oe - gw’ (N’ = 2n — Pp): 
*) F(q) now replaces ®) = Fy (q). 
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Further , let 


egy WEED [et D — 9-40") [let oy +") 


(— 1)" (ol +1)” Ge 1)” +++ (iy 1)” 
Then as shown in the last section, if 
Yo= [((2Q+1) — 2F(H)] (2Q+1) — 22F(y)}7, 
Y= Q(1—v) + 2¥F(y)) (1+) — 2vF(y)), 
Y, and Y,’ are symmetric, and we have 
1p — Y= MNF HQ Ky) Q+ H-@— ¥)). 
Therefore 
g = (2+ ¥,)-'(Q— ¥;,’) (Q+ ¥,’) (Q—Y,’). 
In this expression for pm the coefficients of Y,’, Y,° are rational 
functions of the coefficients of Q and of » = Q-'q, and are therefore 


rational functions of the coefficients of Q and of o. 
The roots of the characteristic equation of ~, namely the roots 
of the equation 
ly—g| =9, 
are identical with the roots of the equation 
|p—g2\| =0. 
For 
io- = ' 1 
|\b—g| = |2*p —g| = |2+* (P—gQ)]| = jg) |P—92\. 
We have therefore the following theorem: 


Every real linear substitution p which transforms automorphically 
the real alternate and orthogonal bilinear form 


(Qa, 9 Vaysee L2nhYr; Yores- Yon)» 

the x's and y's being cogrediant, is given by the expression 
(2+ Yy)* (Q— ¥y’) (2+ ¥,)* (Q—Y¥,), 

in which Y,’ and Y,' are real symmetric linear substitutions such that 

IQ4+ ¥'/+0, |2+ ¥'|+0. 
Moreover, if —1 is a root of multiplicity p’ (which may be zero) of 
the equation 

|p a Q| =0, 

and if the root of the equation, other than — 1, are 


, 915925 ++- GN, (N’ = 2n—p’) 
and if 


Fe= [(e+1)” —(gi-+1)” | [+1)? —(ge'+1)”'] -~ [+1)” —Coy +)?'] 
(— 1)" (gy 1)” (ge +1)” (Gy +1)” ‘ 





we may put 
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Y, =[(1+2) — 2F(Q-"'g)] [((14+Q) — 22 F(Q-g)}"', 
Y,/=[((2—9) + 29 F(2" g)] [(LQ+y) — 2p F(Q*g)]Q. 


The coefficients of Y, and Y, are then rational functions of the 
coefficients of pm and of Q. 


$ 6. 


If Q is real but is not orthogonal, we may proceed as follows. 
Since Q is real and skew symmetric, the roots of its characteristic 
equation are purely imaginary. Therefore, the roots of the characteristic 
equation of the real symmetric matrix — Q? are all positive; and 
consequently there are real symmetric fourth roots of — Q?.*) Let @ 
denote any real symmetric fourth root of — Q? expressable as a poly- 
nomial in — Q?. Then @ is commutative with Q; and if 


, Q 
Q = = 
we have 
, Qy\2  & 
Q?—= (=) =i =—-1 
Let now @ be any real solution of the equation 
pQy =. 
This equation may be written 
v Q Q 
9a-—-ap=—a—a, 
that is 
aga -Q- aga! = , 
which if 
~y=—aga-', 
becomes , 
PX yp = QM. 
Conversely, if satisfies this equation, 
g = a"voa 
will satisfy the equation 
gQyp =Q. 


Since m and o are real, ~ is also real. Therefore by §5 we 
may put 


= (M+ Yi) (M— VK) V+ XK)" (L— ¥), 


in which Y,’ and Y,' are real and symmetric. 


*) Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 22, p. 461. 





~~ jm Ceo Co « 
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In this expression for ~ substituting for Q' its equal a—!Qa-, 
and putting 
Y, = co—} Y,a-, 


we have 
apa =» 
= (a'Q@-! + a-! Ya) (@—'Qea-! — a Y, @-") 
< (@- Qa + @-! Y,a@-')- (@'Qe@-! — @ Y, a) 
= a(2-+ Y,)a@-a"(Q— Yj) 
< a(Q-+ Y,)@. a" (Q — Y,)a— 
=a(2+ XY) lQ— KY) Q+ ¥%,)t*R— Y,)a-. 
Therefore 
p=(2Q+ KH) (lQ— Y)(VQ+ ¥,)*(Q— ¥,). 
Since 


Y, = @ Y, a, 
Y, = @ Y,'o, 
both Y, and_Y, are real and symmetric. 
We thus obtain the following theorem: 
Every real linear substitution which transforms automorphically the 


real alternate bilinear form 
(QYx, , Ly, ++» LenkYy» Yor ++ + Yon) 


of non-zero determinant, the x's and y's being cogrediant, is given by 
the expression 


(2 + Yo) (Q— Yq) (V+ Y)-'(2Q — Fj) 
in which Y, and Y, are real and symmetric and such that 


IQ+ X|+0, |2Q+ ¥,|0. 


g 7. 


Let e° denote the infinite series 7S , convergent for any matrix 
v 
or linear substitution. We then have 


(e°)* = e-®, 
(e’) =, 
and for any integer m 
(e°)™ = em®; 
moreover if © and O’ are commutative, 


e%e% c= cot, 
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Finally, for any linear substitution gm whose determinant is not zero, 
a polynomial © in integer powers of m can be found such that 
g= ee. 
Let now Q be any skew symmetric matrix real or imaginary 


whose determinant is not zero, and let @m be any solution of the 
equation 


PQ =Q 
real or imaginary given by Cayley’s expression; that is, let 
p = (24+ Y)7(Q—Y) = (14-2 ¥)7(1-2 ¥), 
in which Y is symmetric, and such that |Q+ Y| + 0. But then, since 


|1+Q2-'Y|=+ 0, it follows from what precedes that a polynomial in 
Q-'Y, namely #, = f(Q-'Y) can be found such that 


14+27Y=—e%. 
If #, = f(—Q-'Y), we then have 
1 — Q-1Y = e®;*) 
and therefore, (since #, and #, are both polynomials in Q-'Y and 
consequently commutative) if 92 = — #, + @,, 
p = (€%)—1e% = eer — 02, 


For any integer r, (Q-! Y)?*+!Q-1 is symmetric; and therefore, 


since 
— 9, + 0, = —f(2"* Y)+f(—2" Y) 
is a polynomial in odd powers of Q-'Y, 
0 = (— 4 + %)Q > 
is symmetric. Consequently, if m is any positive integer, and if 
1 


= @Q 
ye ’ 
then 
v - * Qe 
ye 3 
*) Equating the transverse of both members of equation 
1+Q27°Y=e", 
we have y 
1— YQ" =e”. 
But 


— 
#, = f(27 Y) =f(— YQ") =f(-2.2°Y.2)=af(—2'Y). 2 
=24,Q7'. 
Therefore 
Q(1— QA V) Qa 1 — YQ et a HW _ Qe®Qr, 
and consequently 
1—Q* ¥ =e", 





1e 
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and we have 


We also have 


1 
oh (=°*)" = y". 
Whence it follows that any solution of the equation 
pQy =Q 
given by Cayley’s expression has an m** root which is also a solution 
of this equation. The coefficients of this m'“ root w can be expressed 
as algebraic functions of the coefficients of the substitution 9. 
By taking m sufficiently great the coefficients of the linear sub- 
stitution or matrix ~eQ may all be made as nearly as we please 
1 


— 602 
equal to zero, and thus e” may be made to approach as near as we 
please to the identical substitution. But since, however great m may be, 


=", 
and 
VQY ames Q, 
it follows that every solution of the equation 
Q Qp =Q 


given by Cayley’s expression can be generated by the repetition of an 
infinitesimal linear substitution (that is, a linear substitution differing 
infinitesimally from the identical substitution) which is also a solution 
of this equation. 


A-fortiori, if m is a solution of the equation 
pQp =2 
given by the square of Cayley’s expression, a symmetric linear sub- 
stitution © can be found such that 


yp = 6%; 
and then if 


1 
= oe 
== € ? 


*) For any positive integer r, we have 


(QO) Q = Q(0Q)’. 
Therefore 


1 
——20 —-—62 
e ™ Q=Qe ™ 


Mathematische Annalen, XLVI. 37 











578 Henry Taser, 


w is also a solution of the equation, and 
o=y. 
Consequently every solution of the equation 


Qo =—=2 
given by the square of Cayley’s expression has an m root which is 
a solution of this equation, and can be generated by the repetition 
of an infinitesimal substitution which also satisfies this equation. 
In § 3 it was shown that if @ is any solution of the equation 
QQ =2, 
we may put 
P = PoP» 


in which g, and g, are commutative; and 

Dy” =1, 

9, = (2+ ¥)"(Q—Y) 
(Y being symmetrie and such that |Q + Y|=+0). We therefore have 
P= Py Py = HY” = [(LQ+ Y)* (Q— Y)P. 

Consequently every solution of the equation 

P2y = 2 
which is the second power of a solution of this equation is given by 
the square of Cayley’s expression. 

But not every solution of this equation is the second power of a 

linear substitution satisfying the equation. We are therefore led to 


designate a solution of this equation, that is a substitution of the 


group of linear substitutions which transform automorphically the 
alternate bilinear form 


(QY a, , Lay - + « LanQYy9 Yor » +» Yon) 


as of the first or second kind according as it is or is not the second 
power of a substitution of the group. From what precedes, we see 
that every substitution of the group given by Cayley’s expression is 
of the first kind; and that every linear substitution of the first kind 
is given by the square of Cayley’s expression, has an m' root belonging 
to the group, and can be generated by the repetition of an infinitesimal 
substitution of the group. 

The characteristic equation of an infinitesimal linear substitution 
cannot have — 1 as a root. Therefore every infinitesimal substitution 
of the group is given by Cayley’s expression (the coefficients of Y 
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being all infinately near to zero)*), and is consequently of the first 
kind. Since the repetition of a linear substitution of the first kind 
gives a substitution of that kind, it follows that no linear substitution 
of the second kind can be generated by the repetition of an infinitesimal 
substitution of the group. **) 

Every linear substitution of the second kind has a (2m-+-1)" root 
belonging to the group, for any positive integer m. For if » is any 
solution of the equation 

PQy = 2, 


(and therefore, a-fortiori, if gm is a solution of this equation of the 
second kind), we may put 


P= PoP» 
in which g, and g, are solution of the equation, are commutative, and 
py = 1; 
whereas, — 1 is not a root of the characteristic equation of ,, so 


that we may put 


Q- Y = (1l—g,) (l+9,)" 


(in consequence of which Y is symmetric), and have 


9, = (14+2-7Y)"(1—-Q" Y). 
Proceedings as before, if 
, 9, = f(2"¥) 
is a polynomial in Q-! Y such that 
14+27 Y —e%, 
then, if 
a, =/(-2"Y), 
1—Q71Y = e®; 
and if 
0 = (—8,+4,)2", 


*) If —1 is not a root of the characteristic equation of m, then 
g =(2+Y)"(Q—Y), 


Y¥=Q(i—g)(i+9)". 

lf » is infinately near to the identical substitution, the coefficients of 1— @ are 
all infinitesimal, and the linear substitution 1-+ @ is infinately near to the sub- 
stitution 2.1; therefore, since Q is finite, the coefficients of the linear substitution 
Q(1— @)(1-+q)~" are all infinitesimal, that is the coefficients of Y are all 
infinately near to zero. 

**) That is, no linear substitution of the second kind can be generated by 
the repetition of one and the same infinitesimal substitution of the group. Every 


linear substitution of the group can be generated by infinitesimal substitutions 
of the group. 


and 


37* 
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© is symmetric, and 
9, = eo2, 


Since OQ is a polynomial in Q-'Y, it can be expressed as a 
polynomial in g,. Therefore OQ is commutative with g,, and 


a 
ée™t! — is also commutative with g,. If now 
i 
-—,— 62 
2m+1 
= Poe ? 
we then have 
P= PoP: 
= 9, 6°* 
1 
—— @2 \2m-+1 
_ 2m-+1 ) 
whe 
_— yp", 
and, moreover, 
1 1 


- 20 : @2 
zm+1 bs 2m-+1 
yQy =e Py 2 Poe 
a a Q 
— 2m+1 


1 
*Qgmt® 
1 1 
- -@2 ——@6S 
2 
= Qe 8m+1 € m-+1 
= Q, 


By definition no linear substitution of the second kind can, have 
a (2m) root which is a substitution of the group. But from the 
theorem of Frobenius referred to in § 1, it follows that a substitution 
of the first kind (itself an even power of a substitution of the group) 
can be found which shall be as nearly as we please equal to the 
substitution of the second kind in question. Thus, if @ is any sub- 
stitution of the second kind, by the theorem of Frobenius, a symmetric 
linear substitution Y, can be found whose coefficients are rational 
functions of a parameter g, one of which at least is infinite for 9 = 0, 
such that the several coefficients of the substitution 


Po = (Q+ Yo) (Q— Yo) 


can be made as nearly as we please equal to the corresponding coef- 
ficients of m by taking @ sufficiently small. Thus we have 


p = lime—[(2+ Ye)-*(2— ¥,)]. 
Since gm, is given by Cayley’s expression, a linear substitution 
%, which also belongs to the group can be found whose coefficients 


are algebraic functions of the coefficients of mp, (and therefore algebraic 
functions of the parameter @) such that 


— fem 
Pov": 





~eolCUhrCllhr/ 
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Therefore , by taking @ sufficiently small, 42" can be made as nearly 
as we please equal to mg. So long as g +0, g, is a linear substitution 
of the first kind, that is, it is an even power of a linear substitution 
of the group; but the limit of g,, for g@ = 0, namely the linear sub- 
stitution m, is of the second kind, that is m is not an even power 
of any linear substitution of the group. A discontinuity therefore 
exists is the case of linear substitutions of the second kind. 

These results may be summarized as follows. Any linear substi- 
tution (real or imaginary) belonging to the group of linear substitutions 
which transform automorphically the alternate bilinear form 


(QHX,, Lay - + LonkYy, Yor + + + Yon) 


of non-zero determinant, the x's and y's being cogrediant is of the first 
or second kind according as it is or is not the second power of a linear 
substitution of the group. All linear substitutions given by Cayley’s 
expression (including all infinitesimal linear substitutions of the group) 
are of the first kind. And every linear substitution of the first kind has 
an m root belonging to the group for any index m, can be generated 
by the repetition of an infinitesimal substitution of the group, and is 
given by the square of Cayley’s expression. No linear substitution of the 
second kind can be generated by the repetition of one and the same 
infinitesimal substitution of the group. Every linear substitution of the 
second kind has a (2m-+ 1)" root belonging to the group for any in- 
teger m; but no linear substitution of the second kind has a (2m) root 
belonging to the group. Nevertheless, corresponding to any linear substitution 
p of the second kind, a linear substitution w» belonging to the group, 
whose coefficients are algebraic functions of a parameter @, can always 
be found such that (W,)?™ can be made as nearly as we please equal 
to @ by taking @ sufficiently small. 


§ 8. 


‘If m is a linear substitution of the first kind which transforms 
automorphically the alternate bilinear form 


(QYa,, Ly, ~~ + LanhYiy Yor +++ Yan), 


then, as shown in the preceeding section, a linear substitution » 
belonging to the group can be found such that 


p=. 
Since y belongs to the group, we have 


PQY —=Q. 
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Therefore 
Y= QytQ; 
that is, ® und y—' are equivalent*), 
If —1 is a root of the characteristic equation of m, then both 


+ Y— 1 are roots of the characteristic equation of y. For the roots 
of the characteristic equation of gm are the squares of the roots of the 


characteristic equation of ~; and if //— 1 is a root of the characteristic 
equation of w, that is if 
ly —VY—1|=0, 
then the determinant of the transverse of ~ —/— 1 is zero, that is 
\g—y=i|—0. 
But since the substitutions ~ and y~" are equivalent, the substitutions 
y —V— 1 and y-! — Y—1 are also equivalent. Therefore 


ly! — Y—1|=0; 

and since 
—V—19'& +¥—)=v' -y—-1, 

consequently 

lp + Y—1| =0, 
since |y~~!| + 0. 

If the nullity**) of y— Y~—1 is m (that is, if the (m—1)" 

minors of the determinant of » — /— 1 all vanish, but not all the 
m'” minors), then the nullity of the transverse of this substitution, 


namely » —)//— 1, which only differs from it by the interchange of 
the rows and columns of its square array of coefficients, is also m. 


But since ¢ —/— 1 and y — /— 1 are equivalent, the nullity of 
y-! — Y—1 is then m; and therefore the nullity of 


is m. Whence it follows from the corollary of the law of nullity ***) 
that the nullity of 


ep +1=(v—y—1)%~+yY—)) 


*) Two substitutions gm and w are equivalent if we can find a substitution 
of non-zero determinant such that 


p=12'. 
**) The term nullity is due to Sylvester. Nullity of order m is equivalent 
to rank (Rang) 2» — m, the number of variables of the substitution being 2n. 
***) See Johns Hopkins University Circularo, vol 3, p. 10. 
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is 2m, — that is the (2m—1)" minors of the determinant of @ + 1 
all vanish but not all the (2m) minors. 

We have therefore the following theorem: 

If p is a linear substitution of the first kind belonging to the group 
of linear substitutions which transform automorphically the alternate 
bilinear form 

(QYx,, Hay - - «Le YY) Yo» + ++ Yon), 
of non-zero determinant, then if the (2m) minors of » + 1 (the minors 
of order 2n—2m) all vanish, the (2m-+-1)" minors of m + 1 (the 
minors of order 2n — 2m — 1) all vanish also. That is, the order 
of the minor of » + 1 of highest order that does not vanish is even. 

Further we may show in like manner that the nullity of (g+1)? 
is even; that is that the order of the non-vanishing minor of (p+ 1) 
of highest order is even. Similarly with respect to (p+1)° and the 
successive powers of m + 1. 


Worcester, Mass,, February 6", 1895. 











Ueber die Differentialgleichungen der F-Reihen dritter Ordnung. 
Von 


L. PocuHammer in Kiel. 





§ 1. 

Die Differentialgleichung der allgemeineren F-Reihe 
fo. d"y n—2 an any 
x San + Le an the > — | 


ly 
tot Leet Gat bes 











@) 4 
mo) _1@ q- - a™—y 
= ane t+ Kya da™- ‘V4 Kam da" 
az 
+--+ + Ky-22? a + Kyix wy Knys 


die vom Verfasser im 38' Bande dieser Annalen*) aufgestellt worden 
ist (K,,... Km, D,,...Dn-1 constant, m <n), lasst sich, wie er 
in einer weiteren Arbeit**) gezeigt hat, sowohl durch die Substitution 


(2) y= e—2) ef T dt 


als auch durch die Substitution 


“7 
(3) y =-{ et T dt 
g 


auf eine analog gebildete Differentialgleichung (nm — 1)'** Ordnung 
zuriickfiihren. Die letztere Gleichung dient zur Bestimmung von 7' als 
Function von ¢. Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt man bis zu 
einer durch einfache bestimmte Integrale lésbaren Differentialgleichung 
2'e Ordnung. Die letztgenannte Arbeit (in Crelle’s J. Bd. 112) be- 
schrinkt sich darauf, die Reductionsmethode zu entwickeln. In nach- 


*) ,,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren F’-Reihe‘‘, Bad. 38, 
pag. 587. 

**) Ueber die Reduction der Differentialgleichung der allgemeineren F’- 
Reihe“, Crelle’s Journal fiir Math. Bd, 112, pag. 58. 
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stehendem Aufsatze soll nun auf den Fall n =3 der Gleichung (1) 

niher eingegangen und eine Uebersicht der bestimmten Doppelintegrale, 

welche dann particuliire Lésungen von (1) sind, gegeben werden*), 
Der Gleichung (1) geniigt eine eindeutige Potenzreihe 


P(e, , Oy, 6 6 + m3 Ory Ory * + * On-13 Z) 
(4) Oy My... @, 04 (ey + 1) ey (eg 1). Ot, (Cm 1) 

TFT cree stn a” t T-B-er(ertt) en(@rFi)--¢y a(t 
deren Parameter @,,...@m, Q,)++-+ Q@n—1 mit den Constanten K,,...Kn, 
L,,+,+Ln-1 durch algebraische Gleichungen verbunden sind**), Die 
nm — 1 mehrdeutigen Hauptlésungen von (1) sind Producte aus je einer 
Potenz von x und einer Reihe von der Form (4). Die Constanten 
0:, Qi — @x werden als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. 

Die bestimmten Doppelintegrale, welche hier als Lésungen der 
Gleichung (1) im Fall » = 3 abgeleitet werden sollen, entstehen aus 
den soeben genannten Reihen durch Multiplication mit transcendenten 
Constanten. Als solche Constanten treten einerseits Kuler’sche Integrale, 
andererseits die analog gebildeten Integrale mit complexem Integrations- 
weg auf. Mit Riicksicht auf das Folgende mdgen zuniichst einige 
Bemerkungen Platz finden, die sich auf die Integration gewisser 
Reihen beziehen. 

Hat ein nach ¢ genommenes bestimmtes Integral 


ft-are P(t titLe+---+Lt+---) dt, 


in welchem p,q, 1,2 1,,... als constant, z als unabhiingig von ¢ und 
die Reihe 1, + 1,¢-+--- als convergent angenommen wird, zum Inte- 
grationsweg eine geschlossene Curve, welche im Nullpunkt beginnt 
und endigt und aus einem einmaligen positiven Umlauf um den Punkt z 
besteht, so liefert die Substitution 


t=—=22, dit=<zdz, 


als Weg der Variable z einen im Nullpunkt beginnenden Umlauf um 
den Punkt 1. Fiir die geschlossenen Integrationswege wird hier, wie 
in den friheren Arbeiten des Verfassers, die abgekiirzte Bezeichnung 
angewendet, welche in §1 der Abhandlung ,,Ueber ein Integral mit 
doppeltem Umlauf“ (Bd. 35 dieser Annalen, pag. 472) angegeben ist. 


*) Fir m= entsteht aus (1) die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe mit 2 endlichen singuliiren Punkten, welche im 102t" 
Bande des Crelle’schen Journals vom Verfasser ausfiihrlicher behandelt worden 
ist. In vorliegender Arbeit bleibt der Fall m=m von der Betrachtung aus- 
zeschlossen. 

**) Cfr, Bd. 38 dieser Annalen, pag. 588—594. 
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Man erhalt dann die Gleichung 
(2) 
f (t— x)? P(t thet: dt 


m1) 
= art [ety heeft phar p+) de, 
auf deren rechter Seite ausser den Constanten 7, auch die Potenzen 
von x vor die Integralzeichen treten. Nennt man nach Bd. 35 dieser 
Annalen, pag. 510, E(a, b) das geschlossene Integral 


“i P(1) 
(5) E (a, b) = 2*-1(g—1)-! dz, 
so ergiebt sich nach Anwendung der Reductionsformel 
i _  _—«a(a@+i)...a@+r—1) oF 
E(a+v,b) = Gap atb+i)...@fb+ory / (4 4) 


(vy positiv und ganzzahlig) die Gleichung 


a. (¢—ax)-P—1 ¢r—-1(], +1, ¢+12+---+L0+---) dt 


i + 2a + OPED batt 
= 2-1 E(p,¢—p) a(qa-+ 1) 
, op P(P+)).. ete-8 was; 
q(a-+1)...(q-+-— 
in der, mit Riicksicht auf die Integralgrenze 0, der reelle Theil von p 
positiv sein muss. 

Beschreibt die Variable ¢ statt des in (6) vorausgesetzten Weges 
einen Doppelumlauf um die Punkte x und 0, in der Art dass zuerst z, 
dann 0 im positiven Sinne, hierauf im negativen und endlich 0 im 
negativen Sinne umkreist werden, so entsteht durch die Substitution 
t= xz die zu (6) analoge Gleichung 








(z,0,2—,0—) 
(7) f (t—2)t-?—1t?—1 (+1, t+ -- — tv --++) dé 


‘ = 1 — 
mete ie Cine) [be thet A REED at) 


woselbst die Integralgrenze c beliebig bleibt, und ©(a, b) nach Band 35 
dieser Annalen, pag. 499, das Integral 


(*(1,0,1—0— 
(8) E(a, b) = e-awcer» f ‘e-1(1— 2) ds 


bedeutet. In (7) kommt die Reductionsformel 


_ . - a(a+1)... (a+v—1) 
Cla+v,b) = (—W GE Hefo+i)...ca-fo-+o—1) O(% P) 
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zur Anwendung. Fiir die Potenzen z*—' und (1—2z)*-' werden die in 
Band 35, pag. 498 und 510, bezeichneten Zweige vorausgesetzt. 
Fiir das entsprechende Integral mit geradlinigem, von 0 bis z 


erstrecktem Integrationswege gilt, wenn unter E(a, b) das Euler’sche 
Integral erster Art 


(9) E(a, b) a at —z)-dz 


verstanden wird, die Formel 


10) fayette qiy thet) dt— 


9q—P—1 ya— P P(p-+1)...(p+7—1)) ay 
(—ioe ‘E(p,4—P) (lo -+21, 2+. BPE ion ay batts), 


in der die reellen Theile von p und g — p positiv sein sollen. 
Man nehme ferner an, dass die 

Variable ¢ vom Nullpunkte in einer F ss 
Richtung, welcher der zum Punkte « 
fiihrenden entgegengesetzt ist, ausgeht, 
einen positiven Umlauf um den Nullpunkt 
macht und zu letzterem lings der zuerst 
durchlaufenen Strecke zuriickkehrt (Fig. 1). 
Wird die Function 





P(t tpe- byt ++) 
nach ¢ lings dieser Curve integrirt, so Fig. 1. 


ergiebt uach Band 41 dieser Annalen, pag. 171, die Substitution ¢ = xz 
die Gleichung 


(uy fF Othe bhi) at 
_ By La La” 
<2 F(—») (b+ 41+--+ Gant) 


In derselben wird durch ¢ eine unendlich kleine positive reelle Constante, 
und durch f(a) das Integral (Band 35, pag. 514) 


a (*(0) 
(12) l(a) = Lf eur du, 


welches durch die Substitution wu =+ die Form 


(12a) r (a) =f" — dz 
annimmt (Band 41, pag. 158), bezeichnet. 
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Die Gleichung (1) geht fiir m — n — 2 in die Differentialgleichung 
der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe 
da 
(13) a(a@—1) 5% + [e+ h+1)e—e] 4% + «py =0 


iiber. Im Falle n = 2, m= 1 entsteht aus (1) die Gleichung 


a d 
(14) © gat = (@— 0) Ge + ey, 
der die Reihe 
tah ant +: C2) ft. .»- tal 
(15) F(a; 0; %) = 1+ 73% + 7:9 e041)” oe inf. 
und eine analoge mit z'~¢ multiplicirte Reihe geniigen. Fiir die nach- 
stehenden Rechnungen kommt ausserdem noch eine dritte Differential- 
gleichung 2'* Ordnung in Betracht, welche dem Falle n = 2, m = 0 
der Gleichung (1) — nimlich die Gleichung 
dy -_ 

(16) noe ate da 4= 0. 

Um das Folgende iibersichtlicher zu machen, wird es nothwendig, 
die bestimmten Integrale, welche die Lésungen der Differentialglei- 


chungen (13), (14), (16) darstellen, in Kiirze anzugeben. Nennt man 
® die Function 


(17) ® = (u—z)-8 whe (w— 1)e-e— 
und C,,...C, die Constanten 
C, = eC-OE(1 — 9, 9— @), 
C, one exi(l—a—A) & (8 —e+1, 7 B), 
C, = #0068 —9 + 1,0 —a—), 
C, = e*'0-(9 — a, 1 — 8), 
C, = e- "E(B —e +1, e—2), 
Cy = e-*etE(B — a, 1 — 8), 
so sind die Hauptlésungen von (13) im allgemeinen Falle gleich den 
Ausdriicken (Band 35 dieser Annalen, pag. 517—526): 


*(%,1,%—,1—) 
J Odu = C, F(a, B; 0; x), 


c 


(18) 


» O— 


odu = C, F(a, 6; «+6 —e +1; 1—2), 





C(x, 0,2—,0—) 
J Odu = C,x'-¢ F(a—e+1, B—e+1; 2—9; x), 


(z, 1, z , oj Y 1 rje—-2—B f Q V4 o- B o—a—fB- l ? 1 x 
Fine du C;,( ( Ps 
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(1,0,1-,0—) 1 
(a0) J Odu = C,2-# F(B, B— +1; B—«+1;7), 


CS, 2,€—,2— 

f . du = Cyr-* F(a, a—e+-1; a—B+1;! . 
Unter &, 8, © werden Linien verstanden, die von 0 zu x, resp. von 
1 zu x und von Ozu 1 gezogen sind; ¢ ist ein beliebiger, jedoch von 
0 und 1 verschiedener Punkt der w-Ebene. Die Umkreisung der Linien 
UA, B, © wird in derselben Weise wie die der einzelnen singuliren 
Punkte bezeichnet. Die Integrale (18), (19), (20) behalten fiir beliebige 
Werthe der Constanten a, 8, @ einen bestimmten Sinn. In den 
speciellen Fillen, wo eins oder mehrere dieser Integrale identisch ver- 
schwinden, hat man statt des Doppelumlaufs eine einfache geschlossene 
Curve, resp. eine geradlinige Strecke als Integrationsweg zu wihlen. 

Die Differentialgleichung (14) wird im allgemeinen Falle durch 
die bestimmten Integrale 


*(u) _ 
J. e*(w—x)-*u2—¢ du =f (1—e) F(a; @; 2), 
(21) ) 7 ie,0, 2-,0-) 
f e* (u— x)-* wee du 

= eri(e-0 &(a—9+1, 1—a)a'-¢ F(a— 9+1; 2—9Q; 2) 


(Band 36 dieser Annalen, pag. 84—96) befriedigt, wo U, wie in (18), 
die Verbindungslinie der Punkte 0 und « bezeichnet. Sind die Con- 
stanten 1 — a@ und a — eg + 1 (im reellen Theil) positiv, so kann man 
statt des letzteren Integrals das Integral mit geradlinigem Inte- 
grationsweg 


(22) frew—ay-* ut edu 
= (—1)*E(« —9+1, 1—a)a'-e F(a—e+1; 2—@; x) 


nehmen. Ist nur eine dieser Constanten positiv, so wird ein einfacher 
Umlauf als Integrationsweg angewendet. 
Die Differentialgleichung (16), der die unendlichen Reihen 


S(es2)—14+7 + ieeent 


(23) , 
o-§R—o3 2) mel trap tinge t | 





geniigen, gestattet zwei wesentlich von einander verschiedene Lésungen 
durch bestimmte Integrale. Einerseits hat man die Gleichungen (Band 38 
dieser Annalen, pag. 228—237) 
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ay fer —ay Mm mete tne 226) H(05 2, 


woselbst die Variable « die Verbindungslinie & der Punkte 0 und z 
zweimal hintereinander im positiven Sinne umkreist, und 


- (eve i —_ 
(25) - 
iy 0,2—,0—) 


$-¢ g a(l 3 
e-2V% (y — x) yen tk 1 5 — 9) a!-e§ (2-9; 2). 


Andererseits bestehen die Identitiiten*) 


(0) =+u - 
: ie € u-¢du = (1— 0) (0; 2), 
(26) - 


(0) =+n 2 
= ec = u- e@edu = (g— 1) 2'-¢ F (2— 9; 2). 


Unter ¢ wird, wie in (11) und (12a), eine unendlich kleine positive 
reelle Constante verstanden. Statt des in (25) angegebenen Integrals 


kann man, wenn der reelle Theil von _ @ positiv ist, das gerad- 
linige Integral 


en f (VE 4e-*¥%)(2—u) a 2B (3 — —e) «°F 5 (2— 9; x) 


anwenden. 

In den nachstehenden §§ 2 und 3 wird der Fall n=3, m=—1, 
und in § 4 der Fall n=—3, m=2 der Differentialgleichung (1) be- 
handelt. Auf den Fall n= 3, m=O dieser Gleichung ist der Ver- 


fasser bereits in Band 41 dieser Annalen, pag. 199—208, niiher 
eingegangen. 


§ 2. 
Fir n = 3, m= 1 entsteht aus (1) die Differentialgleichung 
(28) a TY 4 ( oto+1)294+ (96 —x) 44 —ay =0, 


welche durch die eindeutige Reihe 


*) Cfr. ,, Ueber eine specielle lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit linearen Coefficienten‘‘, Band 41 dieser Annalen, pag. 174—178. 

Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden, dass die Darstellung der 
Bessel’schen Function als geschlossenes Integral, welche sich am Schluss der eben- 
genannten Arbeit findet, bereits von Herrn N. Sonine in seiner Abhandlung 
»ttecherches sur les fonctions cylindriques et le développement des fonctions 
continues en séries“ im 16" Bande dieser Annalen (Abschnitt Il) angegeben 
worden ist, was zu erwiihnen ich nicht unterlassen michte. 
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‘ ( ‘1 
(29) F(a;e,6;2)=1+4+, “2 4 mpeg” iia 


und durch die Producte 
ae F(a—e+1;2—9,6—e+1;2) 

= z!- ——.. ae 

—ee(lt ig gece? t+ '): 
a9 F(a—o6+1;2—6, 9 —6+1; z) 

—_ ae... . «wl 

=ato(1+ ia—de—etn" tT ) 
befriedigt wird. Die Constanten @, 6, @ — 6 sind nach der Voraus- 
setzung uicht ganzzahlig. 

Indem man auf die Gleichung (28) nach einander eine Substitution 
von der Form (2) und eine Substitution von der Form (3) anwendet, findet 
man zwei verschiedene Systeme von bestimmten Doppelintegralen, 
welche die Hauptlésungen von (28) darstellen. Das erstere dieser 
Systeme enthiilt selbst noch wesentlich verschiedene Ausdriicke fiir die 
einzelnen Hauptlésungen, in Folge der (in § 1 angegebenen) doppelten 
Auflésung der Gleichung (16) durch bestimmte Integrale. 

Man fiihrt in (28) zuniichst den Ausdruck 


(31) y =" (w—a)-au-e Vdv 


ein, in welchem V nur von v abhiingt, und die Grenzen g, h ent- 
weder constant oder gleich x sind. Dann wird V (cfr. Crelle’s Journal, 
Band 112, pag. 65) ein particulires Integral der Differentialgleichung 


av dV 
v av + (e—6+1) — V=0, 


(30) 


die sich von (16) nur dadurch unterscheidet, dass v, V, 9 —6-+ 1 
an die Stelle von 2, y, @ getreten sind. Nach § 1 kommen fiir V 
sowohl Integrale von der Form (24) und (25), resp. (27), als auch 
Integrale von der Form (26) in Betracht. Die Reihen, die der Glei- 
chung fiir V geniigen, sind 
Bl@—G+1; 0), v7 e§(6—e +1; ). 

Um aus (31) die mehrdeutigen Hauptlésungen von (28) zu 

erhalten, waihlt man als Weg der Variable v entweder die geradlinige 


Strecke von 0 bis 2 oder einen Doppelumlauf um die Punkte x und 0, 
resp. einen einfachen Umlauf um a oder 0. Nach (24) ist 


' end 
*“(w, W) . *-e-s du 
J e~2Vu (uy —v) : 
o Vu 


—= 2-241 g2aile-e) F (26 — 20) F(0 — 6 + 1; v), 
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wenn unter % die Verbindungslinie der Punkte 0 und v verstanden 
wird. Man lasse hierin die u-Curve aus einem Kreise, der den ganzen 


Weg der Variable v (in (31)) umschliesst, und aus einem Abschnitte 


— w- Curve 








&-Curve 


Fig. 2. 


der positiven reellen Axe bestehen (Fig. 2). Die Anwendung der 
Formel (10), in welcher ¢ durch v, und die Reihe J, +-1,¢-+--- durch 


—2¢ i(o—o) F (9g _§S ee. , on ‘ 
Be-serresatie—Of (26 —20) {1+ aaa t+ iagcepneceap tf 


ersetzt wird, fiihrt dann zu der Gleichung 


2 ww) o—e—} 

— — a ga—O —2Vu Room du 

(32) U (v—x)-¢ ve" d of. e (u —v) Va 
_ N, vie F(a—o+1,; 2—6, e—o+1; x); 


woselbst 9%, die Constante 


MN, —= Be-2e+1 exi(2o-2e-4) F (2g — 20) E(a—o+1, 1—a) 
bedeutet. 


Zur Convergenz des Doppelintegrals (32) ist erforderlich, dass die 
reellen Bestandtheile der Constanten a —o-+ 1 und 1 —«@ positiv 
seien. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so wird statt der Formel (10) 
die Formel (7), resp. (6), benutzt. Im allgemeinen Falle, wo die 
Formel (7) zur Anwendung gelangt, findet man die Gleichung 


os) (fr? ocean fer w—ey 
= N,a-* F(a —6+1;2—6, p—6+1; 2), 
in der 
N, —= B2e-20+1 pxilats-2¢) F (Qo—20) E(a—o-+1, 1 —a) 


gesetzt ist. Die analoge aus (6) folgende Entwicklung soll hier nicht 
besonders angefiihrt werden. 





ee oS CUPS 


~. ee = DTD A 





Ueber F-Reihen dritter Ordnung. 593 


Man substituire ferner, gemiiss (27), fiir V den Ausdruck 


0 a cae 
f (2V« + ¢—2Ve) (vy —u) , Ps 
0 Vu 


= 2E(5, 6—o+ *)v-e }(6—e+1; v). 


(34) 


Die Convergenz des links stehenden Integrals erfordert, dass der reelle 
Theil von 6 — @ +3 positiv sei. Aber die Differentialgleichung (28) 


ist nach g und 6 symmetrisch. Wird also o als diejenige der zwei 
Constanten @, 6 definirt, die den grésseren reellen Bestandtheil hat, 
so ist der obigen Bedingung geniigt. Indem man in (31) den Doppel- 
umlauf um die Punkte x und 0 als Integrationsweg von v nimmt und 
fiir V das bezeichnete Integral einsetzt, erhiilt man mit Hiilfe von (7) 


die Gleichung 
[ro ayeorede |, (eV e-2¥*) — : a 
= M, ate F(a—e+1; 2—e, «—e+]; 2), 
wo unter Jt, die Constante 

N, = Berte-e E(5, 6 —e+5)C(@—e +1, 1—a) 
verstanden wird. 


Es ist ferner nach (26) 


(35) 





*(0) oe 7 
joe u%—e-!du = (6— 0) F¥(e—6+1; v), 


7(0) —+u mi 
J c’ ut-edu =F (9 —0) vt (6 —9-+1; v). 


—te 


Werden diese Functionen nach einander an Stelle von V in (31) ein- 
gefiihrt, so liefert die Formel (7) die Gleichungen 


(2, 0,2—,0—) (0) 2+ 
(36) f (v —x)-* v*-4 dv e = ute du 
c «© 


=e*@-9) F(g¢—g)€(a—o+1, 1—a)x!-* F(a—o+1; 2—6, ep—o+1; 2), 
und 


(z,0,2—,0—) @) =+u 
(37) f (o—a)-eor-edy fet ue—e-! du 
=cre-0) F (g—6) E(a—o+1, 1—a) a!-e F(a—e+1; 2—9, o—e+1; 2). 


Die Doppelintegrale (33) und (36) stellen die eine, die Integrale (35) 
und (37) die andere mehrdeutige Hauptlésung der Differentialgleichung 


Mathematische Annalen. XLVI, 38 
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(28) fiir beliebige Werthe der Constanten a, 9, 6 dar. Auszunehmen 
sind nur die speciellen Werthe dieser Constanten, fiir welche die 
Gréssen €(a@—o+1, l—a), E(a@—o+1, 1—a) verschwinden. In 
letzteren Fiillen wird statt des Doppelumlaufs ein einfacher Umlauf 
um 2 oder 0, resp. die geradlinige Strecke von 0 bis 7 als Weg von 
v genommen. 

Man lasse sodann in (31) die Variable v einen geschlossenen 
Integrationsweg durchlaufen, der im unendlich entfernten Punkte der 
negativen reellen Axe beginnt und endigt und sowohl den Nullpunkt 
als auch den Punkt  umschliesst, und zwar mége dieser Weg aus 
einem (in beiden Richtungen durchlaufenen) Abschnitte der negativen 
reellen Axe und aus einem um den Nullpunkt beschriebenen Kreise, 
innerhalb dessen der Punkt 2 liegt, bestehen. Da mod. v hiernach 
stets grésser als mod. x ist, so kann die Potenz (v—z)-* in die 
convergente Reihe 


—@ 1 2 
we rh eis+ yet 4 
entwickelt werden. Also ist fiir den genannten Integrationsweg 


>) %) 
» U2) *o-* Vdo 


=6,+7G,2+- ep MPD EHID Garg. 





wo durch % die Verbindungslinie der Punkte 0 und z, und durch 
G, (fir v = 0,1,2,...) das constante Integral 


(0) 
G, -{° qo Vdv 


bezeichnet wird. Man setze nun fiir V das in (34) genannte Integral 


° o—e—-} 

f (eV + e-2V%) (y—u) = 
Vu 

ein, welches durch die Substitution w=vu,?, du—2vu, du,, die Gestalt 

1 —e- i 
ere, (u¥e 4 ¢-24¥2)(1—u,?) Uy 
annimmt. Dann wird 
(0) 1 7 —_— 
G,= afore av f, (eu Vo 4 e-2mVeo) (1 —u,2), “ du, . 


Dieses Doppelintegral ist aber, wenn die reellen Theile von @ — 1 


und 6 —oe+ ; als positiv vorausgesetzt werden, nach § 3 (Formel (24) 
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des Aufsatzes des Verfassers ,,Ueber fiinf Doppelintegrale“*) gleich dem 
Ausdruck 


Q2e4+2v—-1 E(¢ ‘dian E +v,¢—o9+ 5)F (2—29—2»), 
wofiir, wegen der Reductionsformeln der Integrale E und [, 


7 1 1\ = 
gre *B(e—5, s—e +5) F(2—28) 
e(e+!)...(@-+e—1) 6(6-+41)...(6-+-»—1) 


geschrieben werden kann. Man gelangt somit zu der Gleichung 





(*(%) ° - aii 
(o-2)-*or-edv f (2V« + e-2¥*) (y—u) 7 
(38) |= ‘ - 
€ 1 rT 
= 2% 1 E(o— 5) 6—o+5)f (2—2¢) F(a; 9, 6; 2), 


deren rechte Seite gleich dem Producte aus der Reihe (29) und einer 
Constanten ist.**) 





*) Band 41 dieser Annalen, pag. 191. 

**) Die obige (zur Gleichung (38) fiihrende) Rechnung ist derjenigen analog, 
welche am Schluss des § 5 der Abhandlung des Verfassers ,,Ueber die Differential- 
gleichungen der Reihen §(¢, 6; x) und §(e, 6,7; x)“, Band 41 dieser Annalen, 
pag. 204, angestelit wird. Auch die iibrigen in §§ 5 und 6 der genannten Arbeit 
enthaltenen Entwickelungen tibertragen sich auf die hier behandelte Differential- 
gleichung 3'** Ordnung. Man bemerke, dass auf diese Weise noch die Formeln 


rw "toi 240 
(38) J (v—a)~*v*~? a ute du 
3D i —@ —wié 


=f (1i—e) F(1—s) F(a; 9,6; x), 


v iin ie 
(vu—a)“ v*? av f/ e?¥% (y—u) ’ ~ 
(38b) ° ” Vu 


°9- oil ; . 1 1\= 
=2e-l¢ 2710 B(e—<, o—e+5)F @—20) F(a; 9,6; a), 


(* (2, 4) (*(v) - o—e—} 
f (v—ax)—* vo? av | e 2 Vu (v—w) du 
a 0 


(38 c) Ve 





1 
a "4 
| = 2e-1 ft ‘ 2) E(e- 5: 6—e@ +3)F @—2e) F(a; 9, 6; 2) 
erhalten werden, Hierbei ist vorausgesetzt, dass der reelle Theil von @ — 1 positiv 
sei; ausserdem werden in (38a) die reellen Theile von c — 1 und e — «, in (38b) 
der reelle Theil von 6 — e+ ; als positiv angenommen. Die Variable v geht in 


den Integralen (38 b) und (38c) vom unendlich entfernten Punkte der positiven reellen 
Axe aus und umkreist die Linie &% (welche die Punkte 0 und « verbindet) zweimal 


38* 











596 L. Pocauammer. 


g 3. 


Die zweite Substitution, die auf die Gleichung (28) angewendet 
wird, ist 


a 2 
(39 y=] e v°V,dv. 
4 1 


Die Function V, befriedigt in diesem Falle (cfr. Crelie’s Journal, Band 112, 
pag. 79) die Differentialgleichung 


(40) oft {v—(@—o +1)} G+ («6 1) M, 


dv 
die aus der Gleichung (14) entsteht, wenn die Gréssen x, y, a, @ durch 
v,V,,a@—o6+1, 9—o-+1 ersetzt werden. Gemiiss (21) nimmt 
man fiir V,, indem man durch Y%’ wiederum die Verbindungslinie der 
Punkte 0 und v bezeichnet, nach einander die Integrale 


(2) = 
f: e* (wu — v)?-*—1 ue-e du = (6—o) F(a—6¢+1; ep—6+1; v), 


*(v, 0, o—,0—) 
J e* (w—v)9—*-1 wee du 
= eti(e—-9) &(a@—o+1, 6—a)v*@F(a—o+1; c-—oe+1; v). 
Dann ergeben sich aus der Formel (11), in der 1, den Werth 


= (a—o-+1) (e—o-+2)...(ea—o+) 
MO 0) aa. @— 61) (@—e+2)...(0— oF)” 





resp. 


ni(a—e) (5 (¢ — pi __ (e—e+1) (e—e+2)...(2—e+7) _ 

Or Feet), ¢—-9 -e leet" 
und p den Werth 1 — o, resp. 1 — @ erhilt, die fir beliebige Werthe 
von «,@, 6 giiltigen Gleichungen 


*0) = “’) 
(41) Se vedo f e* (u— vee yee du 
= F(o—)f (6—1)a'—* F(a—o6+1; 2—o6, gp—6+1; 2), 


; ro = (0,0,0—,0—) 
(42) fe is aw f. e* (u — v)9—@-l yee du 
= erie €(a—g+1,6—a)F (g—1) a1-¢ F(a—e+1; 2—¢, e—e+1; 2). 


hinter einander in positiver Drehungsrichtung. Bei dem Integral (38a), wo der 
Weg von v der niimliche wie (38) ist, durchliiuft die Variable « im Uebrigen die 


imaginiire Axe, umgeht aber den Nullpunkt auf der Seite der positiven reellen 
Werthe, 
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Die Gleichung (41) wird niemals illusorisch. Denn da F(a) nur fiir 
ein positives ganzzahliges a verschwindet, und @, 6, @ —o hier als 
nicht ganzzahlig vorausgesetzt werden, so sind [(¢6—g) und F(e—1), 
wie auch F(g—1), von Null verschieden. Das auf der rechten Seite 
der Gleichung (42) stehende Integral ©(@—o@+1, 6—«) nimmt den 
Werth Null an, wenn « —e@+1 oder 6 — a eine positive ganze 
Zahl ist; zugleich verschwindet dann das auf der linken Seite von (42) 
befindliche Doppelintegral. In diesen speciellen Fillen hat man die 
Gleichung (42) durch die einfachere analoge Gleichung zu ersetzen, 
auf deren linker Seite die Variable w (statt des Doppelumlaufs) einen 
einmaligen Umlauf um », resp. 0 (bei 0, resp. » beginnend) ausfiihrt 
oder die Verbindungslinie der Punkte 0 und v durchliuft (cfr. (22)). 


Ist der reelle Theil von « —@+ 1 positiv, so geniigt der Dif- 
ferentialgleichung (40) das particulire Integral 


*(v) 
J e% (u— v)t—-*—1 ute du, 


0 
das durch die Substitution « = vu,, du =vdu,, die Gestalt 


(1) 
7 = = 
vw ef e?(u, — 1-8-1 4,28 du, 


annimmt, Man setze den letzteren Ausdruck an Stelle von V, in (39) 
ein und lasse die Variable » von — oo aus einen positiven Umlauf 
um den Nullpunkt machen. Das hierdurch entstehende Doppelintegral 


rio) = a 
e u-edv 3 e%? (uw, — 1)9-*-1 uw, 2-8 du, 
—® 


xz 
ergiebt, wenn ¢” in 1 ++ 24 4 ,*, +--- entwickelt wird, die Reihe 


So + OFF {ot +H -F 5405 


wo §, das constante Doppelintegral 


(°(0) (* (1) 
Dy -{* vr aw f, em? (u, —1)9-2-! w,2-@ du, 


bezeichnet. Fiir §, gilt aber, wenn angenommen wird, dass der reelle 
Theil von « positiv sei, die Gleichung*) 


§, =F (—e—v) E(a+y, o—«). 


*) Cfr, § 3 des Aufsatzes des Verfassers ,,Ueber ein vielfaches, auf Euler’sche 


Integrale reducirbares Integral‘ im 107'" Bande des Crelle’schen Journals, p. 246. 
Die dort abgeleitete Formel: 
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Indem man dann mittelst der fiir die Integrale E und F geltenden 
Reductionsformeln die Grésse $, in den Quotienten 


Me a(a+1)...(a+»—1) F/i_alr = 
= FoF i veFr—e@+i)...@Fr—1 | (1) El, o—a) 





umformt, findet man 


jo) = rw 
J ée vedo em? (u, — 1)o-*-1u,4-¢ du, 
(43) a 0 
= (1—o)E(a,¢— a) F(a; 0, 6; 2). 


Das betrachtete Doppelintegral stellt also, wie das Doppelintegral (38), 


resp. (38a), (38b), (38c), die eindeutige particuliire Lésung der Dif- 
ferentialgleichung (28) dar. 


§ 4. 
Die Differentialgleichung 


wast (e+o+1)a 5% + 96 
(44) 


7 $Y 4 (a+ p+1)0 44 + apy, 


ro) 1 Z 
f maf, eft? (1—t)—' dt = F (1—a) E(a+4, c) 
—@ 0 


lasst sich leicht auf den Fall ausdehnen, wo die Variable ¢ vom Nullpunkte aus 
den Punkt 1 umkreist. Giebt man dem Doppelintegral 


(00) r (1) 
a= tae, ee? (t—1)° dt 
—@ 0 
(*(0) * (1) 
n= detas | ef lt- 1) 46 (¢—1)°— dt 
—@ 0 


und setzt fiir e“—” die Reihe 1 4+ —— <— 4) oe. 


die Form 


ein, so entsteht fiir H eine 
Reihenentwickelung, in welcher der sitaeantiian Term 
f(1—a—v) E (b+1, c+), 


lautet, Eine Rechnung von derselben Art, wie sie in dem genannten Aufsatze 
enthalten ist, fiihrt dann zu der Gleichung 


H=f(i—a) E(a+b,c), 
durch welche das obige Integral §, bestimmt wird. 
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die sich aus (1) im Fallen =3, m= 2 ergiebt, und deren Haupt- 
lésungepv in Reihenform 


F(a, B; @, 6; a), = 1 +,%6 06 “-+-- 


ae F(a—o+1, B—oe+1; 2—@, c—e+1; z), 
ai-* F(a—o+1, B—o+1; 2—6, ep—o+1; z) 


(45) 


lauten, ist vom Verfasser bereits in §1 und §2 der Abhandlung 
» Ueber eine lineare Differentialgleichung n'e* Ordnung mit einem end- 
lichen singuléren Punkte“ (Crelle’s Journal, Band 108, pag. 50) be- 
handelt worden. Die Gleichung wird daselbst durch Doppelintegrale 
gelést, zu denen man durch eine Substitution von der Form (2) 
gelangt. Im Folgenden soll, als Ergiinzung dieser Rechnung, die 
Substitution (cfr. 3) 


"ee 
(46) y -{ e v-* Vidv 


auf die Gleichung (44) angewendet werden. Man erhilt hierdurch 
(nach zweimaliger theilweiser Integration) fiir die Function V, die 
Differentialgleichung 


cat ((a+8— 26 +3) v—(e—o+1)} 4 


+ («—6+1) (6B—6+1) 7, =0, 


die aus (13) entsteht, wenn die Gréssen v, V,,a@ —6+1,8B —o6+1, 
o—o-+ 1 statt 2, y, a, B, @ gesetzt werden, 

Um die mehrdeutigen Hauptlésungen der Gleichung (44) aus dem 
Integral (46) abzuleiten, nimmt man g =h = — ex und lasst (wie 
in (41) und (42)) die Variable v den in (11) fiir die Variable ¢ an- 
gegebenen Weg durchlaufen. Sind die reellen Bestandtheile der Con- 


stanten 6B —9-+ 1 und 6 — B positiv, so kann fiir V, zuniichst das 
Integra! 


(47) v(v—1) 


J * (v— uP ul-e(1 —u)e-#—t du 


gewahlt werden, das durch die Substitution u—vu,, du=vdu,, 
in das Product 


we 
uw of, uyP-@ (1 — ty )P-8-2 (1 — tu v 0-94 du, 


iibergeht. Das auf diese Weise erhaltene Doppelintegral 
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(*(0) * 1 
f- e ve dvf, u,P-@ (1— w,)9-F-1 (1 — wu, v)e-*-! du, 
verwandelt sich durch die Substitution v = xv,, dv = xdv,, in den 
Ausdruck 


Po 1 
(0) — i 
ef si anf, UP—O(1 — w,)9-P-1(1— ua, o, weet du, 


in welchem die Potenz (1—,v,x)¢-*-' nach dem binomischen Satze 
in die Reihe 


1+ set! 4,0, 2+ SHOE et 8). ome FH) a ogo ae +-:- 
entwickelt wird. Diese Reihe ist im vorliegenden Falle fiir einen be- 
liebigen Werth vou x anwendbar; denn die v-Curve, welche in ihren 
Dimensionen beliebig bleibt, kann so klein genommen werden, dass 
mod. (u,v, 2), d. h. mod. (u,v) die Einheit nicht erreicht. Somit gewinnt 
man, nach Beriicksichtigung von (9) und (12a), fiir das genannte 
Doppelintegral die Entwickelung 


at-¢ SMe—et D.-.e—e +") Fg _ 1 —y) E(B—e+1+4¥,6—8). 


7=VU 


Da nun 





—e-+!1)...(8— 7 
E(p—e+ 1+», o—f) — Poet V—2 2) EG—e+1, 68). 


und (cfr. Band 35 dieser Annalen, pag. 515) 
ee 
M(e—1—») = B= G =e). @FI—0) 


ist, so entsteht die Gleichung 


ro) = . 
foeo av f, (v — u)?—P—1 wP—-e (1 — uje-*—' du 


=F (9 —1) E(6 —e+1, «—f)2'-e F(a—e+1, B—e+1; 2-2, 
6—o-+1; 2). 


Erfiillen die Constanten 8, 9, 6 die oben erwihnie Bedingung 
(B—e+1>0, ¢—f£>0) nicht, so wird die vorstehende Rechnung in 


(48) 
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der Art modificirt, dass ein Doppelumlauf (cfr. das zweite Integral (18) : 


resp. ein einfacher Umlauf um 0 oder v den Weg der Variable u 
bildet. Im allgemeinen Falle findet man die zu (48) analoge Gleichung 


Po) 2 (* (v,0, o—,0—) 
(49) fre vedo f, (v — w)"-8— w—8 (1 — u)e-#—! du 
= 2’ aie F(a—o+1, B—o+1; 2—0,6—e+1; 2), 
in der die Constante Jt’ den Werth 





R’ = extlo—e+) F(e—1) CB—e+1, 6—B) 
hat. 
Fiir V, soll ferner der Ausdruck 


(1,¢,1—, W —) 
(50) f (w—v)?-6—1 wee (1 — u)e-2—! du, 


der dem ersten Integral (18) entspricht, in (46) substituirt werden, 
wihrend v einen Integrationsweg von derselben Art, wie in (48), (49) 
durchliuft. Unter %’ wird wiederum die Verbindungslinie der Punkte 
0 und w verstanden. Um die Wege von w und v niaher zu bestimmen, 
schligt man um den Nullpunkt als Mittelpunkt zwei Kreise 8 und §’, 
von denen der gréssere die positive reelle Axe im Punkte ¢ schneiden 
moége. Die Radien beider Kreise werden kleiner als 1 vorausgesetzt. 
Man construirt ausserdem um den Punkt 1 als Mittelpunkt einen durch 
den Punkt ¢ gehenden Kreis %. Der Kreis 8’ mége zusammen mit der 
vom Punkte — ew zum Punkte d (Fig. 3) gezogenen Geraden fiir den 





at 


curve 
iy 


y ° ; uw Cur, 
Curve Sy ae 
v . , 





+ 


Vig. 3. 


Weg der Variable » angewendet werden. Die Variable w soll vom 
Punkte ¢ ausgehen und die Kreise { und §& zuerst in positiver, dann 
(in der namlichen Reihenfolge) in negativer Drehungsrichtung durch- 
laufen. Da nach diesen Festsetzungen mod. uw stets grésser als mod. v 
ist, so besteht fiir die Potenz (w—v)*—’—! die convergente Entwickelung 
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(u — vt me yo-e-a(y — 2A 





enlistees adtedeaamen  —~ menaal Salta 


u’ 


Das Doppelintegral 


ro = (,%',1—, 4 — 
fe - Foeae f (uw —v)-P-1 whe (1 — e241 du 


geht, wenn fiir (w—v)*-8-! die obige Reihe gesetzt, und zugleich 
v= 2v,, dv =xdbv, substituirt wird, in die Summe 





gi-e {M, + e—et! mp, Co fp Goeth | Cost") mp, a+. | 


iiber, in der M, (fiir vy —0,1,2,...) das Product 


(0) 2 (*(1,0,1—, 0—) 
M, -{* e” y,-o" dv, f ue—e-»—1(1 — u)e-*-" du 
bedeutet. Nach (8) und (12a) ist 


M, — F (6 —1—v)e**-2—) E(6—e—v, op—a) 





2—6)...(v—6) (@—6-+1)...(e—e+) 


Also gilt, wenn man %” die Constante 


= e*i(—«) F (g—1) €(o—e, e—a) ; (a—o6+1)(a@—6+2)...(a—o+7) 


N” = er(o-2) F(g — 1) E(o— ee, e—22) 


nennt, die Gleichung 


(0) = (1, %,1—, 4°) 
(51) fre |) ad av f, (u — v)*- 8-1 wee (1 — u)e-2-!du 
=’ 2!-* F(a—o+1, B—6+1;2—6, o—o+1; 2). 


Endlich lisst sich auch die eindeutige particulire Liésung der 
Differentialgleichung (43) 


F(a, B; 9, 6; 2) 


durch ein Integral von der Form (46) darstellen. Als Integrationsweg 
von v dient dann (wie in (43)) eine von —oo ausgehende geschlossene 
Curve, die den Nullpunkt umkreist. Die reellen Theile der Constanten 
a und £ werden hierbei als positiv vorausgesetzt. Fiir die Durchfiihruag 
der Rechnung benutzt man eine auf ein Doppelintegral beziigliche 
Formel. Der Verfasser hat in § 3 der bereits erwihnten Abhandlung 
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Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen 
Reihe etc.“ (Band 102 des Crelle’schen Journals, pag. 91) die Gleichung 


foowna —v)h-} avf.” ue-1(1—u)h—! (lL—uv)* du 
= E(k, , 1) E(k, k +1, +h) 


abgeleitet. Eine abnliche Formel besteht auch fiir den Fall, dass die 
Variablen u und v, statt die Verbindungslinie der Punkte 0 und 1 zu 
durchlaufen, vom Punkte 1 aus einen Umlauf um den Nullpunkt 
machen. Man findet bei Anwendung dieser Integrationswege, indem 
man das Integral (5) durch die Substitution g = 1— w in 


E (a, b) = e-*# J wo?! (1 — wt dw 


(Band 35 dieser Annalen, pag. 513) umformt, die Gleichung*) 


*) Fiir die Potenz (1.—uv)—*~ gilt, da die Wege der Variablen « und v 
aus einem kleinen Kreise um den Nullpunkt und aus einem zwischen 0 und 1 


liegenden Stiicke der reellen Axe zusammengesetzt werden kinnen (so dass 
mod. (wv) <1 ist), die convergente Entwickelung 

(1—uv)-9- 6 m14 Stuy. 4. @+)-. tetas u? oP +.. 
Daher ist das in (52) genannte Doppelintegral gleich der Summe 


p=o _ 
>) er”: . gtetenn fm. pte! (yp) av fur (1—u)*-! de, 
1.2...p . 4 


p=0 








_*ZVatd)...a+b+p—1) niorn z . 
->" ST etO+ Ba, b+p) E(k, +p) 
p=0 


die, wenn man fiir E(a,b+p), E(k,1+p) das Product 
b(b+1)...6+p—1) Ul+1)...+p— 2.1 , Bi (a, bt) B(k, 2) 


(a-fb)...(a--b-+p—1) &-+))...e-+l+p— 
einsetzt, die Form 
bl b(b+1) 1+ 1) 
e* i(b-+-1) ia ad. a a ae 
OM Fa, 0 Ek D+ Ey tie RED EEE T | 
anuimmt. Der in der Klammer befindliche Ausdruck stellt aber eine Gauss’sche 


hypergeometrische Reihe mit dem vierten Argument 1 dar, welche den Werth 
C(k+1) TK =) 7 (Te pt tient r(k) TM) “— 

rk) F(b+1—0) hat. Da nun E(k,1) gleich dem ” 13 en rk) ist, 

ergiebt sich iin Doppelintegral (52) in der That als identisch mit dem Producte 








BR r(k—b) TO_ tit) ak 
ni (b+1) (o-+4) E(k -b,l). 
€ Ea, b) riub—b+l) E(a, b) E(k -b, 1) 
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"a (0) 
(52) Us "tL —o)tde ff P11 wt (Lue) du 
= rit) F(a, 6) E(k—b, I). 


Man bilde, indem man in (46) an Stelle von V, das Integral 


f° (u—v)?-@-! wh—9 (w—1)e-*—" du 


nimmt, das Doppelintegral 


{o = (1) 
(53) th ev-* dv f (u —v)*-8—1 woe (w— 1)e-*—1 du. 


Dasselbe liefert, wenn e’ nach Potenzen von x entwickelt wird, die Reihe 


SO ee 


in der }, die Constante 


(* (0) (1) 
fE gee aw f (u—v)9-6-! we (u— 1)e-2—! du 
bedeutet. Man substituirt 


1 v 
_ v= = 


ines: %—1? 


1—,’ 
so dass u, = *—? > = oo ist. Der Weg der Variable « mige 
aus einem (in beiden Richtungen durchlaufenen) Abschnitte der positiven 
reellen Axe und einem kleinen Kreise um den Punkt 1 bestehen, der 
Weg der Variable » aus einem Abschnitt der negativen reellen Axe 
und einem kleinen Kreise um den Nullpunkt. Dann ergiebt sich sowohl 
fiir u, als fiir v, ein Weg, der vom Punkte 1 ausgeht und den Nullpunkt 
in positiver Drehungsrichtung umkreist. Es entsteht auf diese Weise 
fiir $, die Gleichung 


(0) 0) 
Ba ff 15-9(1—0 do, J u,e-#-! (1—w, )*-9(1—u, v, )?-8- du, . 
Die Anwendung der Formel (52) giebt nun 
PL, = et!@-9) F(B+v, 1—o—v) Ea+yv, o—a), 


so dass, nach Beriicksichtigung der Reductionsformel 


Tn b—1 b— 2)... b—v) = 
E (a, b—v) = (— 1) ee inn Ela, 2) 
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und der analogen in §1 angegebenen Formel fiir E(a+v, b), die 
Grésse 98, in den Ausdruck 


(g—a) &(¢-+1)...(a+¥—1) B(B+1)...(8-+7—1) F —o)E — 
— e(e+ 1)...(e+-v—1) 6(6-+1)...(6-4+-—1) an tii 


tibergeht. Somit wird fiir das Doppelintegral (53) die Gleichung 





() = (a) 
oe oe ao f° (uw 0-1 wt (wy du 
css er (0-2) F(a, o—«a) E(B, 1—6) F(a, B; @, 6; x) 


(54) 





erhalten. 








Ueber unverzweigte lineare Differentialgleichungen der zweiten 
Ordnung auf ebenen Curven vierten Grades. 


(Auszug aus einem an F. Klein gerichteten Briefe.) 
Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Sind 2,2,2, durch die Gleichung verbunden 
ha, + ha + 2s =9 
so lisst sich die ternire Form 
mrt (18 + tata + ra? 
in eine Form in 2,, 2, transformiren R = (R, 2, + R,2,)?. Die In- 


variante (RR)? dieser binéren Form hat dann den Werth: 


zs (rr, f)?. 


Zwischen den Covarianten einer ternaren Form 
f= a,* = O 


besteht u. A. die Relation: 


a,a;(afu)? = 5 the ty A _ 5 fs” b.?(abu)? — uz’ A, 


in welcher: 
fe = @z'ay; A= A,° = (abc) az*bs?c,?; A, = A,°A, 


bedeutet. Aus ihr ergeben sich die Formeln: 
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as*(afuy? = —iuetA; (abf)asbsasb, = 5 Afss — Asfs 
und da: 
(fs?) = fy -243a,? — ie Az bea, bs (aybz — byaz)? 
ist, auch: 


(fs°Fu)? = fy (5 metts A — 5 fata? ba? (abu)? — 5 te?) — 59 te* Ass: 


Bezeichnet man die Differentiale der Variabeln 2; durch 
ax; = zy 


und ist x, durch die Gleichung f = 0 als implicite Function der unab- 
hangigen Variabeln 2,2, gegeben, so ist d,v, —=d,x2, =O und zg, und 
d,x, sind als Functionen von zg, und z,,2 durch die Gleichungen 
bestimmt: 


(1) aa, = f, 2, + ha + f% =9, 
(2) 3a,’a, + f,d,27, = 0. 
Man kann dieselben dazu benutzen, um die 2'" Differentiale von Func- 


tionen von 2 durch quadratische Functionen von 2, 2, auszudriicken. 
Die 2' Differentiale der Formen: 


ol 


TT i, 
und 
9 =f? = 9° 


werden nach F(2) die quadratischen Formen in 2, 2,2, 


4 3 
gs 3 1-3 

ad, => qP= . ps a 2 a,"a," . AP? - Ps» 

d.g = 309.49,” — 18 92* 95 - 7 az? a," . 
Tragt man hier fiir ¢, seinen Werth aus F.(1) ein, so erhalt man 
2 binire quadratische Formen TT, f,? in 2,, 2.3 schiebt man sie 2 Mal 
binir tibereinander, so erhalt man die Ueberschiebung (TT, f,”)?, welche 
sich nach Satz I durch ternire symbolische Producte so ausdriicken lisst: 


. 3 
pd . * gs s. Soar 2 ie | 
5 (Tf,?)?—= frP= 9 (p9f) 73 92 93% (apf)’ps 
. 3 
Jal — 
+ jars * psGz'da® (agf)* + 7 Pe * PsG2°Gs da*b."(abf) 


5 
5. 3 4 
— 3P2 © a2°b,’(abp)? — 7, U- 





608  P. Gorpay. Lineare Differentialgleichungen auf Curven 4. Grades, 


Aus dieser Rechnung folgt, dass die von Ihnen im 46'" Band der 
Annalen pag. 80 gegebene Formel 


nif 
(T, f° +(Gt+2)1=0 
in diese tibergeht 


a,?b,?(abTl)? + QT = 0. 
Miinchen, im April 1895. 





Berichtigungen zum 45. Bande. 


on ah 
598 Z tatt (, a) li (, fa) 
3. 5 4.11 v. u. stat aw es ee 


599 ,, 3 v. o. statt p,(r) und p,(r) lies p, (2) und p,(¢) 
» » 4. 0. statt r lies z. 


Berichtigungen zum 46. Bande. 


9 Anm. lies: § 3 statt § 6. 
15 Anm, lies: 12 u. 13 statt 27 u. 28, 
23 Zeile 12 v. o. lies: a,(a-+1)° + a,(y+1)5. 
24 ,, 3 v. u, ist das Zeichen — zu streichen. 
47 ,, 9 v. 0. lies 37 statt 7. 
A,*B 
” » 105, 5 » ~~ o7 (2.A, Beh.’ + 27.A,h,?) statt 
+2A,Bth,?+27 Ayh?. 
” » ny » 37 statt 7. 
49 Gleichung (36) lies F(y, Z) statt F (Y, Z). 
55 Zeile 8 v. u. lies 47 statt 17. 
” » 13 45 99 46 ,, 16. 





